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Ðñüëïãïò

Ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ áñ÷éêÜ åéóÞ÷èç áðü ôïí Lewis ôï 1918 ãéá íá äéá÷ùñßóåé ôéò
Ýííïéåò ôçò áëÞèåéáò êáé ôçò áíáãêáéüôçôáò ìéáò ðñüôáóçò, þóôå íá áðïöåõ÷èïýí
ôá ðáñÜäïîá ðïõ ðñïÝêõðôáí áí ïé äýï Ýííïéåò óõã÷Ýïíôáí. Ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé
áëÞèåéá üôé ç ãç Ý÷åé áêñéâþò Ýíá öõóéêü äïñõöüñï, üìùò äåí åßíáé áíáãêáßï:
Èá Þôáí äõíáôü ç ãç íá Ý÷åé ðåñéóóüôåñïõò Þ êáé êáíÝíáí. ÁõôÝò ôéò Ýííïéåò
Þñèáí íá åêöñÜóïõí áíôßóôïé÷á ïé ôñïðéêïß ôåëåóôÝò � êáé 3. Óôçí ðïñåßá ïé
ßäéïé áõôïß ôåëåóôÝò, ìå äéáöïñåôéêÜ áîéþìáôá íá ïñßæïõí ôç ëåéôïõñãßá ôïõò,
Üñ÷éóáí íá äéáöïñïðïéïýíôáé áðü ôçí áñ÷éêÞ ôïõò óçìáóßá êáé íá åêöñÜæïõí
Ýííïéåò üðùò ðåðïßèçóç, ãíþóç, ÷ñïíéêÝò êáé äåïíôïëïãéêÝò Ýííïéåò, êáé âñÞêáí
èÝóç óôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ.

Óå áõôÞ ôçí åñãáóßá èá äïýìå üôé ìå êáôÜëëçëç áîéùìáôéêïðïßçóç (÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôï ôõðïðïéçìÝíï èåþñçìá ôïõ L�ob ùò ôï êýñéï áîßùìá ôïõ óõóôÞìáôïò)
ïé ôåëåóôÝò áõôïß åêöñÜæïõí ôçí áðïäåéîéìüôçôá êáé ôç óõíÝðåéá áíôßóôïé÷á óôçí
áñéèìçôéêÞ ôïõ Peano, PA. Ç ëïãéêÞ ðïõ ðñïêýðôåé ëÝãåôáé ëïãéêÞ ôçò áðïäåé-
îéìüôçôáò Þ GL ðñïò ôéìÞ ôùí G�odel êáé M. H. L�ob. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç
ôñïðéêÞ ðñüôáóç ¬�⊥ → ¬�¬�⊥ åêöñÜæåé üôé áí ç áñéèìçôéêÞ ôïõ Peano åßíáé
óõíåðÞò, ôüôå äåí áðïäåéêíýåôáé óå áõôÞí ç óõíÝðåéÜ ôçò, åêöñÜæåé äçëáäÞ ôï
äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò.

Áöïý äïýìå ÷ùñéóôÜ êÜðïéåò éäéüôçôåò ðïõ áöïñïýí ôï GL êáé ôçí PA, èá
åñåõíÞóïõìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ó÷åôßæïíôáé êáé èá áðïäåßîïõìå èåùñÞ-
ìáôá åãêõñüôçôáò êáé ðëçñüôçôáò ôïõ GL ùò ðñïò ôçí PA. ÁðïôåëÝóìáôá üðùò
ôï èåþñçìá ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ ãéá ôï GL, ç áðïêñéóéìüôçôá ôïõ GL êáé ç
áíáäñïìéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ ôùí áëçèþí ðñïôÜóåþí ôïõ, ðïõ äåí Ý÷ïõí ðñïôá-
óéáêÝò ìåôáâëçôÝò, èá ìðïñïýí íá ìåôáöñáóôïýí óå áðïôåëÝóìáôá ó÷åôéêÜ ìå
ðñïôÜóåéò ôçò PA ðïõ áöïñïýí ôç óõíÝðåéÜ ôçò êáé áõôïáíáöïñéêÝò ðñïôÜóåéò,
üðùò ç ðñüôáóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò ìç
ðëçñüôçôáò. Èá äïýìå ôÝëïò êáé êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï GL ðïõ Ý÷ïõí
åíäéáöÝñïí áíåîÜñôçôá áðü ôéò åöáñìïãÝò ôïõò óôçí PA.
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Åõ÷áñéóôßåò

Èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ üóïõò áðü ôï ïéêïãåíåéáêü êáé öéëéêü ìïõ ðåñé-
âÜëëïí óôÞñéîáí ôçí ðñïóðÜèåéá áõôÞ, áëëÜ êáé åêåßíïõò ðïõ áðëÜ ðñïóöÝñèçêáí
íá âïçèÞóïõí. Åõ÷áñéóôþ áêüìá üëïõò ôïõò êáèçãçôÝò ìïõ ãéá ôéò ãíþóåéò ðïõ
áðïêüìéóá êáôÜ ôç öïßôçóÞ ìïõ óôï ãüíéìï ðåñéâÜëëïí ôïõ Ì.Ð.Ë.Á. Åõ÷áñé-
óôþ éäéáéôÝñùò ôïí åðéâëÝðïíôá êáèçãçôÞ ìïõ ê. Êùíóôáíôßíï Äçìçôñáêüðïõëï,
óôïí ïðïßï ïöåßëù ü÷é ìüíï ôçí éäÝá ãéá ôï ðïëý åíäéáöÝñïí èÝìá ôçò åñãáóßáò
áõôÞò, áëëÜ êáé ôï üôé ìïõ îýðíçóå ôçí áãÜðç ãéá ôç ìáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ üóï
Þìïõí áêüìç ðñïðôõ÷éáêÞ öïéôÞôñéá êáé, êáô' åðÝêôáóç, Ýãéíå ç áéôßá íá áêï-
ëïõèÞóù ôïí êýêëï óðïõäþí ôïõ Ì.Ð.Ë.Á. Ôïí åõ÷áñéóôþ ãéá ôï ÷ñüíï ðïõ
áöéÝñùóå, ðáñÜ ôéò áõîçìÝíåò õðï÷ñåþóåéò ôïõ, óôï íá ðáñáêïëïõèåß óôåíÜ ôçí
ðñïåôïéìáóßá ôçò åñãáóßáò áõôÞò, áëëÜ êáé ãéá ôçí ãåíéêüôåñç õðïóôÞñéîÞ ôïõ.
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1. Ôï GL êáé ç ó÷Ýóç ôïõ ìå
Üëëá óõóôÞìáôá ôñïðéêÞò
ëïãéêÞò

1.1 Ïñéóìïß

Ïñéóìüò 1.1.1. ¸óôù ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá óõìâüëùí, ôçò ïðïßáò ôá ðÝíôå
ðñþôá óýìâïëá åßíáé: ⊥ (\ðÜôïò, áíôßöáóç"), →, � (\ôåôñÜãùíï"), ( êáé ), êáé
ôá õðüëïéðá åßíáé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò p0; p1; : : : .

Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá \p", \q", : : : ùò óõíôáêôéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðáßñíïõí
ôéìÝò áðü ôá p0; p1; : : : êáé ôá \A", \B", : : : ùò ìåôáâëçôÝò ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí.
ÁíáäñïìéêÜ ïñßæïõìå ôþñá ðïéåò áêïëïõèßåò èá ëÝãïíôáé ôñïðéêÝò (modal)
ðñïôÜóåéò:

� Ç ⊥ åßíáé ôñïðéêÞ ðñüôáóç.

� ÊÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ôñïðéêÞ ðñüôáóç.

� Áí ïé A êáé B åßíáé ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò, ôüôå êáé ç (A→ B) åßíáé ôñïðéêÞ
ðñüôáóç.

� Áí ç A åßíáé ôñïðéêÞ ðñüôáóç ôüôå êáé ç �(A) åßíáé ôñïðéêÞ ðñüôáóç.

Óôï åîÞò ìå ôç ëÝîç `ðñüôáóç' èá åííïïýìå \ôñïðéêÞ ðñüôáóç".

ÐáñáôÞñçóç 1.1.1. ¼ðùò êáé óôçí êëáóéêü ðñïôáóéáêü ëïãéóìü

1. ìå ôç âïÞèåéá ôùí ⊥, → êáé � ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé ôïõò õðüëïéðïõò
óõíäÝóìïõò:

¬A ïñ= (A→ ⊥)

A ∨B ïñ= ¬A→ B

A ∧B ïñ= ¬(A→ B)

A↔ B
ïñ= (A→ B) ∧ (B → A)

> ïñ= ⊥ → ⊥ (\êïñõöÞ", \áëÞèåéá")

3A
ïñ= ¬�¬A (\ñüìâïò")
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1.1 Ïñéóìïß

2. Éó÷ýåé ôï ëÞììá ìïíáäéêÞò áíáãíùóéìüôçôáò.

3. Ðáñáëåßðïõìå ìåñéêÝò ðáñåíèÝóåéò óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò:

� Ðáñáëåßðïõìå ôéò åîùôåñéêÝò ðáñåíèÝóåéò.

� Ôá ¬, � êáé 3 èåùñïýíôáé éó÷õñüôåñá áðü ôïõò õðüëïéðïõò óõíäÝ-
óìïõò êáé ôá ∨ êáé ∧ èåùñïýíôáé éó÷õñüôåñá áðü ôá → êáé ↔.

� Ôá � êáé 3 èåùñïýíôáé éóïäýíáìá ìåôáîý ôïõò êáé ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá
ôá ∨ êáé ∧ êáé ãéá ôá → êáé ↔.

4. Ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå èåùñÞìáôá ìå ôç âïÞèåéá ôçò áñ÷Þò ôçò åðá-
ãùãÞò:

¸óôù ìéá éäéüôçôá P óôéò ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò ôÝôïéá þóôå P(p) ãéá êÜèå
ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, P(⊥) êáé ãéá êÜèå A áí P(A) ôüôå P(¬A) êáé
P(�A). Ôüôå ãéá êÜèå ôñïðéêÞ ðñüôáóç A éó÷ýåé üôé P(A).

Ïñéóìüò 1.1.2. ÁíáäñïìéêÜ ïñßæïõìå ôçí Ýííïéá ôçò õðïðñüôáóçò:

� Ç A åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A.

� Áí B → C åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A ôüôå ïé B, C åßíáé õðïðñïôÜóåéò ôçò A.

� Áí 3B åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A ôüôå ç B åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A.

ËÝìå üôé ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p ðåñéÝ÷åôáé óå ìéá ðñüôáóç A áíí ç p åßíáé
õðïðñüôáóç ôçò A.

Ïñéóìüò 1.1.3. ÁìåôÜâëçôåò (letterless) ðñïôÜóåéò ëÝãïíôáé åêåßíåò ïé ðñï-
ôÜóåéò ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé ⊥, ⊥ → ⊥ êáé �(�⊥ → ⊥) → �⊥ åßíáé áìåôÜâëçôåò

ðñïôÜóåéò.

Ïñéóìüò 1.1.4. ¸íá (áîéùìáôéêü) óýóôçìá ðñïôáóéáêÞò ôñïðéêÞò ëïãé-
êÞò áðïôåëåßôáé áðü

� Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí ðïõ ëÝãïíôáé áîéþìáôá êáé

� Ýíá óýíïëï ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ó÷Ýóåéò ðñïôÜóåùí ðïõ ëÝãïíôáé áðïäåé-
êôéêïß êáíüíåò.

Ïñéóìüò 1.1.5. Ç ðñüôáóç B åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí (deducible from)
A1; A2; : : : ; An âÜóç ôïõ áðïäåéêôéêïý êáíüíá R, áíí (A1; A2; : : : ; An; B) ∈ R.

Ïñéóìüò 1.1.6. Áðüäåéîç óå Ýíá óýóôçìá åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá
ðñïôÜóåùí ôÝôïéá þóôå êÜèå ðñüôáóç ôçò åßôå åßíáé áîßùìá ôïõ óõóôÞìáôïò
åßôå åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ðñïçãïýìåíùí ðñïôÜóåùí âÜóç êÜðïéïõ áðïäåéêôéêïý
êáíüíá.

Ïñéóìüò 1.1.7. Ç ðñüôáóç B ëÝãåôáé èåþñçìá óå Ýíá óýóôçìá L áíí õðÜñ÷åé
ìéá áðüäåéîç A1; A2; : : : ; An óôï L þóôå B = An. Ôüôå ç A1; A2; : : : ; An åßíáé
áðüäåéîç ôïõ B êáé ãñÜöïõìå L ` B.
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1.1 Ïñéóìïß

Ïñéóìüò 1.1.8. ¸íá óýíïëï ðñïôÜóåùí ëÝãåôáé êëåéóôü ùò ðñïò Ýíáí áðï-
äåéêôéêü êáíüíá áíí ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí
ìåëþí ôïõ óõíüëïõ, âÜóç ôïõ êáíüíá.

Ïñéóìüò 1.1.9. ¸óôù ìßá ðñüôáóç F . Ôï áðïôÝëåóìá Fp(A) (Þ óõíôïìüôåñá
F (A), áí ç ôáõôüôçôá ôçò p ðñïêýðôåé áðü ôá óõìöñáæüìåíá) ôçò áíôéêáôÜ-
óôáóçò ôçò ðñïôáóéáêÞò ìåôáâëçôÞò p áðü ôçí A óôï F ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ ùò
åîÞò:

� áí F = p, ôüôå Fp(A) = A,

� áí ç F åßíáé ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ q 6= p, ôüôå Fp(A) = q,

� áí F = ⊥, ôüôå Fp(A) = ⊥,
� (F → G)p(A) = Fp(A) → Gp(A),

� (�F )p(A) = �(Fp(A)).

ÊÜèå ðñüôáóç Fp(A) êáëåßôáé óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò (substitu-
tion instance) ôçò F .

Ïñéóìüò 1.1.10. Áí p1; p2; : : : ; pn åßíáé äéáêñéôÝò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò êáé
F;A1; A2; : : : ; An åßíáé ðñïôÜóåéò, ïñßæïõìå ôçí ôáõôü÷ñïíç áíôéêáôÜóôáóç
Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) áíÜëïãá:

� áí F = pi ãéá 1 6 i 6 n, ôüôå Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) = Ai,

� áí ç F åßíáé ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ q 6= p1; p2; : : : ; pn,
ôüôå Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) = q,

� áí F = ⊥, ôüôå Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) = ⊥,
� (F → G)p(A) = (Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An)) →
Gp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An)),

� �Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) = �(Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An)).

ÐáñáôÞñçóç 1.1.2. H ðñüôáóç Fp(A)q(B) äåí åßíáé áðáñáßôçôá éóïäýíáìç ìå
ôçí Fp;q(A;B): Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù F = p → q, A = q êáé B = r. Ôüôå
Fp(A) = q → r, Fp(A)q(B) = r → r, üìùò Fp;q(A;B) = q → r.

Ðáñ' üë' áõôÜ áí Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç (óõíçèé-
óìÝíç) áíôéêáôÜóôáóç åßíáé êëåéóôü êáé êÜôù áðü ôçí ôáõôü÷ñïíç: ¸óôù üôé
ïé q1; q2; : : : ; qn åßíáé öñÝóêåò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò (äçëáäÞ êáìßá áðü áõôÝò
äåí ôáõôßæåôáé ìå êÜðïéá áðü ôéò p1; p2; : : : ; pn êáé üôé äåí åìöáíßæïíôáé ðïõèåíÜ
óôéò F;A1; A2; : : : ; An). Ôüôå

Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An) = Fp1(q1)p2(q2) : : :pn (qn)q1(A1)q2(A2):::qn(An)

¸ôóé áí êÜðïéï óýíïëï åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç (óõíçèéóìÝíç) áíôéêáôÜóôáóç
èá ðåñéÝ÷åé ôï Fp1(q1)p2(q2) : : :pn (qn)q1(A1)q2(A2) : : :qn (An)
Üñá ôï Fp1;p2;:::;pn(A1; A2; : : : ; An)
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1.2 ÅöôÜ êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò

Ïñéóìüò 1.1.11. Modus ponens åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ôñéÜäåò
ôçò ìïñöÞò ((A → B); A;B). Ãåíßêåõóç (generalization Þ necessitation)
åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá æåýãç ôçò ìïñöÞò (Á;�A).

ÁíôéêáôÜóôáóç åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá æåýãç (F; Fp(A)).

Ïñéóìüò 1.1.12. Ôáõôïëïãßá óå Ýíá óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ëÝãåôáé Ýíá
óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò ìéáò ðñïôáóéáêÞò ôáõôïëïãßáò.

Ïñéóìüò 1.1.13. Åðéìåñéóôéêü áîßùìá (distribution axiom) åßíáé ìéá ðñü-
ôáóç ôçò ìïñöÞò �(A→ B) → (�A→ �B)

Ïñéóìüò 1.1.14. ¸íá óýóôçìá ëÝãåôáé êáíïíéêü (normal) áíí ôï óýíïëï
ôùí ðñïôÜóåþí ôïõ

� ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ôáõôïëïãßåò êáé üëá ôá åðéìåñéóôéêÜ áîéþìáôá êáé

� åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïõò êáíüíåò modus ponens, ãåíßêåõóçò êáé áíôé-
êáôÜóôáóçò.

ÐáñáôÞñçóç 1.1.3. Óýìöùíá ìå ôïí áñ÷éêü ïñéóìü ôïõ Kripke, ôá áîéþìáôá åíüò
êáíïíéêïý óõóôÞìáôïò Ýðñåðå íá ðåñéÝ÷ïõí êáé üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò
�A → A. Ç Ýííïéá Ýãéíå áñãüôåñá ãåíéêüôåñç þóôå íá óõìðåñéëÜâåé êáé Üëëá
\áñêåôÜ êáíïíéêÜ" óõóôÞìáôá, üðùò ôï GL ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå.

1.2 ÅöôÜ êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïíôáé åöôÜ êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá ôçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò.

� Ôï óýíïëï áîéùìÜôùí êÜèå óõóôÞìáôïò ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ôáõôïëïãßåò êáé
üëá ôá åðéìåñéóôéêÜ áîéþìáôá.

� Ôá õðüëïéðá áîéþìáôá êÜèå óõóôÞìáôïò åßíáé:

Óýóôçìá Áîéþìáôá

K (Äåí Ý÷åé Üëëá áîéþìáôá)
K4 �A→ ��A
T �Á→ Á
S4 �Á→ Á, �Á→ ��Á
B �Á→ Á, A→ �3A
S5 �Á→ Á, 3A→ �3A
GL �(�A→ A) → �A

Ôï áîßùìá �(�A→ A) → �A ëÝãåôáé áîßùìá ôïõ L�ob.

� Ïé áðïäåéêôéêïß êáíüíåò åßíáé ï modus ponens êáé ç ãåíßêåõóç.

ÐáñáôÞñçóç 1.2.1. Ïé ðñïôÜóåéò óôïí ðßíáêá åßíáé áîéùìáôéêÜ ó÷Þìáôá äç-
ëáäÞ áîßùìá èåùñåßôáé êÜèå óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò ôïõò.
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1.2 ÅöôÜ êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò

Ïñéóìüò 1.2.1. Ôï óýóôçìá L′ åðåêôåßíåé ôï óýóôçìá L, áíí êÜèå èåþñçìá
ôïõ L åßíáé êáé èåþñçìá ôïõ L′. Ôï L′ ëÝãåôáé åðÝêôáóç ôïõ L. ÓõìâïëéêÜ
L′ ⊇ L êáé L ⊆ L′.

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ðßíáêá ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

GL

⊆

K ⊆K4

⊇ ⊇

S5 ⊇ T ⊆ S4

⊇

B

ÌåôÜ ôï ôÝëïò ôçò ðáñáãñÜöïõ 3.2.1 èá ãßíåé öáíåñü üôé K4⊆ GL, S4⊆S5 êáé
B⊆S5. ¸ôóé ï ðáñáðÜíù ðßíáêáò èá ãßíåé:

K ⊆K4⊆GL

⊇ ⊇

T ⊆ S4

⊇ ⊇

B ⊆ S5

Ðñüôáóç 1.2.1. Ôá åöôÜ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôá åßíáé êáíïíéêÜ.

Áðüäåéîç. ¸óôù L Ýíá áðü ôá ðáñáðÜíù óõóôÞìáôá. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü
1.1.14 ìÝíåé ìüíï íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí áíôéêáôÜóôáóç,
äçëáäÞ üôé êÜèå óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò åíüò èåùñÞìáôïò åßíáé êáé áõôü
èåþñçìá. ¸óôù ìéá áðüäåéîç F 1; : : : ; Fn óôï L. Ôüôå èá äåßîïõìå üôé êáé ç
F 1
p (A); : : : ; Fn

p (A) åßíáé áðüäåéîç.

� Áí ç F i åßíáé áîßùìá ôïõ L, ôüôå êáé ç F i
p(A) åßíáé áîßùìá.

� Áí ç F i åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí F j êáé F l = F j → F i âÜóç ôïõ modus
ponens ôüôå êáé ôï F i

p(A) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí F j
p (A) êáé F l

p(A) =
(F j → F i)p(A) = F j

p (A) → F i
p(A) âÜóç ôïõ modus ponens.

� Áí ç F i = �F j åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôçò F j âÜóç ôçò ãåíßêåõóçò ôüôå êáé
ôï F i

p(A) = (�F j)p(A) = �(F j
p (A)) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôçò F j

p (A) âÜóç
ôçò ãåíßêåõóçò.

ÅðïìÝíùò áí ç Fn Ý÷åé ìéá áðüäåéîç óôï L, ôüôå êáé ôï óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜ-
óôáóÞò ôçò, ç Fn

p (A), Ý÷åé ìéá áðüäåéîç óôï L. a

ÐáñáôÞñçóç 1.2.2. Äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýïõìå ôçí ðñüôáóç A → �A ìå ôïí
êáíüíá ãåíßêåõóçò. Ï êáíüíáò áõôüò ÷ñçóéìåýåé ìüíï óôï íá ðáñÜãåé íÝá èåù-
ñÞìáôá áðü ðáëéÜ. ¸ôóé áí K ` A ôüôå K ` �A êáé Üñá K; A ` �Á åíþ
K 0 A→ �A. Óõíåðþò K; A ` B 6⇒ K ` A → B. ÄçëáäÞ äåí éó÷ýåé ôï
èåþñçìá ôçò ÁðáãùãÞò óôï óýóôçìá K.
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1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

Óôï åîÞò, åêôüò áí äçëùèåß ôï áíôßèåôï, èåùñïýìå üôé ôï L ðáñéóôÜíåé Ýíá êá-
íïíéêü óýóôçìá.
Åðßóçò èá ãñÜöïõìå A↔ B;↔ C êëð. áíôß ãéá (Á↔ Â) ∧ (B ↔ C) êëð.

Ðñüôáóç 1.3.1. ÊÜèå êáíïíéêü óýóôçìá L åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïõò êáíüíåò
ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý (truth-functional consequence).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé B åßíáé ôï óõìðÝñáóìá åíüò êáíüíá ðñïôáóéáêïý ëïãé-
óìïý áðü ôá èåùñÞìáôá A1, . . . , An ôïõ L.

Ôüôå L ` A1 → (· · · → (An → B) : : : ) (ôáõôïëïãßá)
¢ñá L ` B (åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá modus ponens n öïñÝò)

a

Ðñüôáóç 1.3.2. Áí L ` A→ B ôüôå L ` �A→ �B.

Áðüäåéîç.

1. L ` A→ B (õðüèåóç)
2. L ` �(A→ B) (1, ãåíßêåõóç)
3. L ` �(A→ B) → (�A→ �B) (åðéìåñéóôéêü áîßùìá)
4. L ` �A→ �B (2, 3, modus ponens)

a

Ðüñéóìá 1.3.3. Áí L ` A↔ B ôüôå L ` �A↔ �B.

Áðüäåéîç.

1. L ` A↔ B (õðüèåóç)
2. L ` A→ B êáé L ` Â → Á (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. L ` �A→ �B êáé L ` �B → �A (2, ðñüôáóç 1.3.2)
4. L ` �A↔ �B (3, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

Ðñüôáóç 1.3.4. Áí L ` A→ B ôüôå L ` 3A→ 3B.

Áðüäåéîç.

1. L ` A→ B (õðüèåóç)
2. L ` ¬B → ¬A (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. L ` �¬B → �¬A (2, ðñüôáóç 1.3.2)
4. L ` ¬�¬A→ ¬�¬B (3, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
5. L ` 3A→ 3B (ïñéóìüò ôïõ 3)

a

Ðüñéóìá 1.3.5. Áí L ` A↔ B ôüôå L ` 3A↔ 3B.

Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ 1.3.3. a

Ðñüôáóç 1.3.6. L ` �(A ∧B) ↔ �A ∧�B.
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1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

Áðüäåéîç.

1. L ` A ∧B → A êáé ` A ∧B → B (ôáõôïëïãßá)
2. L ` �(A ∧B) → �A êáé L ` �(A ∧B) → �B (1, ðñüôáóç 1.3.2)
3. L ` �(A ∧B) → �A ∧�B (2, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
4. L ` A→ (B → (A ∧B)) (ôáõôïëïãßá)
5. L ` �A→ �(B → (A ∧B)) (4, ðñüôáóç 1.3.2)
6. L ` �(B → (A ∧B)) → (�B → �(A ∧B)) (åðéìåñéóôéêü áîßùìá)
7. L ` �A→ (�B → �(A ∧B)) (5, 6, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
8. L ` �A ∧�B → �(A ∧B) (7, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
9. L ` �A ∧�B ↔ �(A ∧B) (3, 8, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

Ðüñéóìá 1.3.7. L ` �(A1 ∧ · · · ∧An) ↔ �A1 ∧ · · · ∧�An.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï n, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñüôáóç 1.3.6. a

Ðñüôáóç 1.3.8. L ` 3(A ∨B) ↔ 3A ∨3B.

Áðüäåéîç.

1. L ` �(¬A ∧ ¬B) ↔ �¬A ∧�¬B (ðñüôáóç 1.3.6)
2. L ` ¬�(¬A ∧ ¬B) ↔ ¬(�¬A ∧�¬B) (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. L ` ¬�¬(A ∨B) ↔ ¬�¬A ∨�¬B (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
4. L ` 3(A ∨B) ↔ 3A ∨3B (ïñéóìüò ôïõ 3)

a

Ðüñéóìá 1.3.9. L ` 3(A1 ∨ · · · ∨An) ↔ 3A1 ∨ · · · ∨3An.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï n, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñüôáóç 1.3.8. a

Èåþñçìá 1.3.10. Ôï ðñþôï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò. Ãéá êÜèå ðñüôáóç
F, áí L ` A↔ B, ôüôå L ` Fp(A) ↔ Fp(B).

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ F .

� Áí F = ⊥, ôï æçôïýìåíï åßíáé L ` ⊥ = ⊥ ðïõ éó÷ýåé.

� Áí F = q, ìå q 6= p, ôï æçôïýìåíï åßíáé L ` q → q ðïõ éó÷ýåé.

� Áí F = p, ôï æçôïýìåíï åßíáé L ` A→ B ðïõ éó÷ýåé.

� Áí F = G → H ôï æçôïýìåíï åßíáé L ` (G → H)p(A) ↔ (G → H)p(B),
äçëáäÞ áðü ôïí ïñéóìü ôçò áíôéêáôÜóôáóçò L ` (Gp(A) → Hp(A)) ↔
(Gp(B) → Hp(B)). Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç äßíåé L ` Gp(B) → Gp(A) êáé
L ` Çp(Á) → Çp(Â) êáé Üñá ìå ðñïôáóéáêü ëïãéóìü Ý÷ïõìå ôçí ïñèÞ öïñÜ
ôçò éóïäõíáìßáò. Ðáñüìïéá ìðïñåß íá äåé÷èåß êáé ç áíôßóôñïöç.

� Áí ç F = �G ôï æçôïýìåíï åßíáé L ` (�G)p(A) ↔ (�G)p(B), äçëáäÞ áðü
ôïí ïñéóìü ôçò áíôéêáôÜóôáóçò L ` �(Gp(A)) ↔ �(Gp(B). Ç åðáãùãéêÞ
õðüèåóç åßíáé L ` Gp(A) ↔ Gp(B) êáé ãåíéêåýïíôáò Ý÷ïõìå ôï áðïôÝëå-
óìá. a

Ðñüôáóç 1.3.11. L ` �(A ∨B) → 3A ∨�B.
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1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñþôï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò, ôïí ïñéóìü
ôïõ 3 êáé íüìïõò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:
L ` �(A ∨B) → �(¬A→ B);→ (�¬A→ �B);→ (¬3A→ �B);
→ (3A ∨�B). a

Ðñüôáóç 1.3.12. L ` �A ∧3B → 3(A ∧B).

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéþíôáò îáíÜ ôï ðñþôï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò, ôïí ïñé-
óìü ôïõ 3 êáé íüìïõò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ:
L ` �A ∧3B → �A ∧ ¬�¬B;→ ¬(�A→ �¬B);→ ¬�(A→ ¬B);
→ 3¬(A→ ¬B);→ 3(A ∧B). a

Óôï åîÞò èá áíáöåñüìáóôå óôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ðáñáðÜíù ðñïôÜóåùí ùò
êáíïíéêüôçôá.

Ðñüôáóç 1.3.13. GL ` �A→ ��A, äçëáäÞ ôï GL åðåêôåßíåé ôï K4.

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñþôï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò êáé èÝôïíôáò
B = A ∧�A Ý÷ïõìå

1. GL ` A ∧�A ∧��A→ A ∧�A (ôáõôïëïãßá)
2. GL ` A→ (�A ∧��A→ A ∧�A) (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. GL ` Á→ (�(A ∧�A) → (A ∧�A)) (2, êáíïíéêüôçôá)
4. GL ` Á→ (�B → B) (3, ïñéóìüò ôïõ B)
5. GL ` �Á→ �(�B → B) (4, êáíïíéêüôçôá)
6. GL ` �(�B → B) → �Â (5, áîßùìá ôïõ L�ob)
7. GL ` �A→ �B (5, 6, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
8. GL ` �A→ �(A ∧�A) (7, ïñéóìüò ôïõ B)
9. GL ` �A→ �A ∧��A (8, êáíïíéêüôçôá)
10. GL ` �A→ ��A (9, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

ÐáñáôÞñçóç 1.3.1. Ç ðñüôáóç 1.3.13 Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá üôé ôï GL åðåêôåßíåé
ôï K4 êáé óõíåðþò áí K4 ` A ôüôå GL ` A.

Ðñüôáóç 1.3.14. GL ` �(�A→ A) ↔ �A.

Áðüäåéîç.

1. GL ` �(�A→ A) → �A (áîßùìá ôïõ L�ob)
2. GL ` A→ (�A→ A) (ôáõôïëïãßá)
3. GL ` �A→ �(�A→ A) (2, êáíïíéêüôçôá)
4. GL ` �(�A→ A) ↔ �A (1, 3, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

Ðñüôáóç 1.3.15. GL ` �(�A ∧A) ↔ �A.

Áðüäåéîç.

1. GL ` �A→ ��A (áîßùìá ôïõ K4)
2. GL ` ��A ∧�A↔ �A (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. GL ` �(�A ∧A) ↔ A (2, êáíïíéêüôçôá)

a
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1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

Ïñéóìüò 1.3.1. Ãéá êÜèå ðñüôáóç A ïñßæïõìå ôçí �A
ïñ= A ∧�A.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò Ý÷åé íüçìá, áöïý, üðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, ç ðñü-
ôáóç �A→ A äåí åßíáé åí ãÝíåé èåþñçìá ôïõ K, K4 Þ ôïõ GL.

Ðñüôáóç 1.3.16. K4 ` � �A↔ ��A;↔ �A.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ôïõ K4 Ý÷ïõìå:
� �A

ïñ= �(A ∧�A) ↔ �Á ∧��A
ïñ= ��A.

êáé áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.15, GL ` � �A↔ �A
a

Ðñüôáóç 1.3.17. K4 ` �A↔ � �A.

Áðüäåéîç.

1. K4 ` � �A
ïñ= �A ∧� �A

ïñ= A ∧�A ∧�(A ∧�A)
↔ A ∧�A ∧�A ∧��A;↔ A ∧�A ∧��A (ïñéóìüò ôïõ �, ôáõôïëïãßåò)
2. K4 ` A ∧�A ∧��A→ A ∧�A (ôáõôïëïãßá)
3. K4 ` �A→ ��A (áîßùìá ôïõ K4)
4. K4 ` A ∧�A→ A ∧�A ∧��A (3, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
5. K4 ` �A↔ � �A (1, 2, 3, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

Ðñüôáóç 1.3.18. Áí ôï L åðåêôåßíåé ôï K4 (üðùò ôï GL) êáé L ` �A → B,
ôüôå L ` �A→ �B êáé L ` �A→ �B.

Áðüäåéîç.

1. L ` �A→ B (õðüèåóç)
2. L ` � �A→ �B (1, êáíïíéêüôçôá)
3. L ` �A→ �B (2, ðñüôáóç 1.3.16)
4. L ` �A

ïñ= A ∧�A→ �A (ôáõôïëïãßá)
5. L ` �A→ �B (3, 4, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
6. L ` �A→ Â ∧�B (1, 5, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
7. L ` �A→ �B (ïñéóìüò ôïõ �)

a

Èåþñçìá 1.3.19. Ôï äåýôåñï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò.
K4 ` �(A↔ B) → (Fp(A) ↔ Fp(B)).

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ F , ôõðïðïéþíôáò óôï K4 ôçí
áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò áíôéêáôÜóôáóçò 1.3.10.

� Áí F = ⊥, áñêåß K4 ` �(A↔ B) → (⊥ → ⊥) ðïõ éó÷ýåé ùò ôáõôïëïãßá.

� Áí F = q, ìå q 6= p, áñêåß K4 ` �(A ↔ B) → (q → q) ðïõ éó÷ýåé ùò
ôáõôïëïãßá.

� Áí F = p, áñêåß K4 ` �(A↔ B) → (p→ p) ðïõ éó÷ýåé ùò ôáõôïëïãßá.
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1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

� Áí F = G→ H áñêåß K4 ` �(A↔ B) → ((Fp(a) → Fp(B)), äçëáäÞ áðü
ôïí ïñéóìü ôçò áíôéêáôÜóôáóçò K4 ` �(A↔ B) → ((Gp(A) → Hp(A)) ↔
(Gp(B) → Hp(B))). Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç äßíåé K4 ` �(A ↔ B) →
(Gp(B) → Gp(A)) êáé K4 ` �(A ↔ B) → (Çp(Á) → Çp(Â)) êáé Üñá ìå
ðñïôáóéáêü ëïãéóìü Ý÷ïõìå üôé K4 ` �(A↔ B) → ((Gp(A) → Hp(A)) →
(Gp(B) → Hp(B))). Ðáñüìïéá ìðïñåß íá äåé÷èåß êáé ç áíôßóôñïöç öïñÜ.

� Áí ç F = �G ôï æçôïýìåíï åßíáé K4 ` �(A ↔ B) → ((�G)p(A) ↔
(�G)p(B)), äçëáäÞ áðü ôïí ïñéóìü ôçò áíôéêáôÜóôáóçò K4 ` �(A ↔
B) → (�(Gp(A)) ↔ �(Gp(B)). Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç åßíáé K4 ` �(A↔
B) → (Gp(A) ↔ Gp(B)). Ôüôå áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ôïõ K4 Ý÷ïõìå
K4 ` � � (A↔ B) → (�(Gp(A)) ↔ �(Gp(B))). Áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.16
üìùò, Ý÷ïõìå üôé K4 ` �(A ↔ B) → � � (A ↔ B) êáé Ýôóé Ý÷ïõìå ôï
æçôïýìåíï. a

Ðüñéóìá 1.3.20. K4 ` �(A↔ B) → �(Fp(A) ↔ Fp(B)) êáé
K4 ` �(A↔ B) → �(Fp(A) ↔ Fp(B)).

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï äåýôåñï èåþñçìá áíôéêáôÜóôáóçò êáé ôçí ðñüôáóç
1.3.18. a

Ðñüôáóç 1.3.21. GL ` �⊥ ↔ �3p.

Áðüäåéîç.

1. GL ` ⊥ → 3p (ôáõôïëïãßá)
2. GL ` �⊥ → �3p (1, êáíïíéêüôçôá)
3. GL ` ⊥ → ¬p (ôáõôïëïãßá)
4. GL ` �⊥ → �¬p (3, êáíïíéêüôçôá)
5. GL ` ¬�¬p→ ¬�⊥ (4, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
6. GL ` 3p→ (�⊥ → ⊥) (5, ïñéóìïß ôùí 3, ¬)
7. GL ` �3p→ �(�⊥ → ⊥) (6, êáíïíéêüôçôá)
8. GL ` �(�⊥ → ⊥) → �⊥ (áîßùìá ôïõ L�ob)
9. GL ` �3p→ �⊥ (7, 8, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
10. GL ` �⊥ ↔ �3p (2, 9, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

a

Ðñüôáóç 1.3.22. GL 0 �p→ p

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ, ãéá ôïõò óêïðïýò ôçò áðüäåéîçò, ãéá êÜèå A
ôçí A∗: ⊥∗ = ⊥, ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, p∗ = p, (A→ B)∗ = A∗→
B∗ êáé (�A)∗ = >. Èá äåßîïõìå üôé áí GL ` A ôüôå ç A∗ åßíáé ôáõôïëïãßá.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé ôáõôïëïãßá ôüôå ôáõôïëïãßá åßíáé êáé ç A∗.

� Áí ç A åßíáé åðéìåñéóôéêü áîßùìá ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò �(B → C) →
(�B → �C) êáé A∗ = > → (> → >) ðïõ åßíáé ôáõôïëïãßá.

� Áí ç A åßíáé ôï áîßùìá ôïõ L�ob ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò �(�B → B) → �B
êáé A∗ = > → > ðïõ åßíáé ôáõôïëïãßá.

10



1.3 ÔõðéêÜ èåùñÞìáôá

� Ãéá ôïí êáíüíá modus ponens Ý÷ïõìå üôé áí ïé B∗ êáé (B → A)∗ åßíáé
ôáõôïëïãßåò ôüôå êáé ç A∗ åßíáé ôáõôïëïãßá.

� Ãéá ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò Ý÷ïõìå üôé áí ç B∗ åßíáé ôáõôïëïãßá ôüôå
êáé ç (�B)∗ = > åßíáé ôáõôïëïãßá.

Äåßîáìå üôé áí GL ` A ôüôå ç A∗ åßíáé ôáõôïëïãßá, Üñá áí ç �p→ p Þôáí èåþ-
ñçìá ôïõ GL ôüôå ç (�p → p)∗ = > → p èá Þôáí ôáõôïëïãßá êáé êáôáëÞãïõìå
óå áíôßöáóç. ¸ôóé ç �p → p äåí åßíáé èåþñçìá ôïõ GL (êáé Üñá ïýôå êÜðïéïõ
áðü ôá K4, K). a

Ðñüôáóç 1.3.23. S5 0 �(�p→ p) → �p

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ãéá êÜèå A ôçí A∗: ⊥∗ = ⊥, ãéá êÜèå ðñï-
ôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, p∗ = p, (A → B)∗ = A∗ → B∗ êáé (�A)∗ = A∗. Èá
äåßîïõìå üôé áí S5 ` A ôüôå ç A∗ åßíáé ôáõôïëïãßá.

� Áí ç A åßíáé ôáõôïëïãßá, åðéìåñéóôéêü áîßùìá êáé ãéá ôïí êáíüíá modus
ponens ðñï÷ùñïýìå üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò.

� Áí ç A åßíáé áîßùìá ôïõ ðñþôïõ ó÷Þìáôïò ôïõ S5 ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò
�B → B êáé A∗ = B → B ðïõ åßíáé ôáõôïëïãßá.

� Áí ç A åßíáé áîßùìá ôïõ äåýôåñïõ ó÷Þìáôïò ôïõ S5 ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò
3B → �3B = ¬�¬B → �¬�¬B êáé A∗ = ¬¬B → ¬¬B ðïõ åßíáé
ôáõôïëïãßá.

� Ãéá ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò Ý÷ïõìå üôé áí ç B∗ åßíáé ôáõôïëïãßá ôüôå
êáé ç (�B)∗ = B åßíáé ôáõôïëïãßá.

Äåßîáìå üôé áí S5 ` A ôüôå ç A∗ åßíáé ôáõôïëïãßá, Üñá áí ç �(�p → p) → �p
Þôáí èåþñçìá ôïõ S5 ôüôå ç (�(�p → p) → �p)∗ = (Á → A) → A èá Þôáí
ôáõôïëïãßá êáé êáôáëÞãïõìå óå áíôßöáóç. ¸ôóé ç �(�p → p) → �p äåí åßíáé
èåþñçìá ôïõ S5 (êáé Üñá ïýôå êÜðïéïõ áðü ôá T, S4, B). a

Ðüñéóìá 1.3.24. Ôá åöôÜ óõóôÞìáôá ðïõ ïñßóôçêáí óôçí ðáñÜãñáöï 1.2 åßíáé
óõíåðÞ äçëáäÞ äåí áðïäåéêíýïõí ôïí ⊥.

Áðüäåéîç. ¸óôù (ðñïò Üôïðï) üôé L åßíáé Ýíá áðü ôá åöôÜ óõóôÞìáôá êáé äåí
åßíáé óõíåðÝò. ¢ñá åßíáé áíôéöáôéêü äçëáäÞ L ` ⊥. ¼ìùò åßíáé ôáõôïëïãßá
ãéá êÜèå ðñüôáóç A üôé ⊥ → A. ¸ôóé L ` A, äçëáäÞ ôï L áðïäåéêíýåé üëåò
ôéò ðñïôÜóåéò. ¼ìùò, üðùò åßäáìå óôá ðáñáðÜíù èåùñÞìáôá, ãéá êÜèå óýóôçìá
õðÜñ÷åé ìéá ðñüôáóç ðïõ äåí áðïäåéêíýåé êáé öôÜóáìå óå áíôßöáóç. ¸ôóé ôá
åöôÜ óõóôÞìáôá åßíáé óõíåðÞ. a

ÐáñáôÞñçóç 1.3.2. Ôá êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá GL êáé T åßíáé óõíåðÞ, üìùò áðü
ôéò ðñïôÜóåéò 1.3.22 êáé 1.3.23 äåí õðÜñ÷åé óõíåðÝò êáíïíéêü óýóôçìá ðïõ íá
åðåêôåßíåé êáé ôá äýï.
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2. Ôï êáôçãüñçìá Bew(x) êáé
ïé éäéüôçôÝò ôïõ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðåñéãñÜøïõìå ôéò áðïäåßîåéò ðÝíôå âáóéêþí èåùñçìÜôùí
ðïõ áöïñïýí ôï Bew(x), ôï êáôçãüñçìá ðïõ åêöñÜæåé ôçí áðïäåéîéìüôçôá óôçí
PA, êáé èá áñ÷ßóïõìå íá äéåñåõíïýìå áí ôï � ôïõ óõóôÞìáôïò GL åêöñÜæåé áõôü
ôï êáôçãüñçìá.

2.1 Ç áñéèìçôéêÞ Peano

Èåùñïýìå ôçí ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò èåùñßáò áñéèìþí, ç ïðïßá Ý÷åé:

� áñéèìÞóéìï ðëÞèïò ìåôáâëçôþí õ0, õ1, . . . ,

� ôá ëïãéêÜ óýìâïëá: ôo ìçäåíïèÝóéï óýíäåóìï ⊥, ôï äéèÝóéï óýíäåóìï →,
ôïí êáèïëéêü ðïóïäåßêôç ∀, ôçí éóüôçôá = êáé ôéò ðáñåíèÝóåéò (, ) (ïé
õðüëïéðïé óýíäåóìïé ïñßæïíôáé ìÝóù áõôþí ùò óõíÞèùò) êáé

� ôá ìç ëïãéêÜ óýìâïëá: ôçí áôïìéêÞ óôáèåñÜ 0, ôï ìïíïèÝóéï óõíáñôç-
óéáêü óýìâïëï s (ðïõ äçëþíåé ôç óõíÜñôçóç ôïõ åðïìÝíïõ) êáé ôá äéèÝóéá
óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá + êáé · (ôá < êáé 6 ïñßæïíôáé üðùò óõíÞèùò).

Ïé üñïé, ôýðïé, áôïìéêïß ôýðïé, êëåéóôïß üñïé, åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, ðñïôÜ-
óåéò (Þ êëåéóôïß ôýðïé) ïñßæïíôáé üðùò óõíÞèùò.

Ç áñéèìçôéêÞ ôïõ Peano, ðïõ óõìâïëßæïõìå PA, åßíáé ìéá áîéùìáôéêïðïßçóç
ôçò èåùñßáò áñéèìþí. ¸÷åé áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò ôïí modus ponens êáé ôçí
ãåíßêåõóç (áí F ôüôå ∀õF ), Ýíá óýíïëï ëïãéêþí áîéùìÜôùí ãéá ôçí ðñùôïâÜèìéá
ëïãéêÞ, ôá ðáñáêÜôù ìç-ëïãéêÜ áîéþìáôá (õðïèÝôïíôáò üôé ç x åßíáé ç õ0 êáé y
åßíáé ç õ1):

(1) 0 6= sx

(2) sx = sy → x = y

(3) x+ 0 = x

(4) x+ sy = s(x+ y)
(5) x · 0 = 0
(6) x · sy = (x · y) + x
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2.1 Ç áñéèìçôéêÞ Peano

êáé ôï áîéùìáôéêü ó÷Þìá ôçò åðáãùãÞò

(∀x(x = 0 → F ) ∧ ∀y[∀x(x = y → F ) → ∀x(x = sy → F )]) → F; ìå x 6= y

¹ éóïäýíáìá, áí ïñßóïõìå ôï rx(t) ùò ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôçò
ìåôáâëçôÞò x áðü ôïí üñï óôïí üñï r:

Fx(0) → (∀x(F → Fx(sx)) → F )

Ïñéóìüò 2.1.1. ¸íá áîéùìáôéêü óýóôçìá èá ëÝãåôáé óõíåðÝò (consistent)
áíí äåí áðïäåéêíýåé ôïí ⊥. Ìéá ðñüôáóç ëÝãåôáé áëçèÞò áíí åßíáé áëçèÞò óôï
ðñïôéèÝìåíï ìïíôÝëï, áðïäåßîéìç (proovable) áíí õðÜñ÷åé áðüäåéîç óôï óý-
óôçìá, óõíåðÞò (consistent) áíí ìå ôçí ðñïóèÞêç ôçò ùò áîßùìá ôï óýóôçìá
åßíáé óõíåðÝò, áíáôñÝøéìç (disproovable, refutable) áíí áðïäåéêíýåôáé ç Üñ-
íçóÞ ôçò êáé áðïêñßóéìç (decidable) áíí åßíáé åßôå áðïäåßîéìç åßôå áíáôñÝøéìç.
Óôï åîÞò, áí äåí äéåõêñéíßæåôáé, ïé ðáñáðÜíù üñïé èá áíáöÝñïíôáé óôçí PA.

ÊÜèå êëåéóôüò üñïò õðïäçëþíåé (denotes) Ýíáí ìïíáäéêü öõóéêü áñéèìü.
Ôï øçößï (noumeral) i åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò åöáñìïãÞò i öïñÝò ôïõ óõì-
âüëïõ s ðñéí áðü ôï 0. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï 4 åßíáé ôï ssss0 êáé ôï 0 åßíáé ôï 0.
Ôï i õðïäçëþíåé ôïí öõóéêü i.

Ç PA ìðïñåß íá åêöñÜóåé ðéï ðïëýðëïêåò óõíáñôÞóåéò ìÝóù ôùí øåõäïüñùí:

Ïñéóìüò 2.1.2. ¸íáò ôýðïò F (x1; : : : ; xn; y) ôçò ãëþóóáò ôçò áñéèìçôéêÞò ëÝ-
ãåôáé øåõäïüñïò (pterm) (ùò ðñïò ôçí y) áíí PA ` ∃!yF (x1; : : : ; xn; y). ÃñÜ-
öïõìå f(x1; : : : ; xn) óôç èÝóç ôïõ F (x1; : : : ; xn; y) êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâï-
ëéóìü A(f(x1; : : : ; xn)) ãéá íá äçëþóïõìå ôïí ôýðï ∃y(F (x1; : : : ; xn; y)∧A(y)) Þ
ôïí éóïäýíáìü ôïõ ∀y(F (x1; : : : ; xn; y) → A(y)) (áöïý PA ` ∃!yF (x1; : : : ; xn; y)).

Ïñéóìüò 2.1.3. ¸íáò ôýðïò ëÝãåôáé áõóôçñÜ Ó1 áíí åßíáé ìÝëïò ôçò ðáñáãü-
ìåíçò êëÜóçò áðü ôïõò ôýðïõò ôçò ìïñöÞò u = v, 0 = u, s = v, u + v = w,
u · v = w êáé ôïõò óõíäÝóìïõò ∧, ∨, ∃, (Üñá êáé áðü ôïí ∃<), ∀<, áëëÜ ü÷é ôïí
∀. ËÝãåôáé äå Ó1 áí åßíáé (áðïäåßîéìá) éóïäýíáìïò ìå Ýíáí áõóôçñÜ Ó1 ôýðï.

Óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ïé x < y, x 6= y (ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí x <
y ∨ y < x) åßíáé Ó1, êáé Ýôóé ç Üñíçóç êÜèå áôïìéêïý (ìüíï) ôýðïõ åßíáé Ó1.
Áêüìá ç êëÜóç Ó1 åßíáé êëåéóôÞ êáé ùò ðñïò ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìåôáâëçôþí
áðü êëåéóôïýò üñïõò.

Ïñéóìüò 2.1.4. ¸íáò ôýðïò A ëÝãåôáé Ä1 áíí ïé ôýðïé A êáé ¬A åßíáé Ó1.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò äßíåé üôé ïé áôïìéêïß ôýðïé êáé ïé ôýðïé ôçò ìïñöÞò t < t′

åßíáé Ä1 ôýðïé êáé üôé ç êëÜóç Ä1 åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôïõò óõíäÝóìïõò ¬ ∧,
∨, ∃<, ∀< êáé ùò ðñïò ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìåôáâëçôþí áðü êëåéóôïýò üñïõò.

ÐáñáôÞñçóç 2.1.1. Áí ï ôýðïò F (x1; : : : ; xn; y) åßíáé Ó1 øåõäïüñïò ôüôå åßíáé êáé
Ä1. Áõôü éó÷ýåé ãéáôß, áöïý PA ` ∃!yF (x1; : : : ; xn; y), ï ôýðïò ¬F (x1; : : : ; xn; y)
åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí Ó1 ôýðï ∃z(F (x1; : : : ; xn; z) ∧ z 6= y) êáé Üñá åßíáé Ó1.

Ðñüôáóç 2.1.1. Áí ç áëçèÞò ðñüôáóç S åßíáé Ó1, ôüôå PA ` S.
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2.1 Ç áñéèìçôéêÞ Peano

Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé PA ` S ãéá êÜèå áëçèÞ áõóôçñÜ Ó1 ðñü-
ôáóç S, ãéáôß áí ç S åßíáé Ó1 ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áõóôçñÜ Ó1 ðñüôáóç T éóïäýíáìç
ìå ôçí S, äçëáäÞ èá éó÷ýåé PA ` S ↔ T . ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá modus
ponens Ý÷ïõìå üôé PA ` Ô. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá
ôçò S.

� Áí ç S åßíáé áôïìéêüò ôýðïò. Ï S äåí ìðïñåß íá åßíáé ï ⊥ ãéáôß äåí åßíáé
áëçèÞò. ¢ñá ï S åßíáé ôçò ìïñöÞò t = t′ êáé ïé t êáé t′ åßíáé êëåéóôïß. ¸óôù
üôé ïé t êáé t′ õðïäçëþíïõí ôïõò i êáé i′. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá
ôïõ êëåéóôïý üñïõ t ðñïêýðôåé üôé áí ï t õðïäçëþíåé ôïí öõóéêü i ôüôå
PA ` t = i. ¸ôóé PA ` t = i êáé PA ` t′ = i′. Áöïý ï t = t′ åßíáé áëÞèÞò,
ôüôå i = i′ êáé Üñá i = i′. ¸ôóé PA ` t = i ∧ t′ = i, äçëáäÞ PA ` t = t′.

� Áí ç S åßíáé ôçò ìïñöÞò S1 ∧ S2, ôüôå áöïý åßíáé áëçèÞò ðñÝðåé êáé ïé S1

êáé S2 íá åßíáé áëçèåßò. ¸ôóé, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` S1 êáé
PA ` S2 êáé Üñá PA ` S1 ∧ S2.

� Áí ç S åßíáé ôçò ìïñöÞò S1 ∨ S2, ôüôå áöïý åßíáé áëçèÞò ðñÝðåé ï S1 Þ ï
S2 íá åßíáé áëçèÞò. ¸ôóé, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` S1 Þ PA ` S2

êáé óå êÜèå ðåñßðôùóç éó÷ýåé PA ` S1 ∨ S2.

� Áí ç S åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xF ôüôå F (i), ôüôå áöïý åßíáé áëçèÞò ðñÝðåé ç
F (i) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéï i, ãéáôß ðñÝðåé íá áëçèåýåé óôï ðñïôéèÝìåíï
ìïíôÝëï. ¸ôóé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` ∃xF .

� Áí ç S åßíáé ôçò ìïñöÞò (∀x < i)F , ôüôå áöïý åßíáé áëçèÞò ðñÝðåé ç F (j) íá
åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå j < i. ¸ôóé, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` F (j)
ãéá êÜèå j < i. Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé PA ` F (0); : : : ;PA ` F (i − 1),
Üñá PA ` F (0) ∧ · · · ∧ F (i − 1), äçëáäÞ PA ` (∀x < i)F . a

Ðñüôáóç 2.1.2. ¸óôù F (x1; : : : ; xn) Ýíáò Ä1 ôýðïò. Ôüôå PA ` F (i1; : : : ; in)
Þ PA ` ¬F (i1; : : : ; in), äçëáäÞ ôá óôéãìéüôõðá áíôéêáôÜóôáóçò ôùí Ä1 ôýðùí
åßíáé áðïêñßóéìá.

Áðüäåéîç. Áöïý ï F (x1; : : : ; xn) åßíáé Ä1 ôüôå ïé ðñïôÜóåéò F (i1; : : : ; in) êáé
¬F (i1; : : : ; in) åßíáé Ó1. ¼ìùò ìéá áðü áõôÝò åßíáé áëçèÞò êáé Üñá, áðü ôï
èåþñçìá 2.1.1, áðïäåßîéìç. a

Ç PA áðïäåéêíýåé ôéò óõíÞèåéò éäéüôçôåò ôùí öõóéêþí áñéèìþí, üðùò ôéò éäéü-
ôçôåò ôùí ðñÜîåùí êáé ôçí áñ÷Þ åëá÷ßóôïõ. Ùò óõíÞèùò ïñßæïõìå ôï Ó1 ôýðï
d|x (äéáéñåß), ôïõò Ó1 øåõäïüñïõò Rm(x; d; r) (õðüëïéðï) êáé Monus(x; y; z) (Þ
x−y)(ìåßïí), ôïõò Ä1 ôýðïõò Prime(x) (ðñþôïò) êáé RelativelyPrime(a; b) (ðñþ-
ôïé ìåôáîý ôïõò), ôïõò Ó1 øåõäïüñïõò lcm (åëÜ÷éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï), Max
(ìÝãéóôï) ê.ï.ê. Ç PA áðïäåéêíýåé ôï êéíÝæéêï èåþñçìá õðïëïßðùí êáé ôá ó÷å-
ôéêÜ èåùñÞìáôá ìå ôïí Ó1 øåõäïüñï Beta(a; b; i; r), ðïõ åêöñÜæåé ôç â-óõíÜñôçóç
ôïõ G�odel. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá áðü
ôéò óõíÞèåéò êùäéêïðïéÞóåéò G�odel Ýôóé þóôå íá ìåôáöÝñïõìå åêöñÜóåéò ôçò ìå-
ôáãëþóóáò ìÝóá óôçí PA êáé íá ôçí áíáãêÜóïõìå íá áðïäåßîåé ðñïôÜóåéò ðïõ
áíáöÝñïíôáé óôïí åáõôü ôçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá:
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

- Ï Ä1 ôýðïò FinSeq(s) åêöñÜæåé üôé s åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò ðåðåñáóìÝ-
íçò áêïëïõèßáò.

- Ï Ó1 øåõäïüñïò lh(s) åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå áñéèìü
G�odel ìéáò ðåðåñáóìÝíçò áêïëïõèßáò ôï ìÞêïò ôçò.

- Ï Ó1 øåõäïüñïò num(x) åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå i
ôïí áñéèìü G�odel ôïõ øçößïõ ôïõ.

- Ï Ó1 øåõäïüñïò var(x) åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå i ôïí
áñéèìü G�odel ôçò i-ïóôÞò ìåôáâëçôÞò.

- Ï Ó1 øåõäïüñïò sub(t; i; x) åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ôçò áíôéêáôÜóôáóçò
ôçò i-ïóôÞò ìåôáâëçôÞò óôïí ôýðï ôïõ Ý÷åé ôéìÞ x áðü ôïí üñï ðïõ Ý÷åé
ôéìÞ t.

- Ï Ó1 øåõäïüñïò su(x; y; z) = sub(num(x); var(y); z) åêöñÜæåé ôç óõíÜñ-
ôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå i,j,k ôïí áñéèìü G�odel ôïõ áðïôåëÝóìáôïò Fvj (i)
ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôçò j-ïóôÞò ìåôáâëçôÞò ìå ôï i óôïí ôýðï ìå áñéèìü
G�odel k. Ãéá ðáñÜäåéãìá PA ` su(1;2; pv2 + v7 = v3q) = p1 + v7 = v3q.

- Ï Formula(x) åêöñÜæåé üôé ï x åßíáé áñéèìüò G�odel åíüò ôýðïõ.

- Ï ModusPonens(x; y; z) åêöñÜæåé üôé ï z åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò ðñüôá-
óçò ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìå ôïí êáíüíá modus ponens áðü ôéò ðñïôÜóåéò
ìå áñéèìïýò G�odel x êáé y. ÔÝëïò

- Ï Ä1 ôýðïò Pf(y; x) åêöñÜæåé üôé y åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò ðåðåñáóìÝíçò
áêïëïõèßáò ðñïôÜóåùí êáé x åßíáé áñéèìüò G�odel ôçò ôåëåõôáßáò ðñüôáóçò
ôçò áêïëïõèßáò.

Ïñéóìüò 2.1.5. Ìå pSq óõìâïëßæïõìå ôï øçößï ôïõ áñéèìïý G�odel ôçò ðñüôá-
óçò S.

ÐáñÜäåéãìá 2.1.1. Ç åéêáóßá ôïõ Goldbach ìðïñåß íá åêöñáóôåß óôçí PA ùò ç
åîÞò ðñüôáóç G:

(∀n > 1)(∃p < 2n)(∃q < 2n)[Prime(p) ∧ Prime(q) ∧ 2 · n = p+ q]

êáé Ýôóé ç ¬G åßíáé Ó1. ¸óôù üôé ç G åßíáé øåõäÞò. Ôüôå áöïý ç ¬G åßíáé Ó1

êáé áëçèÞò ôï Èåþñçìá 2.1.1 äßíåé üôé PA ` ¬G, äçëáäÞ ç G åßíáé áíáôñÝøéìç êáé
Üñá áðïêñßóéìç. Ôï ðåñßåñãï óõìðÝñáóìá ðïõ ìðïñåß íá âãåé áðü ôïí ðáñáðÜíù
óõëëïãéóìü åßíáé üôé áí ç G äåí åßíáé áðïêñßóéìç ôüôå åßíáé áëçèÞò!

2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

Ïñéóìüò 2.2.1. Ïñßæïõìå ùò Bew(x) (áðü ôç ãåñìáíéêÞ ëÝîç beweisbar) ôïí
ôýðï ∃xPf(y; x). Ï ôýðïò áõôüò åêöñÜæåé üôé ï x åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò
áðïäåßîéìçò ðñüôáóçò.

Ïñéóìüò 2.2.2. ¸óôù üôé ï ôýðïò F Ý÷åé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôéò vk1 ; : : : ; vkm ,
ìå k1 < · · · < km. Ïñßæïõìå ôïí ôýðï

Bew[F ] = Bew(su(vkm ;km; : : : ; su(vk2 ;k2; su(vk1 ;k1; pFq)) : : : )):
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

ÐáñáôÞñçóç 2.2.1. Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ïäçãåß óôá åîÞò óõìðåñÜóìáôá:

� Ï Bew[F ] Ý÷åé ôéò ßäéåò åëåýèåñÝò ìåôáâëçôÝò ìå ôïí F .

� Ï Bew[F ] åßíáé áëçèÞò ãéá ôïõò áñéèìïýò i1; : : : ; im áí êáé ìüíï áí PA `
Fvk1 (i1) : : :vkm (im).

� Áí ï F äåí Ý÷åé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, åßíáé äçëáäÞ ðñüôáóç, ôüôå ï Bew[F ]
ôáõôßæåôáé ìå ôïí Bew(pFq).

¢ìåóç óõíÝðåéá ôùí ðéï ðÜíù ïñéóìþí åßíáé ç åðüìåíç

Ðñüôáóç 2.2.1. Ï ôýðïò Bew(x) åßíáé Ó1 Üñá, áí S åßíáé ìéá ðñüôáóç, ï ôýðïò
Bew(pSq) åßíáé Ó1. a

Ðñüôáóç 2.2.2. Ãéá êÜèå ðñüôáóç S,

áí PA ` S; ôüôå PA ` Bew(pSq): (i)

Áðüäåéîç. Ç ðñüôáóç Bew(pSq) åßíáé Ó1 áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç êáé
åßíáé áëçèÞò, áöïý PA ` S. ¸ôóé áðü ôï Èåþñçìá 2.1.1, PA ` Bew(pSq). a

Ðñüôáóç 2.2.3. Ãéá üëåò ôéò ðñïôÜóåéò S, T ,

PA ` Bew(pS → Tq) → (Bew(pSq) → Bew(pTq)): (ii)

Áðüäåéîç. Ìðïñïýìå íá ôõðïðïéÞóïõìå óôçí PA ôï ðáñáêÜôù åðé÷åßñçìá: Ç
ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áí åíþóïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôá-
óçò S → T , ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò S êáé ôçí ðñüôáóç T åßíáé áðüäåéîç ôçò
ðñüôáóçò T åîáéôßáò ôïõ êáíüíá modus ponens. a

Ïé äýï ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò áðïôåëïýí ãåíéêåýóåéò ôùí äýï ðñïçãïýìåíùí.

Ðñüôáóç 2.2.4. Ãéá êÜèå ôýðï F ,

áí PA ` F; ôüôå PA ` Bew[F ]:

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ï ôýðïò F Ý÷åé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôéò vk1 ; : : : ; vkm , ìå
k1 < · · · < km êáé Ýóôù S ç ðñüôáóç ∀vk1 : : : ∀vkmF . Ôüôå, áöïý PA ` F ,
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò, éó÷ýåé PA ` S êáé åîáéôßáò ôçò
ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò PA ` Bew(pSq).

Ìðïñïýìå íá ôõðïðïéÞóïõìå óôçí PA ôï ðáñáêÜôù åðé÷åßñçìá þóôå íá óõ-
ìðåñÜíïõìå üôé PA ` Bew(pSq) → Bew[F ]: ¸óôù PA ` S. Ìå m åöáñìïãÝò
ëïãéêïý áîéþìáôïò Ý÷ïõìå üôé PA ` ∀vk1 : : : ∀vkmF → Fvk1 (i1) : : :vkm (im), äç-
ëáäÞ PA ` S → Fvk1 (i1) : : :vkm (im). Ìå åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá modus ponens
(üðùò óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá) Ý÷ïõìå üôé PA ` Fvk1 (i1) : : :vkm (im).

ÔåëéêÜ, óõíäõÜæïíôáò ôá ðáñáðÜíù, Ý÷ïõìå üôé PA ` Bew[F ]. a

Ðñüôáóç 2.2.5. Ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò F , G,

PA ` Bew[F → G ] → (Bew[F ] → Bew[G ]):
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå áõôÞí ôçò ðñüôáóçò 2.2.3, áñêåß íá ðáñáôç-
ñÞóïõìå üôé ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí øçößùí óôïõò F , G, áíôéóôïé÷åß ìå áõôÞ óôïí
F → G. a

Ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç åßíáé ãåíßêåõóç ôçò ôõðïðïßçóçò ôçò ðñüôáóçò 2.1.1.

Ðñüôáóç 2.2.6. Ãéá êÜèå Ó1 ôýðï F ,

PA ` F → Bew[F ]:

Áðüäåéîç. Êáôáñ÷Üò èá äåßîïõìå üôé áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé PA ` G →
Bew[G ] ãéá êÜèå áõóôçñÜ Ó1 ôýðï G. ¸óôù üôé ï ôýðïò F åßíáé Ó1. Ôüôå
õðÜñ÷åé Ýíáò áõóôçñÜ Ó1 ôýðïò G éóïäýíáìïò ìå ôïí F . ¸÷ïõìå

1. PA ` G→ F (G éóïäýíáìïò ìå ôçí F )
2. PA ` G→ Bew[G ] (õðüèåóç, ï G åßíáé áõóôçñÜ Ó1)
3. PA ` Bew[G→ F ] (1, ðñüôáóç 2.2.4)
4. PA ` Bew[G→ F ] → (Bew[G ] → Bew[F ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
5. PA ` Bew[G ] → Bew[F ] (3, 4, modus ponens)
6. PA ` G→ Bew[F ] (2, 5, ðñïô. ëïãéóìüò)

Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ F .
� Áí ï F åßíáé áôïìéêüò ôýðïò ôüôå, üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò

2.1.1, ôï æçôïýìåíï áðïäåéêíýåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí øç-
ößùí.

� Áí ï F åßíáé ôçò ìïñöÞò G ∧H.

1. PA ` G→ Bew[G ], PA ` Ç → Bew[Ç ] (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
2. PA ` F → Bew[G ], PA ` F → Bew[Ç ] (1, ðñïô. ëïãéóìüò)
3. PA ` G→ (H → F ) (ðñïô. ëïãéóìüò)
4. PA ` Bew[G→ (H → F ) ] (3, ðñüôáóç 2.2.4)
5. PA ` Bew[G→ (H → F ) ] →

(Bew[G ] → Bew[H → F ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
6. PA ` Bew[H → F ] → (Bew[H ] → Bew[F ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
7. PA ` Bew[G ] → (Bew[H ] → Bew[F ]) (4, 5, 6, ðñïô. ëïãéóìüò)
8. PA ` F → Bew[F ] (2, 7, ðñïô. ëïãéóìüò)

� Áí ï F åßíáé ôçò ìïñöÞò G ∨H.

1. PA ` G→ Bew[G ] (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
2. PA ` G→ F (ðñïô. ëïãéóìüò)
3. PA ` Bew[G→ F ] (2, ðñüôáóç 2.2.4)
4. PA ` Bew[G→ F ] → (Bew[G ] → Bew[F ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
5. PA ` G→ Bew[F ] (4, 3, 1, ðñïô. ëïãéóìüò)
6. PA ` H → Bew[F ] (üìïéá ìå ôá âÞìáôá 1-5)
7. PA ` (G→ Bew[F ]) →

((H → Bew[F ]) → (F → Bew[F ])) (ðñïô. ëïãéóìüò)
8. PA ` F → Bew[F ] (7, 5, 6, modus ponens)

� Áí ï F åßíáé ôçò ìïñöÞò ∃xG.
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

1. PA ` G→ Bew[G ] (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
2. PA ` G→ F (êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò)
3. PA ` Bew[G→ F ] (2, ðñüôáóç 2.2.4)
4. PA ` Bew[G→ F ] → (Bew[G ] → Bew[F ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
5. PA ` G→ Bew[F ] (4, 3, 1, ðñïô. ëïãéóìüò)
6. PA ` F → Bew[F ] (5, êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò, ç x

äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôï F )

� Áí ï F åßíáé ôçò ìïñöÞò (∀x < y)G, äçëáäÞ ∀x(x < y → G). ¸óôù üôé ç
ìåôáâëçôÞ y åßíáé ç vk.

1. PA ` G→ Bew[G ] (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
2. PA ` su(y;k; pFy(0)q) = (ïñéóìüò ôïõ su, ç y äåí åìöá-

= pFy(0)q = su(0;k; pFq) íßæåôáé åëåýèåñç óôï Fy(0))
3. PA ` Bew[Fy(0) ] ↔ Bew[Fy ](0) (2, ïñéóìüò ôïõ Bew[ ])
4. PA ` su(y;k; pFy(sy)q) = su(sy;k; pFq) (ïñéóìüò ôïõ su)
5. PA ` Bew[Fy(sy) ] ↔ Bew[F ]y(sy) (4, ïñéóìüò ôïõ Bew[ ])
6. PA ` Fy(0) ↔ ∀x(x < 0 → Gy(0)) (ïñéóìüò áíôéêáôÜóôáóçò)
7. PA ` ¬ x < 0 (ôõðéêü èåþñçìá ôçò PA)
8. PA ` Fy(0) (6, 7, êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò)
9. PA ` Bew[Fy(0) ] (8, ðñüôáóç 2.2.4)
10. PA ` Bew[Fy ](0) (3, 9, modus ponens)
11. PA ` Fy(0) → Bew[Fy ](0) (10, ðñïô. ëïãéóìüò)
12. PA ` (F → Bew[F ])y(0) (11, ïñéóìüò áíôéêáôÜóôáóçò)
13. PA ` (∀x < y)G ∧G↔ (∀x < sy)G (ôõðéêü èåþñçìá ôçò PA)
14. PA ` F ∧G↔ Fy(sy) (13, ïñéóìüò áíôéêáôÜóôáóçò)
15. PA ` Bew[F ∧G→ Fy(sy) ] (15, ðñüôáóç 2.2.4)
16. PA ` Bew[F ∧G→ Fy(sy) ] →

(Bew[F ∧G ] → Bew[Fy(sy) ]) (ðñüôáóç 2.2.5)
17. PA ` Bew[F ∧G ] → Bew[Fy(sy) ] (15, 16, modus ponens)
18. PA ` F → (G→ F ∧G) (ðñïô. ëïãéóìüò)
19. PA ` Bew[F ] → (Bew[G ] → Bew[F ∧G ]) (18, üìïéá ìå 3-7 ôçò ðå-

ñßðôùóç ôçò óýæåõîçò)
20. PA ` Bew[F ] ∧ Bew[G ] → Bew[F ∧G ] (19, ðñ. ëïãéóìüò)
21. PA ` Bew[F ] ∧ Bew[G ] → Bew[Fy(sy) ] (17, 20, ðñ. ëïã.)
22. PA ` (F → Bew[F ]) → (F ∧G→ Bew[F ] ∧ Bew[G ]) (1, ðñ. ëïãéóìüò)
23. PA ` (F → Bew[F ]) → (Fy(sy) → Bew[Fy(sy) ]) (22, 14, 21, ðñ. ëïã.)
24. PA ` (F → Bew[F ]) → (Fy(sy) → Bew[F ]y(sy)) (5, ðñ. ëïãéóìüò)
25. PA ` (F → Bew[F ]) → (F → Bew[F ])y(sy)) (24, ïñ. áíôéêáôÜóôáóçò)
26. PA ` ∀y((F → Bew[F ]) → (F → Bew[F ])y(sy)) (25, êáôçã. ëïãéóìüò)
27. PA ` F → Bew[F ] (12, 26, áîßùìá åðáãùãÞò)

a

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ôýðïò F åßíáé ðñüôáóç, Ý÷ïõìå ôï ðáñáêÜôù áðïôÝëå-
óìá:
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

Ðñüôáóç 2.2.7. Ãéá êÜèå Ó1 ðñüôáóç S,

PA ` S → Bew(pSq): a

Ðñüôáóç 2.2.8. Ãéá êÜèå ôýðï S,

PA ` Bew(pSq) → Bew(pBew(pSq)q): a (iii)

ÐáñáôÞñçóç 2.2.2. Ïé óõíèÞêåò

(i) áí PA ` S; ôüôå PA ` Bew(pSq)

(ii) PA ` Bew(pS → Tq) → (Bew(pSq) → Bew(pTq))

(iii) PA ` Bew(pSq) → Bew(pBew(pSq)q)

åßíáé ãíùóôÝò ùò óõíèÞêåò áðïäåéîéìüôçôáò (derivability conditions) ôùí
Hilbert - Bernays - L�ob (ãéá ôï Bew(x) êáé ôçí PA). ËÝãïíôáé Ýôóé ãéáôß,
üðùò èá äïýìå, áõôÝò åßíáé éêáíÝò óõíèÞêåò þóôå óå ìéá èåùñßá íá éó÷ýåé ôï
äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá áí Z åßíáé ìéá áðëÞ èåùñßá
áñéèìþí óôçí ïðïßá áðïäåéêíýïíôáé ôá Ýîé ðñþôá áîéþìáôá ôçò PA, ôï ó÷Þìá
∀x(x 6= 0 → ∃y(x = sy)) êáé ãéá êÜðïéï êáôçãüñçìá B(x) áðïäåéêíýïíôáé óôçí
Z ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò ìå ôï B(x) íá ðáßæåé ôï ñüëï ôïõ Bew(x), ôüôå áí ç Z
åßíáé óõíåðÞò Z 0 ¬Â(p⊥q).

Ðñüôáóç 2.2.9. Ôï ãåíéêåõìÝíï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò. Èåùñïýìå ôéò
äéáêåêñéìÝíåò ìåôáâëçôÝò y0; : : : ; yn; z1; : : : ; zm. ÅéóÜãïõìå ôçí óõíôïìïãñáößá
\z" Ýôóé þóôå íá óçìáßíåé \z1; : : : ; zm". ¸óôù ïé ôýðïé P0(y0; : : : ; yn; z),. . . ,
Pn(y0; : : : ; yn; z) ôçò PA óôïõò ïðïßïõò ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ìåôáîý
ôùí y0; : : : ; yn; z. Ôüôå õðÜñ÷ïõí ôýðïé S0(z); : : : ; S0(z) ôçò PA, óôïõò ïðïßïõò
ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ìåôáîý ôùí z, ôÝôïéïé þóôå

PA ` S0 ↔ P0(pS0(z)q; : : : ; pSn(z)q; z);
...

PA ` Sn ↔ Pn(pS0(z)q; : : : ; pSn(z)q; z):

Áðüäåéîç. ¸óôù Subst(w; x0; : : : ; xn; y) Ýíáò Ó1 øåõäïüñïò ðïõ åêöñÜæåé ôç
óõíÜñôçóç ôçò ïðïßáò ç ôéìÞ óôá a; b: : : : ; bn åßíáé ï áñéèìüò G�odel ôïõ áðïôåëÝ-
óìáôïò ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôùí ìåôáâëçôþí x0; : : : ; xn ìå ôá øçößá b0, . . . , bn

óôïí ôýðï ìå áñéèìü G�odel a. Ãéá êÜèå i 6 n Ýóôù ki ï áñéèìüò G�odel ôïõ ôýðïõ

Pi(subst(x0; x0; : : : ; xn); : : : ; subst(xn; x0; : : : ; xn); z)

êáé Ýóôù Si(z) ï ôýðïò

Pi(subst(k0;k0; : : : ;kn); : : : ; subst(kn;k0; : : : ;kn); z):
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

Ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôùí ìåôáâëçôþí x0; : : : ; xn ìå ôá øçößá
k0; : : : ;kn óôïí ôýðï ìå áñéèìü G�odel ki åßíáé ï ôýðïò Si(z) êáé Ýôóé ï ôýðïò

subst(ki;k0; : : : ;kn) = pSi(z)q

åßíáé áëçèÞò êáé Ó1. ¸ôóé, áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.1

PA ` subst(ki;k0; : : : ;kn) = pSi(z)q

ðïõ äßíåé ôï áðïôÝëåóìá. a

¢ìåóï ðüñéóìá ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ ëÞììáôïò äéáãùíéïðïßçóçò áðïôåëåß ç

Ðñüôáóç 2.2.10. Ôï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò. ¸óôù ï ôýðïò ôçò PA P (x),
ðïõ Ý÷åé åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ìüíï ôçí x. Ôüôå õðÜñ÷åé ðñüôáóç I ôçò PA, ðïõ
ïíïìÜæåôáé óôáèåñü óçìåßï ôçò P (x), ôÝôïéá þóôå

PA ` É ↔ P (pÉq): a

Ïñéóìüò 2.2.3. Ïñßæïõìå ôïí ôýðï Con(x), Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ðñüôáóç S,
Con(pSq) = ¬Bew(p¬Sq). Ï ôýðïò áõôüò õðïäçëþíåé üôé ï x åßíáé áñéèìüò
G�odel ìéáò ðñüôáóçò óõíåðïýò ìå ôçí PA. Ïñßæïõìå áêüìá Con íá åßíáé ç
ðñüôáóç ¬Bew(p⊥q), äçëáäÞ ç Con(p>q) ðïõ äçëþíåé üôé ç PA åßíáé óõíåðÞò.

Ïñéóìüò 2.2.4. ËÝìå üôé ç PA åßíáé ù-óõíåðÞò áíí äåí õðÜñ÷åé Ä1 ôýðïò A(x)
ôÝôïéïò þóôå:

� PA ` ∃xA(x) êáé

� ãéá êÜèå n ∈ N, PA ` ¬A(n).

Ðñüôáóç 2.2.11. Áí ç PA åßíáé ù-óõíåðÞò êáé PA 0 S, ôüôå PA 0 Bew(pSq).

Áðüäåéîç. Áí PA 0 S ôüôå ãéá êÜèå m ∈ N, PA ` ¬Pf(m; pSq) êáé áí ç PA
åßíáé ù-óõíåðÞò, ôüôå PA 0 ∃xPf(x; pSq), äçëáäÞ PA 0 Bew(pSq). a

Ðüñéóìá 2.2.12. Áí ç PA åßíáé ù-óõíåðÞò , ôüôå PA 0 ⊥, PA 0 Bew(p⊥q)
êáé ãåíéêÜ PA 0 Bew(p: : :Bew(p⊥q)q). a

Ðñüôáóç 2.2.13. Áí PA 0 Bew(p⊥q), ôüôå õðÜñ÷åé ðñüôáóç G ìç áðïêñß-
óéìç, äçëáäÞ

PA 0 G êáé PA 0 ¬G:

Áðüäåéîç. Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìü-
ôçôáò (i) êáé (ii). ÅðåéäÞ PA 0 Bew(p⊥q), éó÷ýåé ëüãù ôçò (ii) üôé PA 0 ⊥. Áðü
ôï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò, ìå ôïí ôýðï ¬Bew(x) íá ðáßæåé ôï ñüëï ôçò P (x),
õðÜñ÷åé ðñüôáóç G ôÝôïéá þóôå

PA ` G↔ ¬Bew(pGq): (D)
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2.2 ÂáóéêÝò Éäéüôçôåò ôïõ Bew(x)

� ¸óôù üôé
1. PA ` G
2. PA ` Bew(pGq) (1, (i))
3. PA ` ¬Bew(pGq) (1, (D))
4. PA ` Bew(pGq) → ⊥ (3, ïñéóìüò ôïõ ¬)
5. PA ` ⊥ (2, 4, modus ponens)

� ¸óôù üôé
1. PA ` ¬G
2. PA ` Bew(p¬Gq) (1, (i))
3. PA ` Bew(pGq) (1, (D))
4. PA ` G→ (¬G→ ⊥) (ðñïô. ëïãéóìüò)
5. PA ` Bew(pG→ (¬G→ ⊥)q) (4, (i))
6. PA ` Bew(pGq) → Bew(p¬G→ ⊥q) (5, (ii))
7. PA ` Bew(pGq) → (Bew(p¬Gq) → Bew(p⊥q)) (6, (ii))
8. PA ` Bew(p⊥q) (2, 3, 7, modus ponens)

ÅðåéäÞ êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò åñ÷üìáóôå óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç, éó÷ýåé
üôé PA 0 G êáé PA 0 ¬G. a

Èåþñçìá 2.2.14. Ôï ðñþôï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ãéá ôçí PA. Áí ç PA
åßíáé ù-óõíåðÞò, ôüôå õðÜñ÷åé ðñüôáóç G ìç áðïêñßóéìç.

Áðüäåéîç. Áðü ôï ðüñéóìá 2.2.12 êáé ôçí ðñüôáóç 2.2.13. a

Èåþñçìá 2.2.15. Ôï èåþñçìá ôïõ L�ob.

Áí PA ` Bew(pSq) → S ôüôå PA ` S:

Áðüäåéîç. Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìü-
ôçôáò (i), (ii) êáé (iii). Áðü ôï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò, ìå ôïí ôýðï Bew(x) → S
íá ðáßæåé ôï ñüëï ôçò P (x), õðÜñ÷åé ðñüôáóç I ôÝôïéá þóôå

1. PA ` É ↔ (Bew(pIq) → S)
2. PA ` Bew(pÉ → (Bew(pIq) → S)q) (1, (i))
3. PA ` Bew(pÉq) → Bew(pBew(pIq) → Sq) (2, (ii))
4. PA ` Bew(pÉq) → (Bew(pBew(pIq)q) → Bew(pSq)) (3, (ii))
5. PA ` (Bew(pIq) → Bew(pBew(pIq)q)) →

(Bew(pIq) → Bew(pSq)) (4, ðñïô. ëïãéóìüò)
6. PA ` (Bew(pIq) → Bew(pBew(pIq)q) ((iii))
7. PA ` Bew(pIq) → Bew(pSq) (5, 6, modus ponens)
8. PA ` Bew(pSq) → S (õðüèåóç)
9. PA ` Bew(pIq) → S (7, 8, ðñïô. ëïãéóìüò)
10. PA ` I (1, 9)
11. PA ` Bew(pIq) (10, (i))
12. PA ` S (9, 11)

a
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2.3 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò

Ôï 1952 ï Leon Henkin Ýèåóå ôçí åñþôçóç áí ôï óôáèåñü óçìåßï S ôïõ
ôýðïõ Bew(x) åßíáé Þ ü÷é áðïäåßîéìï. Ôï èåþñçìá ôïõ M. H. L�ob áíáêáëýöèçêå
ãéá íá áðáíôÞóåé áõôÞ ôçí åñþôçóç. Áöïý PA ` S ↔ Bew(pSq) ôüôå PA `
Bew(pSq) → S êáé Üñá PA ` S.

Èåþñçìá 2.2.16. Ôï äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ãéá ôçí PA.

Áí ç PA åßíáé óõíåðÞò, ôüôå PA 0 Con:

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ç PA åßíáé óõíåðÞò. ÅÜí ßó÷õå üôé PA ` ¬Bew(p⊥q)
äçëáäÞ üôé PA ` Bew(p⊥q) → ⊥, ôï èåþñçìá ôïõ L�ob èá Ýäéíå üôé PA ` ⊥.
Áõôü üìùò äçëþíåé üôé ç PA äåí åßíáé óõíåðÞò, áíôßèåôá ìå ôçí õðüèåóç. ¸ôóé
PA 0 ¬Bew(p⊥q), äçëáäÞ PA 0 Con. a

Ðñüôáóç 2.2.17. Ç PA äåí áðïäåéêíýåé ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò ¬Bew(pSq).

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé ðñüôáóç S ôÝôïéá þóôå

1. PA ` ¬Bew(pSq)
2. PA ` ⊥ → S (1, ðñïô. ëïãéóìüò)
3. PA ` Bew(p⊥ → Sq) (2, (i))
4. PA ` Bew(p⊥q) → Bew(pSq) (3, (ii))
5. PA ` ¬Bew(pSq) → ¬Bew(p⊥q) (4, ðñïô. ëïãéóìüò)
6. PA ` ¬Bew(p⊥q) (1, 5, modus ponens)
7. PA ` Con (6, ïñéóìüò ôçò Con)

êáé áðü ôï äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò êáôáëÞîáìå óå Üôïðï. a

Ðüñéóìá 2.2.18. Ç PA äåí áðïäåéêíýåé ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò Con(pSq). a

ÐáñáôÞñçóç 2.2.3. Ôï èåþñçìá ôïý L�ob äåß÷íåé ðüóï \ìåôñéüöñùí" åßíáé ç PA.
¼÷é ìüíï äåí áðïäåéêíýåé ôç óõíÝðåéÜ ôçò ãåíéêÜ, áëëÜ ïýôå êáí óå ó÷Ýóç ìå
êÜðïéá (áêüìá êáé ìç áðïêñßóéìç!) ðñüôáóç S, äçëáäÞ äåí áðïäåéêíýåé üôé áí
áðïäåéêíýåé ôçí S ôüôå áõôÞ åßíáé áëçèÞò. Ç PA äåí áðïäåéêíýåé ôçí Bew(pSq) →
S ðáñÜ ìüíï üôáí åßíáé õðï÷ñåùìÝíç åê ôùí ðñáãìÜôùí íá ôï êÜíåé, üôáí äçëáäÞ
áðïäåéêíýåé ôçí S.

2.3 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò
ãéá ôï GL, ðïõ äåß÷íåé üôé ôï � óôï GL åñìçíåýåôáé ùò Bew(x). Èá ïñßóïõìå
áêüìá ôï óýóôçìá GLS êáé èá áðïäåßîïõìå êáé ãéá áõôü Ýíá áíôßóôïé÷ï èåþñçìá.

Ïñéóìüò 2.3.1. Ðñáãìáôïðïßçóç (realization) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ áíá-
èÝôåé óå êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ ìéá ðñüôáóç ôçò PA. Óõ÷íÜ óõìâïëßæïõìå
ôéò ðñáãìáôïðïéÞóåéò ìå ∗ Þ ìå #.

Ç ìåôÜöñáóç (translation) A∗ ìéáò ôñïðéêÞò ðñüôáóçò ùò ðñïò ìéá ðñáã-
ìáôïðïßçóç ∗ ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:
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� ⊥∗ = ⊥
� p∗ = ∗(p), üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
� (A→ B)∗ = (A∗→ B∗)

� (�A)∗ = Bew(pA∗q)

Áöïý ïé óýíäåóìïé ∧, ∨ êáé ¬ ïñßæïíôáé ìÝóù ôùí ⊥ êáé → êáé åîáéôßáò ôïõ
ðáñáðÜíù ïñéóìïý, ç ìåôÜöñáóç ùò ðñïò ìéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗ åíüò áëçèïóõ-
íáñôçóéáêïý óõíäõáóìïý ðñïôÜóåùí åßíáé ï ßäéïò áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõá-
óìüò ôùí ìåôáöñÜóåùí áõôþí ôùí ðñïôÜóåùí. Åéäéêüôåñá óõìðåñáßíïõìå üôé
(3A)∗ = Con(pA∗q).

ÐáñáôÞñçóç 2.3.1. Ìå åðáãùãÞ ìðïñåß åýêïëá íá äåé÷èåß üôé áí ∗ êáé # åßíáé
äýï ðñáãìáôïðïéÞóåéò ðïõ áíáèÝôïõí ôéò ßäéåò ðñïôÜóåéò ôçò PA óå üëåò ôéò
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ôçò ôñïðéêÞò ðñüôáóçò A ôüôå A∗ = A#. Óõíåðþò áí
A åßíáé ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç ôüôå ç ðñüôáóç A∗ ôçò PA äåí åîáñôÜôáé áðü
ôçí ∗.

Ðñüôáóç 2.3.1. Áí K4 ` A, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôçò áðüäåéîçò ôçò A.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé ôáõôïëïãßá, êáé Üñá åßíáé ôáõôïëïãéêüò áëçèïóõ-
íáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí, ôüôå ç A∗ åßíáé ï ßäéïò
ôáõôïëïãéêüò áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò PA, Üñá
ôáõôïëïãßá. Óõíåðþò PA ` A∗.

� Áí ç A åßíáé åðéìåñéóôéêü áîßùìá ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò �(B → C) →
(�B → �C) êáé A∗ = Bew(pB∗→ C∗q) → (Bew(pBq)∗→ Bew(pCq)∗).
Åîáéôßáò ôçò óõíèÞêçò áðïäåéîéìüôçôáò (ii), PA ` A∗.

� Áí A åßíáé áîßùìá ôïõ K4 ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò �B → ��B êáé A∗ =
Bew(pBq)∗→ Bew(pBew(pB∗q)q). Åîáéôßáò ôçò óõíèÞêçò áðïäåéîéìüôç-
ôáò (iii), PA ` A∗.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B → A êáé ôçí B ìå ôïí êáíüíá modus ponens
Ý÷ïõìå üôé áí PA ` (B → A)∗, äçëáäÞ PA ` B∗→ A∗, êáé PA ` B∗ ôüôå
áðü ôïí êáíüíá modus ponens PA ` A∗.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B ìå ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò, äçëáäÞ A = �B
Ý÷ïõìå üôé áí PA ` B∗ ôüôå åîáéôßáò ôçò óõíèÞêçò áðïäåéîéìüôçôáò (i),
PA ` Bew(pB∗q), äçëáäÞ PA ` (�B∗) êáé Üñá PA ` A∗. a

Ïñéóìüò 2.3.2. \Êáíüíáò ôïõ L�ob" ëÝãåôáé ï áðïäåéêôéêüò êáíüíáò ôñïðéêÞò
ëïãéêÞò ðïõ áðü ôï ` �A → A, óõìðåñáßíåé ôï ` A, åßíáé äçëáäÞ ôï æåýãïò
(�A→ A;A).

Ïñéóìüò 2.3.3. K4LR åßíáé ôï óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ôá áîéþìáôá
êáé ôïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò ôïõ K4 êáé åðéðëÝïí Ý÷åé ùò áðïäåéêôéêü êáíüíá
ôïí êáíüíá ôïõ L�ob.

Ðñüôáóç 2.3.2. Áí K4LR ` A, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗.
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Áðüäåéîç. Óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 2.3.1 ðñïóèÝôïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç ç
A íá ðñïêýðôåé áðü ôçí �A→ A ìå ôïí êáíüíá ôïõ L�ob. ¸÷ïõìå üôé áí PA `
(�A → A)∗, äçëáäÞ PA ` Bew(pA∗q) → A∗, ôüôå åîáéôßáò ôïõ ÈåùñÞìáôïò
2.2.15 ôïõ L�ob, PA ` A∗. a

Ðñüôáóç 2.3.3. Ôá óõóôÞìáôá GL êáé K4LR Ý÷ïõí ôá ßäéá èåùñÞìáôá.

Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé GL ` A áíí K4LR ` A. ¸óôù üôé
GL ` A. Èá äåßîïõìå üôé K4LR ` �(�A→ A) → �A. ÈÝôïõìå B = �A→ A.

1. K4LR ` �(�B → �A) → (��B → ��A) (åðéìåñéóôéêü áîßùìá)
2. K4LR ` �B → ��B (áîßùìá ôïõ K4)
3. K4LR ` (��B → ��A) → (�B → ��A) (2, ðñïô. ëïãéóìüò)
4. K4LR ` �(�B → �A) → (�B → ��A) (1, 3, ðñïô. ëïãéóìüò)
5. K4LR ` �B → (��A→ �A) (ïñéóìüò ôïõ B, åðéìåñéóôéêü áîßùìá)
6. K4LR ` (�B → ��A) → (�B → �A) (5, ðñïô. ëïãéóìüò)
7. K4LR ` �(�B → �A) → (�B → �A) (4, 6, ðñïô. ëïãéóìüò)
8. K4LR ` �B → �A (7, L�ob)
9. K4LR ` �(�A→ A) → �A (8, ïñéóìüò ôïõ B)

¢ñá áí GL ` A ôüôå K4LR ` A. áíôßóôñïöá Ýóôù üôé K4LR ` A. Óýìöùíá ìå
ôçí ðñüôáóç 1.3.13 GL ` �A→ ��A. Áêüìá ôï GL åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí
êáíüíá ôïõ L�ob:

1. GL ` �A→ A (õðüèåóç ôïõ êáíüíá ôïõ L�ob)
2. GL ` �(�A→ A) (1, ãåíßêåõóç)
3. GL ` �(�A→ A) → �A (áîßùìá ôïõ L�ob)
4. GL ` �A (2, 3, modus ponens)
5. GL ` A (1, 5, modus ponens)

¢ñá áí K4LR ` A ôüôå GL ` A.¸ôóé ôåëéêÜ GL ` A áíí K4LR ` A. a

Èåþñçìá 2.3.4. ÁñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ãéá ôï GL.
Áí GL ` A, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗.

Áðüäåéîç. Áðïôåëåß ðüñéóìá ôùí äýï ðñïçãïýìåíùí ðñïôÜóåùí. a

Åðßóçò, üðùò áðÝäåéîå ï Robert Solovay, éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï áõôïý ôïõ
èåùñÞìáôïò. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ëÝãåôáé \èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò
ãéá ôï GL" êáé èá äïýìå ôçí áðüäåéîÞ ôïõ óå åðüìåíï êåöÜëáéï.

Áò äïýìå ôþñá êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá óôá ïðïßá ìÝóù ôçò ìåëÝôçò ôïõ GL
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí áðïäåéîéìüôçôá óôçí PA, ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôï èåþñçìá 2.3.4.

Ïñéóìüò 2.3.4. Áí S, T åßíáé ðñïôÜóåéò ôçò PA èá ëÝìå áñéèìçôéêïðïßçóç
(arithmetization) êÜðïéïõ éó÷õñéóìïý ôç ìåôáöïñÜ ôçò Ýêöñáóçò ôïõ éó÷õñé-
óìïý áõôïý áðü ôç ìåôáãëþóóá óôçí ôõðéêÞ ãëþóóá ôçò PA, üðùò äçëþíåé ï
ðßíáêáò:
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Éó÷õñéóìüò Áñéèìçôéêïðïßçóç

ç S åßíáé áðïäåßîéìç (óôçí PA) Bew(pSq)
ç S åßíáé óõíåðÞò (ìå ôçí PA) ¬Bew(p¬Sq) = Con(pSq)
ç S åßíáé áíáôñÝøéìç Bew(p¬Sq) = ¬Con(pSq)
ç S åßíáé áðïêñßóéìç Bew(pSq) ∨ Bew(p¬Sq)
ç S (áðïäåßîéìá) óõíåðÜãåôáé ôçí T Bew(pS → Tq)
ç PA åßíáé óõíåðÞò ¬Bew(p⊥q) = Con
...

...
êáé ïé ëïãéêïß óýíäåóìïé ôçò ìåôáãëþóóáò ìåôáöÝñïíôáé óôçí ôõðéêÞ ãëþóóá
ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï. Èá ëÝìå üôé Ýíáò éó÷õñéóìüò åßíáé áðïäåßîéìïò áíí ç
áñéèìçôéêïðïßçóç ôïõ áðïäåéêíýåôáé óôçí PA.

Ðñüôáóç 2.3.5. Ôï äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ãéá ôçí PA åßíáé áðïäåß-
îéìï.

Áðüäåéîç.

1. GL ` �(�⊥ → ⊥) → �⊥ (áîßùìá ôïõ L�ob)
2. GL ` �¬�⊥ → �⊥ (1, ïñéóìüò ôïõ ¬)
3. GL ` ¬�⊥ → ¬�¬�⊥ (2, ðñïô. ëïãéóìüò)
4. PA ` (¬�⊥ → ¬�¬�⊥)∗ (3, èåþñçìá 2.3.4)
5. PA ` ¬Bew(p⊥q) → ¬Bew(p¬Bew(p⊥q)q) (4, ïñéóìüò ìåôÜöñáóçò)
6. PA ` Con→ ¬Bew(pConq) (5, ïñéóìüò ôçò Con)

Ç ôåëåõôáßá ðñüôáóç åßíáé ç áñéèìçôéêïðïßçóç ôïõ éó÷õñéóìïý üôé áí ç PA åßíáé
óõíåðÞò, ôüôå PA 0 Con, äçëáäÞ ôïõ äåýôåñïõ èåùñÞìáôïò ìç ðëçñüôçôáò ãéá
ôçí PA. a

Ðñüôáóç 2.3.6. Åßíáé áðïäåßîéìï üôé áí ç óõíÝðåéá ôçò PA åßíáé óõíåðÞò, ôüôå
åßíáé ìç áðïêñßóéìç.

Áðüäåéîç.

1. GL ` �⊥ → ��⊥ (ðñüôáóç 1.3.13)
2. GL ` ¬��⊥ → ¬�⊥ (1, ðñïô. ëïãéóìüò)
3. GL ` ¬�⊥ → ¬�¬�⊥ (âÞìáôá 1-3 ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò)
4. GL ` ¬��⊥ → ¬�¬�⊥ (2, 3, ðñïô. ëïãéóìüò)
5. GL ` ¬��⊥ → (¬�¬�⊥ ∧ ¬��⊥) (4, ðñïô. ëïãéóìüò)
6. PA ` (¬��⊥ → (¬�¬�⊥ ∧ ¬��⊥))∗ (5, èåþñçìá 2.3.4)
7. PA ` ¬Bew(pBew(p⊥q)q) → (6, ïñ. ìåôÜöñáóçò)

(¬Bew(p¬Bew(p⊥q)q) ∧ ¬Bew(pBew(p⊥q)q))
8. PA ` ¬Bew(p¬Conq) → (¬Bew(pConq) ∧ ¬Bew(p¬Conq)) (7, ïñ. ôçò Con)
9. PA ` Con(pConq) → (¬Bew(pConq) ∧ ¬Bew(p¬Conq)) (8, ïñ. ôçò Con)

Ç ôåëåõôáßá ðñüôáóç åßíáé ç áñéèìçôéêïðïßçóç ôïõ éó÷õñéóìïý ôçò ðñüôáóçò. a

Ðñüôáóç 2.3.7. Ôï ôõðïðïéçìÝíï èåþñçìá ôïõ L�ob. Ôï èåþñçìá ôïõ L�ob
åßíáé áðïäåßîéìï.

Áðüäåéîç.
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1. GL ` �(�p→ p) → p (áîßùìá ôïõ L�ob)
2. PA ` (�(�p→ p) → p)∗, ãéá êÜèå ∗ (1, èåþñçìá 2.3.4)
3. PA ` Bew(pBew(pSq) → Sq) → Bew(pSq), ãéá êÜèå S (2, êÜèå S åßíáé ∗p

ãéá êÜðïéá ∗)

Ç ôåëåõôáßá ðñüôáóç åßíáé ç áñéèìçôéêïðïßçóç ôïõ éó÷õñéóìïý üôé áí PA `
Bew(pSq) → S, ôüôå PA ` S, äçëáäÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ L�ob. a

Ðñüôáóç 2.3.8.

Áí PA ` Bew(pRq) ∧ Bew(pSq) → S ôüôå PA ` Bew(pRq) → S:

Áðüäåéîç.

1. PA ` Bew(pRq) ∧ Bew(pSq) → S (õðüèåóç)
2. PA ` Bew(pRq) → (Bew(pSq) → S) (1, ðñïô. ëïãéóìüò)
3. PA ` Bew(pRq) → Bew(pBew(pRq)q) ((iii))
4. PA ` Bew(pBew(pRq) → (Bew(pSq) → S)q) (2, (i))
5. PA ` Bew(pBew(pRq)q) → Bew(p(Bew(pSq) → S)q) (4, (ii))
6. PA ` Bew(pBew(pSq) → Sq) → Bew(pSq) (ôõðïðïéçìÝíï èå-

þñçìá ôïõ L�ob)
7. PA ` Bew(pRq) → Bew(pSq) (3, 5, 6, ðñïô. ëïãéóìüò)
8. PA ` (Bew(pRq) → Bew(pSq)) → (Bew(pRq) → S) (2, ðñïô. ëïãéóìüò)
9. PA ` Bew(pRq) → S (7, 8, modus ponens)

a

Ðñüôáóç 2.3.9. Ôï óýóôçìá GL äåí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí êáíüíá (A;3A).

Áðüäåéîç. Åíþ ç > åßíáé èåþñçìá ôïõ GL, ç 3> äåí åßíáé: áí Þôáí, ôüôå áðü
ôï èåþñçìá 2.3.4 PA ` (3>)∗, äçëáäÞ PA ` Con, êÜôé ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç
ìå ôï äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò. a

Ïñéóìüò 2.3.5. GLS ëÝãåôáé ôï óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ùò áîéþ-
ìáôá üëá ôá èåùñÞìáôá ôïõ GL êáé üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ôéò ìïñöÞò �A→ A êáé
ìïíáäéêü áðïäåéêôéêü êáíüíá ôïí modus ponens.

ÌÝ÷ñé ôþñá äåí Ý÷ïõìå áíáöåñèåß óôï ãåãïíüò üôé ôá èåùñÞìáôá ôçò PA åßíáé
áëçèåßò ðñïôÜóåéò. Èá ôï ëÜâïõìå õðüøçí óôçí åðüìåíç áðüäåéîç.

Èåþñçìá 2.3.10. ÁñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ãéá ôï GLS.
Áí GLS ` A, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, ç ðñüôáóç A∗ åßíáé áëçèÞò.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ A.

� Áí GL ` A ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 2.3.4, ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA `
A∗ êáé Üñá ç A∗ åßíáé áëçèÞò.

� Áí ç A åßíáé ôçò ìïñöÞò �B → B ôüôå ç A∗ = Bew(pB∗q)→ B∗ åßíáé
áëçèÞò ãéáôß áí PA ` B∗ ôüôå ç B∗ åßíáé áëçèÞò.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B → A êáé ôçí B ìå ôïí êáíüíá modus ponens,
Ý÷ïõìå üôé áí ç (B → A)∗ = B∗ → A∗ êáé ç B∗ åßíáé áëçèåßò, ôüôå ç A∗

åßíáé áëçèÞò.
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2.3 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò

a

Ï Solovay áðÝäåéîå ôï áíôßóôñïöï êáé áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò, ôï \èåþñçìá
ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GLS". Èá äïýìå êáé áõôÞ ôçí áðüäåéîç óå
åðüìåíï êåöÜëáéï.

Ðñüôáóç 2.3.11. Ôï GLS äåí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõ-
óçò.

Áðüäåéîç. Ç �⊥ → ⊥, äçëáäÞ ç ¬�⊥, åßíáé áîßùìá êáé Üñá èåþñçìá ôïõ GLS,
üìùò ç �¬�⊥ äåí åßíáé èåþñçìá ôïõ GLS: áí Þôáí, ôüôå áðü ôï èåþñçìá 2.3.10
ç (�¬�⊥)∗, äçëáäÞ ç Bew(p¬Bew(p⊥q)q) = Bew(pConq), èá Þôáí áëçèÞò, Üñá
èá Þôáí áðïäåßîéìç ç óõíÝðåéá ôçò áñéèìçôéêÞò, êÜôé ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå
ôï äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò. a

Ðüñéóìá 2.3.12. Ôï GLS äåí åßíáé êáíïíéêü óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò. a

Ðñüôáóç 2.3.13. Ôï óýóôçìá GLS åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí êáíüíá (A;3A).

Áðüäåéîç.

1. GLS ` A (õðüèåóç)
2. GLS ` �¬A→ ¬A (áîßùìá ôïõ GLS)
3. GLS ` A→ ¬�¬A (2, ðñïô. ëïãéóìüò)
4. GLS ` A→ 3A (3, ðñïô. ëïãéóìüò)
5. GLS ` 3A (1, 4, modus ponens)

a

Ðüñéóìá 2.3.14. Ïé ðñïôÜóåéò >, 3>, 33>, . . . åßíáé èåùñÞìáôá ôïõ GLS. a
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3. ÌïíôÝëá Kripke ôñïðéêÞò
ëïãéêÞò

3.1 Óçìáóéïëïãßá êáé åãêõñüôçôá

Ïñéóìüò 3.1.1. Ó÷Ýóç (relation) R áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï A óå Ýíá ìç êåíü
óýíïëï B ëÝãåôáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ A×B. Éäéáßôåñá,
áí A = B ôüôå ç R ëÝãåôáé ó÷Ýóç óôï óýíïëï A. ÃñÜöïõìå xRy áíôß ôïõ
(x; y) ∈ R.

Ïñéóìüò 3.1.2. Ìéá ó÷Ýóç R óôï W ëÝãåôáé

� áõôïðáèÞò(re
exive) áíí ∀x ∈W , xRx

� áíáõôïðáèÞò(irre
exive) áíí @x ∈W , xRx

� óõììåôñéêÞ (symmetric) áíí ∀x; y ∈W (xRy → yRx)

� áíôéóõììåôñéêÞ (antisymmetric) áíí ∀x; y ∈W , (xRy∧yRx→ x = y)

� ìåôáâáôéêÞ (transitive) áíí ∀x; y; z ∈W (xRy ∧ yRz → xRz)

� åõêëåßäåéá (euclidean) áíí ∀x; y; z ∈W (xRy ∧ xRz → yRz)

� ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò(equivalence ralation) áíí åßíáé áõôïðáèÞò, óõì-
ìåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ

� êáëÜ ïñéóìÝíç áíí ãéá êÜèå ìç êåíü X ⊆W õðÜñ÷åé R-åëá÷éóôéêü óôïé-
÷åßï, äçëáäÞ ∃w ∈W (@x ∈ X;xRw)

� áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç áíí ãéá êÜèå ìç êåíü X ⊆ W õðÜñ÷åé R-
ìåãéóôéêü óôïé÷åßï, äçëáäÞ ∃w ∈W (@x ∈ X;wRx)

Ðñüôáóç 3.1.1. Ìéá ó÷Ýóç R åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò áíí åßíáé áõôïðáèÞò
êáé åõêëåßäåßá.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ç R åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Áðü ôïí ïñéóìü åßíáé áõ-
ôïðáèÞò. ¸óôù wRx êáé wRy. ÅðåéäÞ ç R åßíáé óõììåôñéêÞ, xRw êé åðåéäÞ
åßíáé ìåôáâáôéêÞ, xRy Üñá ç R åßíáé åõêëåßäåéá.

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé ç R åßíáé áõôïðáèÞò êáé åõêëåßäåßá. Áðü ôïí ïñéóìü
åßíáé áõôïðáèÞò. ¸óôù wRx. Ôüôå åðåéäÞ ç R åßíáé áõôïðáèÞò, wRw, êáé åðåéäÞ
åßíáé åõêëåßäåéá, xRw, Üñá ç R åßíáé óõììåôñéêÞ. ¸óôù ôþñá üôé wRx êáé xRy.
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3.1 Óçìáóéïëïãßá êáé åãêõñüôçôá

Ôüôå åðåéäÞ ç R åßíáé óõììåôñéêÞ xRw, êáé åðåéäÞ åßíáé åõêëåßäåéá wRy, Üñá ç
R åßíáé ìåôáâáôéêÞ. a

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ôá ìïíôÝëá ôïõ Kripke óôá ïðïßá õðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé
ðéèáíïß êüóìïé, êÜðïéïé áðü ôïõò ïðïßïõò äéáèÝôïõí ðñïóâáóéìüôçôá óå Üëëïõò
êáé ïé ðñþôïé ìðïñïýí íá åðçñåÜóïõí ôé èá éó÷ýåé óôïõò äåýôåñïõò.

Ïñéóìüò 3.1.3. Ðëáßóéï (frame) F ëÝãåôáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (W;R)
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï W êáé ìßá ó÷Ýóç R óôï W . Ôï (W;R)
ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíï, áí ôï W åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Ôá óôïé÷åßá ôïõ W ëÝãïíôáé
(ðéèáíïß) êüóìïé. Ôï W ëÝãåôáé ðåäßï (domain) êáé ç R ó÷Ýóç ðñïóâá-
óéìüôçôáò (accesibility relation). Ìðïñïýìå íá äéáâÜæïõìå ôï xRy \ï x
âëÝðåé ôïí y". Ôï ðëáßóéï (W;R) ëÝìå üôé Ý÷åé êÜðïéá éäéüôçôá ó÷Ýóåùí áíí ç
R Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ëÝìå üôé ôï (W;R) åßíáé ìåôáâáôéêü
áíí ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ.

Ïñéóìüò 3.1.4. Áðïôßìçóç (valuation) V óå Ýíá óýíïëï W åßíáé ìéá ó÷Ýóç
áðü ôï W óôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí. Ìðïñïýìå íá äéáâÜæïõìå
ôï wV p \ï w åðáëçèåýåé (veri�es) ôçí p" Þ \ç p áëçèåýåé óôï w" Þ ç p éó÷ýåé
óôïí w.

Ïñéóìüò 3.1.5. ÌïíôÝëï (model) M ëÝãåôáé ôï äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (F; V ),
üðïõ F = (W;R) åßíáé Ýíá ðëáßóéï êáé V åßíáé ìéá áðïôßìçóç óôï W . Éóïäýíáìá
ìïíôÝëï ëÝãåôáé ç äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá (W;R; V ). ËÝìå üôé ôï ìïíôÝëï (W;R; V )
âáóßæåôáé óôï ðëáßóéï (W;R). Ôï ìïíôÝëï (W;R; V ) ëÝìå üôé Ý÷åé êÜðïéá
éäéüôçôá ó÷Ýóåùí áíí ôï ðëáßóéï óôï ïðïßï âáóßæåôáé Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá
(äçëáäÞ áí ç R Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá).

Ïñéóìüò 3.1.6. Ãéá êÜèå ôñïðéêÞ ðñüôáóç A, êÜèå ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé
êÜèå êüóìï w ∈W ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ôç ó÷Ýóç M;w � A ùò åîÞò:

� M; w 2 ⊥
� M; w � p áíí wV p, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ

� M; w � A→ B áíí (áí M; w � A ôüôå M; w � Â)
áíí (M; w 2 A Þ M; w � Â)

� M; w � �A áíí ãéá êÜèå x ôÝôïéï þóôå wRx, M; x � A

Èá ãñÜöïõìå áêüìá w � A áíôß ôïõ M; w � A, üôáí åßíáé îåêÜèáñï áðü ôá
óõìöñáæüìåíá óå ðïéï ìïíôÝëï áíáöåñüìáóôå. Èá äéáâÜæïõìå \ç A áëçèåýåé
óôï w".

Åîáéôßáò ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý êáé ôïõ ïñéóìïý ôùí õðïëïßðùí óõíäÝóìùí
éó÷ýåé ôï

Ðüñéóìá 3.1.2.

� M; w � >
� M; w � ¬A áíí M; w 2 A
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3.1 Óçìáóéïëïãßá êáé åãêõñüôçôá

� M; w � A ∧B áíí (M; w � A êáé M; w � B)

� M; w � A ∨B áíí (M; w � A Þ M; w � B)

� M; w � A↔ B áíí (M; w � A áíí M; w � B)

� M; w � 3A áíí õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé M; x � B

� M; w � �A áíí ãéá êÜèå x ôÝôïéï þóôå (wRx Þ w = x), M; x � A a

Ïñéóìüò 3.1.7. ¸óôù Ýíá ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé Ýóôù ìéá ðñüôáóç A.
Ç A ëÝãåôáé áëçèÞò óå Ýíáí êüóìï w ôïõ M áíí M; w � A.
Ç A ëÝãåôáé Ýãêõñç (valid) óôï M áíí ãéá êÜèå w ∈W , ç A åßíáé áëçèÞò óôïí
êüóìï w.
Ç A ëÝãåôáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï F = (W;R) áíí åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ìïíôÝëá
ðïõ âáóßæïíôáé óôï F.
Ç A åßíáé éêáíïðïéÞóéìç óôï M áíí õðÜñ÷åé w ∈ W ôÝôïéï þóôå ç A íá åßíáé
áëçèÞò óôïí w ôïõ M.
ÔÝëïò ç A åßíáé éêáíïðïéÞóéìç óå Ýíá ðëáßóéï F = (W;R) áíí ç A åßíáé éêá-
íïðïéÞóéìç óå êÜðïéï ìïíôÝëï ðïõ âáóßæåôáé óôï F.

Ðñüôáóç 3.1.3. Áí K ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ìïíôÝëá êáé üëá
ôá ðëáßóéá.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ A. Èá äåßîïõìå üôé ç A
åßíáé Ýãêõñç óôï M = (W;R; V ). ¸óôù w ∈W .

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé ôáõôïëïãßá, êáé Üñá åßíáé ôáõôïëïãéêüò áëçèïóõ-
íáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôïõ
M; w � A, Ý÷ïõìå üôé w � A áíí éó÷ýåé ï ßäéïò ôáõôïëïãéêüò óõíäõáóìüò
ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò w � B óôç ìåôáãëþóóá, ðïõ éó÷ýåé ùò ôáõôïëïãßá.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B → A êáé ôçí B ìå ôïí êáíüíá modus ponens
Ý÷ïõìå üôé áí w � B → A, äçëáäÞ (áí w � B ôüôå w � A), êáé w � B,
ôüôå w � A.

� Áí ç A åßíáé åðéìåñéóôéêü áîßùìá ôüôå åßíáé ôçò ìïñöÞò �(B → C) →
(�B → �C). ¸óôù üôé w � �(B → C) êáé w � �B. Ôüôå ãéá êÜèå
x ôÝôïéï þóôå wRx, Ý÷ïõìå x � B → C êáé x � Â. ¸ôóé, üðùò óôçí
ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ãéá êÜèå x ôÝôïéï þóôå wRx, x � C, äçëáäÞ
w � �C. ¢ñá w � �(B → C) → (�B → �C).

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B ìå ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò, äçëáäÞ A =
�B, Ýóôù üôé ç A åßíáé Ýãêõñç óôï M, äçëáäÞ ç A åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå
êüóìï ôïõ M, êáé Ýóôù ôõ÷áßï w ∈ W . Ôüôå ç A åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå
x ôÝôïéï þóôå wRx, êáé Üñá w � �A. ÔåëéêÜ, áöïý ôï w Þôáí ôõ÷áßï, ç
ðñüôáóç �A åßíáé Ýãêõñç óôï M. a

Ðñüôáóç 3.1.4. Äåí áëçèåýåé ðÜíôá üôé áí ìéá ðñüôáóç åßíáé Ýãêõñç óå Ýíá
ìïíôÝëï, ôüôå êÜèå óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò åßíáé Ýãêõñï óå áõôü ôï ìï-
íôÝëï.
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3.1 Óçìáóéïëïãßá êáé åãêõñüôçôá

Áðüäåéîç. ¸óôù M = (W;R; V ) Ýôóé þóôå ãéá êÜèå w, éó÷ýåé üôé wV p áëëÜ
äåí éó÷ýåé üôé wV q. Ôüôå ôï p åßíáé Ýãêõñï óôï M, áëëÜ ôï q, ðïõ åßíáé ôï
óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò pp(q), äåí åßíáé Ýãêõñï óôï M. a

Ðñüôáóç 3.1.5. Áí ç ðñüôáóç F åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R), ôüôå êÜèå
óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò Fp(A) ôçò F , åßíáé Ýãêõñï óå áõôü ôï ðëáßóéï.

Áðüäåéîç. ¸óôù ôõ÷áßá áðïôßìçóç V óôï W êáé M = (W;R; V ). Ïñßæïõìå
ôçí áðïôßìçóç V ′ óôï W ùò åîÞò: wV ′p áíí M; w � A êáé wV ′q áíí wV q,
ãéá êÜèå q 6= p. ¸óôù M′ = (W;R; V ). Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
F áðïäåéêíýïõìå üôé M′; w � F áíí M; w � Fp(A). ÅðåéäÞ ç F åßíáé Ýãêõñç
óôï (W;R), éó÷ýåé üôé M; w � F êáé Üñá M; w � Fp(A). Áõôü áðïäåß÷èçêå ãéá
ôõ÷áßá V êáé ôõ÷áßï w, Ýôóé ç Fp(A) åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R). a

Ïñéóìüò 3.1.8. ¸óôù ìéá ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôáò R óå Ýíá óýíïëï W . Ãéá
êÜèå i ∈ N ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç Ri áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:
R0 = {(w;w)| w ∈W} åßíáé ç ôáõôïôéêÞ ó÷Ýóç óôï W êáé
Ri+1 = {(w; y)| w; y ∈W ∧ ∃x ∈W (wRix ∧ xRy)}.
¸ôóé R1 = R êáé wRiy áíí ∃x0 : : : ∃xn(w = x0R : : : Rxi = y).

Ïñéóìüò 3.1.9. ¸óôù ìéá ôñïðéêÞ ðñüôáóç A. Ãéá êÜèå i ∈ N ïñßæïõìå ôçí
ðñüôáóç �iA áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: �0A = A êáé �i+1A = ��iA. ¼ìïéá
ïñßæïõìå ôçí ðñüôáóç 3iA.

Ðñüôáóç 3.1.6. ¸óôù Ýíá ðëáßóéï F = (W;R). Ôüôå w � �iA áíí ãéá êÜèå
y ôÝôïéï þóôå wRiy, y � A. Áêüìá w � 3iA áíí õðÜñ÷åé y ôÝôïéï þóôå wRiy
êáé y � A.

Áðüäåéîç. Ôï ðñþôï óêÝëïò áíÜãåôáé óôï äåýôåñï, áöïý ìå åðáãùãÞ ìðïñåß
íá äåé÷èåß üôé w � �iA áíí w � ¬3i¬A.

Ìå åðáãùãÞ óôï i áðïäåéêíýïõìå ôï äåýôåñï óêÝëïò ôçò ðñüôáóçò. Ãéá i = 0
éó÷ýåé áðü ôï ðüñéóìá 3.1.2. ÕðïèÝôïíôáò üôé éó÷ýåé ãéá i èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé
ãéá i + 1. w � 3i+1A áíí w � 33iA áíí õðÜñ÷åé x, ôÝôïéï þóôå wRx êáé
x � 3iA áíí (áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç) õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé
õðÜñ÷åß y ôÝôïéï þóôå xRiy êáé y � A áíí õðÜñ÷åé y ôÝôïéï þóôå wRi+1y êáé
y � A. a

Ïñéóìüò 3.1.10. Ïñßæïõìå ôïí ôñïðéêü âáèìü (modal degree) d(A), ìéáò
ðñüôáóçò A, áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

� d(⊥) = 0

� d(p) = 0, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ

� d(A→ B) = max(d(A); d(B))

� d(�A) = d(A) + 1

ÄçëáäÞ o d(A) åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò öùëéáóìÝíùí åìöáíßóåùí ôïõ �
óôçí A.

32



3.1 Óçìáóéïëïãßá êáé åãêõñüôçôá

Ðñüôáóç 3.1.7. Ç áñ÷Þ ôçò óõíÝ÷åéáò. ¸óôù ôá ìïíôÝëá M = (W;R; V ) êáé
N = (X;S;U). ÕðïèÝôïõìå üôé d(A) = n, üôé üëåò ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí A áíÞêïõí óå Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí P ,
üôé X ⊇ {x| ∃i 6 n (wRix)}, üôé S = R|X = {(x; y)| x; y ∈ X ∧ xRy} êáé
üôé ãéá êÜèå x ∈ X êáé êÜèå p ∈ P , xUp áíí xV p. Ôüôå ãéá êÜèå w ∈ W
M; w � A áíí N; w � A.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò õðïðñüôáóçò B ôçò A, èá
äåßîïõìå üôé áí ãéá êÜðïéï i, éó÷ýåé wRix êáé d(B) 6 n− i, êáé Üñá x ∈ X, ôüôå
M; x � B áíí N; x � B. Ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé, áöïý wR0w êáé d(A) 6 n− 0.

� Áí B = ⊥ ôüôå M; x 2 ⊥ êáé N; x 2 ⊥.
� Áí B = p, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå M; x � p áíí xV p áíí xUp
áíí N; x � p.

� Áí B = C → D. ¸óôù d(C → D) 6 n − i, äçëáäÞ max(d(C); d(D)) 6
n− i. Ôüôå d(C); d(D) 6 n− i êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç M; x � C
áíí N; x � C, êáé M; x � D áíí N; x � D. Óõíåðþò M; x � B áíí
N; x � B.

� Áí B = �C. ¸óôù wRix êáé d(B) 6 n − i. Ôüôå d(B) = d(C) + 1, Üñá
d(C) 6 n − i − 1. Áí xRy ôüôå wRi+1y êáé ôüôå y ∈ X, Üñá xSy. ¸ôóé
Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ M; x � B áíí ãéá êÜèå y ìå xRy, M; y � C áíí ãéá êÜèå
y ìå xSy, M; y � C áíí, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ãéá êÜèå y ìå xSy,
N; y � C áíí N; x � C. a

Ïñéóìüò 3.1.11. ¸óôù M = (W;R; V ), w ∈ W , X = {x| ∃i (wRix)}, S =
{(x; y)| x; y ∈ X ∧ xRy} êáé ãéá êÜèå x ∈ X êáé êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
p, xUp áíí xV p. Ôüôå ôï N = (X;S;U) ïíïìÜæåôáé ðáñáãüìåíï õðïìïíôÝëï
(generated submodel) ôïõ M áðü ôï w.

Ðñüôáóç 3.1.8. Ç áñ÷Þ ôïõ ðáñáãüìåíïõ õðïìïíôÝëïõ. ¸óôù M =
(W;R; V ) êáé N = (X;S;U) ôï ðáñáãüìåíï õðïìïíôÝëï ôïõ M áðü Ýíá w ∈W .
Ôüôå M; w � A áíí N; w � A.

Áðüäåéîç. ¸óôù P ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí êáé n =
d(A). Ôüôå X ⊇ {x| ∃i 6 n (wRix)} êáé ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôçò
óõíÝ÷åéáò. a

Ðüñéóìá 3.1.9. Èåùñïýìå ôá ìïíôÝëá M = (W;R; V ) êáé N = (W;R;U),
ôçí ðñüôáóç A êáé ôï w ∈ W . Áí ãéá êÜèå x ôÝôïéï þóôå ∃i > 0(wRix) êáé
ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí A, xV p áíí xUp, ôüôå
M; w � A áíí N; w � A. a

Èåþñçìá 3.1.10.
(á) Ç �p→ ��p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R) áíí ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ.
(â) Ç �p→ p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R) áíí ç R åßíáé áõôïðáèÞò.
(ã) Ç p→ �3p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R) áíí ç R åßíáé óõììåôñéêÞ.
(ä) Ç 3p→ �3p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R) áíí ç R åßíáé åõêëåßäåéá.
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Áðüäåéîç.

(á) ÕðïèÝôïõìå üôé ç �p → ��p åßíáé Ýãêõñç óôï (W;R) êáé üôé wRxRy.
¸óôù áðïôßìçóç V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå z ∈ W , zV p áíí wRz. Ôüôå wRx,
Üñá w � �p, Üñá, áðü ôçí õðüèåóç, w � ��p, óõíåðþò y � p Üñá wRy.

Áíôßóôñïöá, õðïèÝôïõìå üôé ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé èåùñïýìå ôõ÷áßá áðï-
ôßìçóç V . ¸óôù w � p êáé wRxRy. Ôüôå, ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò ôçò R, wRy,
êáé, áöïý w � �p êáé wRy, y � p. ¸ôóé, áöïý wRxRy, w � ��p.
(â) Ïìïßùò, ãéá w ∈W , ìå V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå x ∈W , xV p áíí wRx.
(ã) Ïìïßùò, ãéá w ∈W , ìå V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå z ∈W , zV p áíí z = w.
(ä) Ïìïßùò, áí õðïèÝóïõìå üôé wRx, wRy, ìå V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå z ∈ W ,
zV p áíí z = y. a

Èåþñçìá 3.1.11. ¸îé èåùñÞìáôá åãêõñüôçôáò.
(á) Áí K ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðëáßóéá.
(â) Áí K4 ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ìåôáâáôéêÜ ðëáßóéá.
(ã) Áí T ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá áõôïðáèÞ ðëáßóéá.
(ä) Áí S4 ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá áõôïðáèÞ êáé ìåôáâáôéêÜ
ðëáßóéá.
(å) Áí B ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá áõôïðáèÞ êáé óõììåôñéêÜ
ðëáßóéá.
(óô) Áí S5 ` A, ôüôå ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá áõôïðáèÞ êáé åõêëåßäåéá ðëáß-
óéá, äçëáäÞ óå üëá ôá ðëáßóéá ðïõ ç ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôÜò ôïõò åßíáé ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò.

Áðüäåéîç.

(á) Åßíáé ç ðñüôáóç 3.1.3.
(â) Áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.10 êáé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.3, ðáñáôçñþíôáò
üôé êÜèå áîßùìá ôçò ìïñöÞò �A→ ��A åßíáé óôéãìéüôõðï áíôéêáôÜóôáóçò ôçò
ðñüôáóçò �p→ ��p, ðïõ åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ìåôáâáôéêÜ ðëáßóéá.
(ã)-(å) ¼ìïéá ìå ôï (â).
(óô) ¼ìïéá ìå ôï (â), ëáìâÜíïíôáò õðüøçí êáé ôçí ðñüôáóç 3.1.1. a

Ðñüôáóç 3.1.12. Áí ç R åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç, ôüôå åßíáé áíáõôï-
ðáèÞò.

Áðüäåéîç. Áí õðÞñ÷å w ∈ W ôÝôïéï þóôå wRw ,ôï {w| w ∈ W} èá Þôáí ìç
êåíü óýíïëï ÷ùñßò R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï. a

Ðñüôáóç 3.1.13. Ç R åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç áíí äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç
R-áëõóßäá x1R : : : RxiRxi+iR : : : . a

Ðñüôáóç 3.1.14. EðáãùãÞ óôçí áíôßóôñïöç ôçò R. ¸óôù ìïíôÝëï M =
(W;R; V ), ôÝôïéï þóôå ç R åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç, êáé ø ìéá éäéüôçôá
óôï W . Éó÷ýåé üôé áí ãéá êÜèå w ∈ X êáé ãéá êÜèå x, ôÝôïéï þóôå wRx, ø(x),
ôüôå ãéá êÜèå w ∈W , ø(w).
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Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ãéá êÜèå w ∈W êáé ãéá êÜèå x, ôÝôïéï þóôå wRx, ø(x).
Ïñßæïõìå X = {w ∈ W | ¬ø(w)}. ¸óôù üôé w ∈ W , äçëáäÞ ¬ø(w). Ôüôå
õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé ¬ø(x), äçëáäÞ x ∈ X. Óõíåðþò ôï X äåí Ý÷åé
R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï êáé, áöïý ç R åßíáé áíôéóôñüöùò êáëÜ ïñéóìÝíç, ôï X
åßíáé êåíü. ¸ôóé ãéá êÜèå w ∈W , ø(w). a

Èåþñçìá 3.1.15. Ç �(�p→ p) → �p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R) áíí ç
R åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ç �(�p→ p) → �p åßíáé Ýãêõñç óôï ðëáßóéï (W;R).
Ãéá ôç ìåôáâáôéêüôçôá: ¼ðùò óôï èåþñçìá 3.1.11, üëá ôá èåùñÞìáôá ôïõ GL

åßíáé Ýãêõñá óôï (W;R), êáé åðåéäÞ, áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.13, GL ` �p→ ��p,
ç �p→ ��p åßíáé Ýãêõñç óôï (W;R). ¢ñá áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.10, ôï (W;R)
åßíáé ìåôáâáôéêü.

Ãéá ôï üôé ç R åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç: ¸óôù ðñïò Üôïðï Ýíá ìç êåíü
óýíïëï X ðïõ äåí Ý÷åé R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï. ¸óôù w ∈ X êáé V áðïôßìçóç
óôï W , ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå a ∈ W , aV p áíí a =∈ X. ¸óôù x ∈ W , ôÝôïéï
þóôå wRx êáé x 2 p, Üñá x ∈ X. ÅðåéäÞ ôï x äåí åßíáé R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï
ôïõ X, õðÜñ÷åé y ∈ X ìå xRy. Ôüôå y 2 p êáé Üñá x 2 �p. ¸ôóé x � �p → p
êáé Üñá w � �(�p→ p). ¼ìùò, åðåéäÞ ôï w äåí åßíáé R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï ôïõ
X, õðÜñ÷åé x ∈ X ìå wRx. Ôüôå x 2 p êáé Üñá w 2 �p. ¸ôóé w 2 �(�p →
p) → �p, ðïõ åßíáé Üôïðï åîáéôßáò ôçò åãêõñüôçôáò ôçò �(�p→ p) → �p.

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç
êáé Ýóôù w 2 �p. Ôüôå õðÜñ÷åé z ∈ W ôÝôïéï þóôå z 2 p, Üñá ôï óýíïëï
X = {x ∈ W | wRx ∧ x 2 p} åßíáé ìç êåíü êáé Üñá Ý÷åé R-ìåãéóôéêü óôïé÷åßï
x. ¢ñá áí xRy ôüôå y =∈ X, äçëáäÞ ¬wRy Þ y � p. ¼ìùò, wRx êáé xRy, Üñá
áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá, wRy, Ýôóé y � p. Óõíåðþò x � �p, Üñá x 2 �p → p
êáé w 2 �(�p → p). ÔåëéêÜ, ìå áíôéèåôïáíáóôñïöÞ, áí w � �(�p → p) ôüôå
w � �p, äçëáäÞ ç �(�p→ p) → �p åßíáé Ýãêõñç óôï (W;R). a

Ðñüôáóç 3.1.16. ¸óôù üôé ôï F = (W;R) åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé ìåôáâáôéêü.
Ôüôå ôï F åßíáé áíáõôïðáèÝò áíí åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï.

Áðüäåéîç. Ç ìéá öïñÜ åßíáé ðüñéóìá ôçò ðñüôáóçò 3.1.12. ¸óôù ðñïò Üôïðï
üôé ôï F äåí åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï. Ôüôå, áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.13,
õðÜñ÷åé Üðåéñç R-áëõóßäá x1R : : : RxiRxi+iR : : : êáé ãéá êÜèå i < j, áðü ôç
ìåôáâáôéêüôçôá ôçò R, xiRxj êáé åîáéôßáò ôçò áíáõôïðÜèåéáò ôçò R, xi 6= xj .
¢ñá ôï W åßíáé Üðåéñï, Üôïðï. a

Èåþñçìá 3.1.17. Áí GL ` A, ôüôå
(á) ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ìåôáâáôéêÜ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíá ðëáß-
óéá êáé
(â) ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ ðëáß-
óéá.

Áðüäåéîç. Áðü ôï èåþñçìá 3.1.15 üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 3.1.11 êáé
ëáìâÜíïíôáò õðüøçí ôçí ðñüôáóç 3.1.16. a
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ÓõíÞèùò óêåöôüìáóôå ôéò êëÜóåéò ðëáéóßùí óáí ìïíôÝëá ìéáò ôõðéêÞò ãëþó-
óáò ðïõ Ý÷åé ìïíáäéêü êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï ôï R. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ðëáß-
óéï åßíáé ìåôáâáôéêü áíí ç ðñùôïâÜèìéá ðñüôáóç ∀x∀y∀z(xRy ∧ yRz → xRz)
áëçèåýåé óå áõôü ôï ðëáßóéï. ¼ìùò áõôü äåí éó÷ýåé ðÜíôá, üðùò äåß÷íåé ç ðá-
ñáêÜôù ðñüôáóç. ¼ôáí éó÷ýåé ãéá êÜðïéá êëÜóç ðëáéóßùí, áõôÞ ëÝãåôáé óôïé-
÷åéþäçò (elementary).

Ðñüôáóç 3.1.18. Äåí õðÜñ÷åé ðñùôïâÜèìéá ðñüôáóç ðïõ íá áëçèåýåé óôï ðëáß-
óéï (W;R) áíí ôï (W;R) åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï, äçëáäÞ ç êëÜóç
ðëáéóßùí, ðïõ åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíá, äåí åßíáé óôïé÷åéþäçò.

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé ç ðñùôïâÜèìéá ðñüôáóç ë åßíáé Ýíá áíôéðáñÜ-
äåéãìá. Ôüôå ç ë äçëþíåé üôé ç R åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç, äçëáäÞ áðü
ôçí ðñüôáóç 3.1.13, äåí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò áêïëïõèßåò x0Rx1R : : : . Ïñßæïõìå
ón(xo; x1 : : : ; xn) = x0Rx1∧x1Rx2∧· · ·∧xn−1Rxn êáé Ó = {ë}∪{ón| n ∈ N}.
ÅðåéäÞ êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Ó éêáíïðïéåßôáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï
èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò ãéá ôïí ðñïôáóéáêü ëïãéóìü, óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ôï
Ó éêáíïðïéåßôáé, äçëáäÞ óå êÜðïéï ðëáßóéï ðïõ éêáíïðïéåßôáé áðü ôç ë õðÜñ÷åé
Üðåéñç áëõóßäá. Ôï ë åêöñÜæåé, üìùò, ôï áêñéâþò áíôßèåôï, Üôïðï. a

Áí ôï ðëáßóéï (W;R) åßíáé åðßóçò êáé ìåôáâáôéêü Ý÷ïõìå ôçí ðáñáêÜôù ðñü-
ôáóç.

Ðñüôáóç 3.1.19. Äåí õðÜñ÷åé ðñùôïâÜèìéá ðñüôáóç ðïõ íá áëçèåýåé óôï ðëáß-
óéï (W;R) áíí ôï (W;R) åßíáé ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöÜ êáëÜ ïñéóìÝíï, äç-
ëáäÞ ç êëÜóç ðëáéóßùí, ðïõ åßíáé ìåôáâáôéêÜ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíá,
äåí åßíáé óôïé÷åéþäçò.

Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç, ìå ôç ë íá äçëþíåé üôé ç R
åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç êáé ïñßæïíôáò ôï Ó = {ë} ∪
{∀x∀y∀z(xRy ∧ yRz → xRz)}{ón| n ∈ N}. a

ÐáñáôÞñçóç 3.1.1. Ôá èåùñÞìáôá 3.1.16 êáé 3.1.17, ìáò âïçèïýí íá îåðåñÜóïõìå
ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç.

Óôçí ðñüôáóç 3.1.15 åßäáìå üôé ç �(�p → p) → �p åßíáé Ýãêõñç áêñéâþò
óôá ðëáßóéá ðïõ åßíáé ìåôáâáôéêÜ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíá. ¼ìùò:

Ðñüôáóç 3.1.20. Äåí õðÜñ÷åé ôñïðéêÞ ðñüôáóç ðïõ åßíáé Ýãêõñç áêñéâþò óôá
áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíá ðëáßóéá.

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé ç ôñïðéêÞ ðñüôáóç A, ìå ôñïðéêü âáèìü n =
d(A) åßíáé Ýíá áíôéðáñÜäåéãìá. Ïñßæïõìå W = N êáé R = {(w; x)| w; x ∈ W ∧
w+1 = x}, äçëáäÞ ç R åßíáé ç ó÷Ýóç åðïìÝíïõ ôïõ N. Ôüôå ôï (W;R) äåí åßíáé
áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï Üñá õðÜñ÷åé áðïôßìçóç V êáé w ∈ W ôÝôïéïé þóôå
w 2 A. Ïñßæïõìå áêüìá X = {w;w + 1; : : : ; w + n}, S = R|X = {(x; y)| x; y ∈
X ∧ xRy}, êáé ãéá êÜèå p ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí A, xUp áíí xV p. Áðü ôçí áñ÷Þ
ôçò óõíÝ÷åéáò (X;S;U); w 2 A. ¼ìùò ôï (X;S) åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Üñá
áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï, Üôïðï. a
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Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï áðïäåéêíýïõìå ôá áíôßóôñïöá ôùí èåùñçìÜôùí 3.1.17
êáé 3.1.11. Ãéá áõôüí ôï óêïðü, õéïèåôïýìå ðñïóùñéíÜ ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò 3.2.1. Ïñßæïõìå ðüôå Ýíá ðëáßóéï åßíáé êáôÜëëçëï (appropriate)
ãéá êÜðïéï áðü ôá åöôÜ êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá ðïõ Ý÷ïõìå äåé.
(á) ¼ëá ôá ðëáßóéá åßíáé êáôÜëëçëá ãéá ôï K.
¸íá ðëáßóéï åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï
(â) K4 áíí åßíáé ìåôáâáôéêü.
(ã) T áíí åßíáé áõôïðáèÝò.
(ä) S4 áíí åßíáé áõôïðáèÝò êáé ìåôáâáôéêü.
(å) B áíí åßíáé áõôïðáèÝò êáé óõììåôñéêü.
(óô) S5 áíí åßíáé áõôïðáèÝò êáé åõêëåßäåéï, äçëáäÞ áíí ç ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôÜò
ôïõ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.
(æ) GL áíí åßíáé ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï.
¸íá ìïíôÝëï ëÝãåôáé êáôÜëëçëï áí âáóßæåôáé óå êÜðïéï êáôÜëëçëï ðëáßóéï.

¸óôù L Ýíá áðü áõôÜ ôá óõóôÞìáôá.

Èåþñçìá 3.2.1. Ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò.
(á) Áí ç ðñüôáóç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ðëáßóéá ðïõ åßíáé
êáôÜëëçëá ãéá ôï L, ôüôå L ` A.
(â) Áí ç ðñüôáóç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðëáßóéá ðïõ åßíáé êáôÜëëçëá ãéá ôï
L, ôüôå L ` A.

Áðüäåéîç.

Ôï (â) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ (á).
¸óôù ìéá ðñüôáóç D ôÝôïéá þóôå L 0 D. Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñá-
óìÝíï ðëáßóéï, ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí D êáé åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï L, ôÝôïéï
þóôå ç A íá ìçí åßíáé Ýãêõñç óå áõôü.

Ïñéóìüò 3.2.2. Ìéá ðñüôáóç èá ëÝãåôáé D-ôýðïò áíí åßíáé õðïðñüôáóç ôçò D
Þ Üñíçóç ìéáò õðïðñüôáóçò ôçò D.

ÐáñáôÞñçóç 3.2.1. ÅðåéäÞ ôï ðëÞèïò ôùí õðïðñïôÜóåùí ôçò D, êáé Üñá ôùí
D-ôýðùí, åßíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñ÷ïõí ìüíï ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò óýíïëá D-
ôýðùí êáé Ý÷ïõí ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá.

Ïñéóìüò 3.2.3. ¸íá óýíïëï X áðü D-ôýðïõò èá ëÝãåôáé L-óõíåðÝò, Þ áðëÜ
óõíåðÝò, áí äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò ðáñáíüçóçò, áíí L 0 ¬

∧
X. Ôï X èá ëÝãåôáé

ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò áíí åßíáé óõíåðÝò êáé ãéá êÜèå õðïðñüôáóç A ôïõ D, åßôå
A ∈ X åßôå ¬A ∈ X.

Ðñüôáóç 3.2.2. Áí ôï X åßíáé óõíåðÝò, ôüôå ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêÜ
óõíåðÝò óýíïëï.
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Áðüäåéîç. ¸óôù A1, A2, . . .An ìéá áðáñßèìçóç ôùí õðïðñïôÜóåùí ôïõ D.
Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ôá óýíïëá

X0 = X êáé Xk+1 =

{
Xk ∪ {Ak}; áí áõôü åßíáé óõíåðÝò

Xk ∪ {¬Ak}; áëëéþò

Ôüôå ãéá êÜèå k ìå 0 6 k 6 n, ôï óýíïëï Xk åßíáé óõíåðÝò êáé ôï óýíïëï
∪nk=0Xk åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò. a

ÅðåéäÞ L 0 D, ôï óýíïëï {¬D} åßíáé óõíåðÝò êáé Üñá õðïóýíïëï êÜðïéïõ
ìåãéóôéêÜ óõíåðïýò óõíüëïõ y.

Ïñßæïõìå ôï ìïíôÝëï M = (W;R; V ), ìå W ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêÜ óõíå-
ðþí ìïíôÝëùí, ôï ïðïßï äåí åßíáé êåíü, áöïý y ∈ W , wV p áíí ç p åìöáíßæåôáé
óôçí D êáé p ∈ w, êáé R ìéá ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôáò, ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýïõí:

(1) Ãéá êÜèå õðïðñüôáóç �B ôïõ D êáé êÜèå w ∈ W , �B ∈ w áíí ãéá êÜèå
x ôÝôïéï þóôå wRx, B ∈ x.

(2) Ôï (W;R) åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï L.

ËÞììá 3.2.3. Ãéá êÜèå õðïðñüôáóç A ôçò D êáé êÜèå w ∈ W , A ∈ w áíí
w � A.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò A, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç óõí-
èÞêç (1) ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ A = �B. a

ÅðåéäÞ ôï y åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò êáé ¬D ∈ y, Ý÷ïõìå üôé D =∈ y êáé, áðü
ôï ëÞììá, y 2 D. Áõôü óçìáßíåé üôé ôï D äåí åßíáé Ýãêõñï óôï ìïíôÝëï M, êáé
Üñá äåí åßíáé Ýãêõñï óôï ðëáßóéï (W;R). ¼ìùò, áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 3.2.1, ôï
(W;R) åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé, áöïý ç R ðëçñïß ôç óõíèÞêç (2), ôï (W;R) åßíáé
êáôÜëëçëï ãéá ôçí L.

Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç, ìÝíåé íá ïñßóïõìå ìéá ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôç-
ôáò ãéá êÜèå Ýíá áðü ôá åöôÜ óõóôÞìáôá, ðïõ íá éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (1) êáé
(2).

Ãéá ôï K. Ïñßæïõìå wRx áíí ãéá êÜèå �B ∈ w, B ∈ x.
(2) ¼ëá ôá ðëáßóéá åßíáé êáôÜëëçëá ãéá ôï K, Üñá êáé ôï (W;R).
(1,⇒) Áí �B ∈ w êáé wRx, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò R, B ∈ x.
(1,⇐) ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí �B =∈ w, ôüôå õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé
B =∈ x. ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé �B =∈ w. Èåùñïýìå ôï

X = {C| �C ∈ w} ∪ {¬B}:

¸óôù, ðñïò Üôïðï, üôé ôï X äåí åßíáé K-óõíåðÝò. Ôüôå
K ` ¬

∧
X, äçëáäÞ

K ` ¬(
∧
{C| �C ∈ w} ∧ ¬B), Üñá

K `
∧
{C| �C ∈ w} → B. Áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ôïõ K ðñïêýðôåé üôé

K `
∧
{�C| �C ∈ w} → �B.

Ôüôå åðåéäÞ ôï w åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò, �B ∈ w, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¸ôóé ôï X
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åßíáé óõíåðÝò êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò óýíïëï x ôÝôïéï þóôå
X ⊆ x. ÅðåéäÞ ¬B ∈ X ⊆ x êáé ôï x åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò, B =∈ x. Áêüìá,
áí �C ∈ w, ôüôå C ∈ X ⊆ x, Üñá, åî ïñéóìïý, wRx.

Ãéá ôï K4. Ïñßæïõìå wRx áíí ãéá êÜèå �B ∈ w, éó÷ýïõí B ∈ x êáé �B ∈ x.
(2) ¸óôù wRx êáé xRy. Ôüôå, ãéá êÜèå �B ∈ w, �B ∈ x, Üñá êáé B ∈ y êáé
�B ∈ y. ¢ñá wRy êáé ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ.
(1,⇒) ¼ìïéá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ K.
(1,⇐) ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí �B =∈ w, ôüôå õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé
B =∈ x. ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé �B =∈ w. Èåùñïýìå ôï

X = {C| �C ∈ w} ∪ {�C| �C ∈ w} ∪ {¬B}:

¸óôù, ðñïò Üôïðï, üôé ôï X äåí åßíáé K4 óõíåðÝò. Ôüôå
K4 ` ¬

∧
X, äçëáäÞ

K4 ` ¬(
∧
{C| �C ∈ w} ∧ (

∧
{�C| �C ∈ w} ∧ ¬B), Üñá

K4 `
∧
{C| �C ∈ w} ∧ (

∧
{�C| �C ∈ w} → B.

Áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ôïõ K4 ðñïêýðôåé üôé
K4 `

∧
{�C| �C ∈ w} ∧ (

∧
{��C| �C ∈ w} → �B. ¼ìùò ãéá êÜèå C

K4 ` �C → ��C, Ýôóé
K4 `

∧
{�C| �C ∈ w} → �B. Ôüôå åðåéäÞ ôï w åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò,

�B ∈ w, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¸ôóé ôï X åßíáé óõíåðÝò êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï
ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò óýíïëï x ôÝôïéï þóôå X ⊆ x. ÅðåéäÞ ¬B ∈ X ⊆ x êáé ôï x
åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò, B =∈ x. Áêüìá, áí �C ∈ w, ôüôå C;�C ∈ X ⊆ x, Üñá,
åî ïñéóìïý, wRx.

Ãéá ôï T. Oñßæïõìå ôçí R üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ K.
(2) ¸óôù w ∈ W . To w åßíáé ìåãéóôéêÜ T-óõíåðÝò. ¼ìùò T ` �B → B êáé
Üñá áí w � �B, ôüôå w � B. ¸ôóé, áðü ôïí ïñéóìü, wRw êáé Üñá ç R åßíáé
áõôïðáèÞò.
(1) ¼ìïéá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ K.

Ãéá ôï S4. Oñßæïõìå ôçí R üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ K4.
Áöïý S4 ` �B → B, ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ìå áõôÞ ôçò ðåñßðôùóçò ãéá ôï T.

Ãéá ôï B. Ïñßæïõìå wRx áíí ãéá êÜèå �B ∈ w, B ∈ x êáé ãéá êÜèå �B ∈ x,
B ∈ w. Åñãáæüìáóôå üðùò óôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, ìå

X = {C| �C ∈ w} ∪ {¬�E| �E åßíáé õðïðñüôáóç ôçò D êáé ¬E ∈ w} ∪ {¬B}:

Ãéá ôï S5. Ïñßæïõìå wRx áíí ãéá êÜèå �B, �B ∈ w áíí �B ∈ x. Ç áðüäåéîç
áêïëïõèåß ôéò ßäéåò ãñáììÝò, ìå

X = {�C| �C ∈ w} ∪ {¬�E| ¬�E ∈ w} ∪ {¬B}:

Ãéá ôï GL. Ïñßæïõìå wRx áíí ãéá êÜèå �B ∈ w, éó÷ýåé üôé B ∈ x, üôé �B ∈ x
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êáé üôé õðÜñ÷åé �E ∈ x ôÝôïéï þóôå ¬�E ∈ w.
(2) ¸óôù wRx êáé xRy. Ôüôå, ãéá êÜèå �C ∈ w, �C ∈ x Üñá êáé C ∈ y êáé
�C ∈ y. Áêüìá, áöïý wRx, õðÜñ÷åé �E ∈ x ôÝôïéï þóôå ¬�E ∈ w êáé Üñá,
áöïý xRy, �E ∈ y êáé ¬�E ∈ w. ¸ôóé wRy êáé ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ.
¸óôù ðñïò Üôïðï wRw. Ôüôå õðÜñ÷åé �E ∈ w ôÝôïéï þóôå ¬�E ∈ w, äçëáäÞ
ôï w äåí åßíáé GL-óõíåðÝò, Üôïðï. ¸ôóé wRy êáé ç R åßíáé áíáõôïðáèÞò.
Ôï (W;R) åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò Üñá, áðü ôçí ðñüôáóç
3.1.16, åßíáé ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï, äçëáäÞ êáôÜëëçëï ãéá
ôï GL.
(1,⇒) ¼ìïéá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ K.
(1,⇐) ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí �B =∈ w, ôüôå õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé
B =∈ x. ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé �B =∈ w. Èåùñïýìå ôï

X = {C;�C| �C ∈ w} ∪ {¬B;�B}:

¸óôù, ðñïò Üôïðï, üôé ôï X äåí åßíáé GL óõíåðÝò. Ôüôå
GL ` ¬

∧
X, äçëáäÞ

GL ` ¬(
∧
{C;�C| �C ∈ w} ∧�B ∧ ¬B), Üñá

GL `
∧
{C;�C| �C ∈ w} ∧�B → B ðïõ óçìáßíåé

GL `
∧
{C;�C| �C ∈ w} → (�B → B). Áðü ôçí êáíïíéêüôçôá ôïõ GL,

GL `
∧
{�C;��C| �C ∈ w} → �(�B → B). ÅðåéäÞ üìùò

GL ` �(�B → B) → B êáé ãéá êÜèå C,
GL ` �C → ��C, ôåëéêÜ Ý÷ïõìå
GL ` {�C| �C ∈ w} → �B.
Ôüôå åðåéäÞ ôï w åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò, �B ∈ w, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¸ôóé ôï X
åßíáé óõíåðÝò êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò óýíïëï x ôÝôïéï þóôå
X ⊆ x. ÅðåéäÞ ¬B ∈ X ⊆ x êáé ôï x åßíáé ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò, B =∈ x. Áêüìá,
áí �C ∈ w, ôüôå C;�C ∈ X ⊆ x, Üñá, åî ïñéóìïý, wRx.

¸ôóé ïëïêëçñþèçêå ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò. Âïçèïýìå-
íïé áðü ôçí áíÜëõóç ðïõ êÜíáìå óôçí áðüäåéîÞ ôïõ, ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå
óôï åîÞò áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 3.2.4. Áí L åßíáé Ýíá áðü ôá åöôÜ óõóôÞìáôá, ôüôå ôï L åßíáé áðïêñß-
óéìï, äçëáäÞ õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé ðÜíôá áí ìéá ôõ÷áßá ðñüôáóç
D åßíáé èåþñçìÜ ôïõ Þ ü÷é.

Áðüäåéîç. ¸óôù k ôï ðëÞèïò ôùí õðïðñïôÜóåùí ôçò D. ÅðåéäÞ ãéá êÜèå õðï-
ðñüôáóç A ôçò D, êÜèå ìåãéóôéêÜ óõíåðÝò óýíïëï õðïðñïôÜóåùí ôçò D ðåñéÝ÷åé
áêñéâþò ìéá áðü ôéò A êáé ¬A, õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý 2k ìåãéóôéêÜ óõíåðÞ óýíïëá
D-ôýðùí. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç óõìðåñáßíïõìå üôé áí L 0 D ôüôå
õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï ìïíôÝëï M = (W;R; V ) ìå ôï ðïëý 2k êüóìïõò, ðïõ óå
êÜðïéïí áðü áõôïýò ç D äåí åßíáé áëçèÞò. Áêüìá âëÝðïõìå üôé ðñïûðüèåóç ôïõ
wV p åßíáé ôï p íá åìöáíßæåôáé óôçí D. Éó÷ýåé üôé L ` D áí äåí õðÜñ÷åé êá-
íÝíáò êüóìïò w óå êáíÝíá ìïíôÝëï þóôå W 2 D. ¸÷ïõìå íá åëÝãîïõìå ìüíï

ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò (22k) ðåðåñáóìÝíá ìïíôÝëá êáé Üñá, áöïý ìðïñïýìå íá
ôá äéáôñÝîïõìå, õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé.

a
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3.2 Ðëçñüôçôá êáé áðïêñéóéìüôçôá

Ïñéóìüò 3.2.4. ¸íá ðëáßóéï (W;R) ïíïìÜæåôáé äÝíôñï áíí

(i) Ãéá êÜèå w ∈W áí xRw êáé yRw ôüôå x = y, äçëáäÞ ôï w åßíáé ðñïóâÜ-
óéìï áðü ôï ðïëý Ýíáí êüóìï.

(ii) ÕðÜñ÷åé ìïíáäéêü óôïé÷åßï ôïõW , ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé ñßæá, ðïõ äåí åßíáé
ðñïóâÜóéìï áðü êáíÝíáí êüóìï.

(iii) Ç R åßíáé áêõêëéêÞ, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé áêïëïõèßá ôçò ìïñöÞò
x0Rx1 : : : RxnRx0.

¸íá ðëáßóéï (W;R) ïíïìÜæåôáé äÜóïò áíí åßíáé îÝíç Ýíùóç äÝíôñùí, äçëáäÞ ôï
ðåäßï ôïõ åßíáé îÝíç Ýíùóç ôùí ðåäßùí ôùí äÝíôñùí êáé ç ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôÜò
ôïõ åßíáé îÝíç Ýíùóç ôùí ó÷Ýóåùí ðñïóâáóéìüôçôáò ôùí äÝíôñùí.

Ðñüôáóç 3.2.5. Aí ìéá ðñüôáóç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôá-
âáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ äÜóç, ôüôå GL ` A.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå M = (W;R; V ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõ-
ôïðáèÝò ìïíôÝëï. Èá áêïëïõèÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ðïõ èá ìáò åðéôñÝøåé üôáí
áêïëïõèïýìå ìéá ó÷Ýóç ðñïóâáóéìüôçôáò íá èåùñïýìå êÜèå êüóìï óáí íÝï,
þóôå íá \îåìðëÝîïõìå" äÝíôñá êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá äÜóïò.

¸óôùX ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ðåðåñáóìÝíåò R-áêïëïõèßåò, äçëáäÞ
ôéò áêïëïõèßåò ôçò ìïñöÞò (x0; x1; : : : ; xn) ãéá üëá ôá n, ôÝôïéåò þóôå ãéá êÜèå
i < n, xiRxi+1.¸óôù, áêüìá, ç ó÷Ýóç S ôÝôïéá þóôå sSr áíí ç áêïëïõèßá r
åðåêôåßíåé ãíÞóéá ôçí s, äçëáäÞ ãéá êÜðïéá n;m ìå n < m, s = (x0; x1; : : : ; xn)
êáé r = (x0; x1; : : : ; xm).

Ôï (W;R) åßíáé áêõêëéêü ãéáôß, áí åß÷å êýêëï, ôüôå åðåéäÞ åßíáé ìåôáâáôéêü
èá õðÞñ÷å w ∈ W ôÝôïéï þóôå wRw, Üôïðï. ÅðåéäÞ åßíáé êáé ðåðåñáóìÝíï, ôï
(X;S) åßíáé åðßóçò ðåðåñáóìÝíï. Ôï (X;S) åßíáé áêüìá ðñïöáíþò ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò.

Ïñßæïõìå ôþñá, áí s = (x0; x1; : : : ; xn), sUp áíí xnV p.
Áí N = (X;S;U) êáé A ìéá ðñüôáóç, ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò

A ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé N; s � A áíí M; xn � A. Óõíåðþò áí ìéá ðñüôáóç A
åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ äÜóç, ôüôå åßíáé
Ýãêõñç êáé óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ ðëáßóéá.

¼ìùò áðü ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò 3.2.1 êáé ôçí ðñüôáóç 3.1.16, Ý÷ïõìå
üôé áí ìéá ðñüôáóç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõ-
ôïðáèÞ ðëáßóéá, ôüôå GL ` A. a

Ðüñéóìá 3.2.6. Aí ìéá ðñüôáóç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôá-
âáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ äÝíôñá, ôüôå GL ` A.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ðáñáãüìåíïõ õðïìïíôÝëïõ 3.1.8 êáé ôçí ðáñáôÞ-
ñçóç üôé êÜèå ðáñáãüìåíï õðïìïíôÝëï åíüò äÜóïõò åßíáé äÝíôñï. a
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4. ÁðïôåëÝóìáôá ãéá ôï GL

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïýìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò áìåôÜâëçôåò ðñïôÜ-
óåéò, äçëáäÞ ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, êáé ðþò
áõôÜ åöáñìüæïíôáé óôçí PA.

4.1 ÁìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ

Ïñéóìüò 4.1.1. Ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç ëÝìå üôé åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áíí
åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �i⊥, ãéá êÜðïéï
i ∈ N

ËÞììá 4.1.1.
(á) Ãéá êÜèå 0 6 i 6 j, GL ` �i⊥ → �j⊥
(â) Ãéá êÜèå 0 6 i 6 j, GL ` 3j> → 3i>

Áðüäåéîç. (á) Må åðáãùãÞ óôá i, j, áöïý GL ` ⊥ → �⊥ êáé ãéá êÜèå ðñüôáóç
D, GL ` �D → ��D.
(â) Áðü ôïí ïñéóìü ôçò > êáé áíôéèåôïáíôéóôñïöÞ. a

Èåþñçìá 4.1.2. (êáíïíéêÞò ìïñöÞò ãéá áìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò) Áí A
åßíáé ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç, ôüôå õðÜñ÷åé áìåôÜâëçôç ðñüôáóç B óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ ôÝôïéá þóôå GL ` B ↔ C.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò A. Áí A = ⊥ Þ åßíáé ôçò
ìïñöÞò B → C ìå B êáé C óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, ôï æçôïýìåíï éó÷ýåé. ÌÝíåé
ç ðåñßðôùóç ðïõ ç A åßíáé ôçò ìïñöÞò �B ìå B óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Áöïý ç
B åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �i⊥ ìðïñåß íá
ãñáöôåß óå êáíïíéêÞ óõæåõêôéêÞ ìïñöÞ: GL ` B ↔ C1 ∧ · · · ∧ Ck
ìå Cr = �nr;1⊥ ∨ · · · ∨�nr;p⊥ ∨ ¬�mr;1⊥ ∨ · · · ∨ ¬�mr;q⊥ üôáí 1 6 r 6 k.
¼ìùò áðü ôçí êáíïíéêüôçôá
GL ` �(C1 ∧ · · · ∧ Ck) ↔ �C1 ∧ · · · ∧�Ck, äçëáäÞ
GL ` Á↔ �C1 ∧ · · · ∧�Ck.

¸óôù C = �n1⊥∨ · · · ∨�np⊥∨¬�m1⊥∨ · · · ∨ ¬�mq⊥. Áñêåß íá äåßîïõìå
üôé ç �C åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ðñüôáóç óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Ìðïñïýìå, ÷ùñßò
ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, áöïý GL ` C ↔ �0⊥∨C íá èåùñÞóïõìå üôé õðÜñ÷åé
êÜðïéá èåôéêÞ åìöÜíéóç�nr⊥ áíÜìåóá óôéò äéáæåýîåéò ôçò C. Áðü ôï ëÞììá 4.1.1
GL ` C ↔ �n⊥ ∨ ¬�m⊥, ìå n = max(n1; : : : ; np) êáé min(m1; : : : ;mq).
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4.1 ÁìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ

Áí äåí åìöáíßæåôáé ç ¬�m⊥, ôüôå GL ` C ↔ �n⊥, Üñá áðü ôçí êáíïíéêü-
ôçôá GL ` �C ↔ �n+1⊥ êáé ç �C åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ðñüôáóç óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ.

Áí åìöáíßæåôáé ç ¬�m⊥, ôüôå GL ` C ↔ (�m⊥ → �n⊥).
Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:
Áí m 6 n, áðü ôï ëÞììá 4.1.1 óõìðåñáßíïõìå üôé GL ` C, Üñá GL ` �C,

äçëáäÞ GL ` �C ↔ >, êé Ýôóé ç C åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ðñüôáóç óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ.

Áí n < m, äçëáäÞ n+ 1 6 m,

1. GL ` �n+1⊥ → �m⊥ (áðü ôï ëÞììá 4.1.1)
2. GL ` (�m⊥ → �n⊥) → (�n+1⊥ → �n⊥) (1, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
3. GL ` �(�m⊥ → �n⊥) → �(�n+1⊥ → �n⊥) (2, êáíïíéêüôçôá)
4. GL ` �(�n+1⊥ → �n⊥) → �n+1⊥ (áîßùìá ôïõ L�ob)
5. GL ` �(�m⊥ → �n⊥) → �n+1⊥ (3, 4, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
6. GL ` �n⊥ → (�m⊥ → �n⊥) (ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)
7. GL ` �n+1⊥ → �(�m → �n) (6, êáíïíéêüôçôá)
8. GL ` �C ↔ �n+1⊥ (5, 7, ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò)

êé Ýôóé ç C åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ðñüôáóç óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé óå áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç. a

Ïñéóìüò 4.1.2. ÁíáäñïìéêÜ ïñßæïõìå ðüôå ìéá ðñüôáóç ôçò PA ëÝãåôáé óôáèåñÞ
(constant):

� Ç ⊥ åßíáé óôáèåñÞ ðñüôáóç.

� Áí ïé S êáé T åßíáé óôáèåñÝò ðñïôÜóåéò, ôüôå êáé ç (S → T ) åßíáé óôáèåñÞ
ðñüôáóç.

� Áí ç S åßíáé óôáèåñÞ ðñüôáóç ôüôå êáé ç Bew(pSq) åßíáé óôáèåñÞ ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 4.1.3. Ãéá êÜèå óôáèåñÞ ðñüôáóç S õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ áìåôÜâëçôç
ðñüôáóç Á ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, S = A∗.

Áðüäåéîç. ÏíïìÜæïõìå A ôçí ôñïðéêÞ ðñüôáóç ðïõ ðñïêýðôåé áí áíôéêáôáóôÞ-
óïõìå êÜèå õðïðñüôáóç ôçò ìïñöÞò Bew(pBq) ìå �B. Ôüôå áðü ôçí ðáñáôÞñçóç
2.3.1 ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, éó÷ýåé üôé S = A∗. a

Ç êëÜóç ôùí óôáèåñþí ðñïôÜóåùí ðåñéÝ÷åé áñéèìçôéêïðïéÞóåéò åíäéáöåñïõ-
óþí éó÷õñéóìþí ðïõ åìðëÝêïõí ôéò Ýííïéåò ôçò áðïäåéîéìüôçôáò êáé ôçò óõíÝ-
ðåéáò, üðùò üôé ç óõíÝðåéá ôçò PA äåí åßíáé áðïäåßîéìç êáé üðùò ôï äåýôåñï
èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò. Ï Harvey Friedman ðïõ ôéò åéóÞãáãå, Ýèåóå ôï åñþ-
ôçìá áí ôï óýíïëï ôùí áëçèþí óôáèåñþí ðñïôÜóåùí åßíáé áíáäñïìéêü, äçëáäÞ
áí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ìéá óôáèåñÞ ðñüôáóç åßíáé Þ ü÷é
áëçèÞò. Ôï èåþñçìá 4.1.2 ïäçãåß óå êáôáöáôéêÞ áðÜíôçóç:

Èåþñçìá 4.1.4.
(á) ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ìéá óôáèåñÞ ðñüôáóç åßíáé Þ ü÷é
áëçèÞò.
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4.2 ÔÜîç êáé º÷íïò

(â) ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ìéá óôáèåñÞ ðñüôáóç åßíáé Þ ü÷é
áðïäåßîéìç óôçí PA.

Áðüäåéîç. (á) ¸óôù ìéá óôáèåñÞ ðñüôáóç S ôçò PA êáé A ìéá áìåôÜâëçôç
ôñïðéêÞ ðñüôáóç, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, A∗ = S. Ôüôå áðü
ôï èåþñçìá 4.1.2 õðÜñ÷åé áìåôÜâëçôç ðñüôáóç B óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ éóïäýíáìç
ìå ôçí A. ¸ôóé ç S åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç B∗ ðïõ åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò
óõíäõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò

(�i⊥)∗ = Bew(pBew(p: : :Bew(p⊥q)q)q)︸ ︷︷ ︸
i öïñÝò

:

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå i ç ðñüôáóç áõôÞ åßíáé øåõäÞò, áí C ç ðñüôáóç ðïõ ðñïêýðôåé
áí îáíáãñÜøïõìå ôç B \îå÷íþíôáò" êÜèå åìöÜíéóç ôïõ �, ç C∗ Ý÷åé ôçí ßäéá
áëçèïôéìÞ ìå ôçí B∗ êáé ôçí S. Ç áëçèïôéìÞ ôçò C∗ üìùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß,
áöïý ç C∗ åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôïõ ⊥.
(â) Áñêåß íá áðïöáóßóïõìå áí ç Bew(pSq), äçëáäÞ ç (�A)∗, åßíáé áëçèÞò. Áõôü
ãßíåôáé üðùò óôï (á).

a

ÐáñÜäåéãìá 4.1.1. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç ðñüôáóç S = ¬Bew(p⊥q), ðïõ åßíáé
ç áñéèìçôéêïðïßçóç ôçò óõíÝðåéáò ôçò PA äåí åßíáé áðïêñßóéìç ìå ôïí ôñüðï
ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðéï ðÜíù, èåùñïýìå ôçí áìåôÜâëçôç ðñüôáóç ðïõ ìåôáöñÜæåôáé
óôçí Bew(pSq), ôçí �¬�⊥ = �(�⊥ → ⊥), ðïõ áðü ôï áîßùìá ôïõ L�ob, åßíáé
éóïäýíáìç ôçí �⊥. \Îå÷íþíôáò" ôçí åìöÜíéóç ôïõ � âëÝðïõìå üôé ç Bew(pSq)
åßíáé øåõäÞò, êáé Üñá ç S äåí åßíáé áðïäåßîéìç. Èåùñïýìå áêüìá ôçí áìåôÜâëçôç
ðñüôáóç ðïõ ìåôáöñÜæåôáé óôçí Bew(p¬Sq), ôçí �¬¬�⊥ = ��⊥. \Îå÷íþ-
íôáò" ôéò åìöáíßóåéò ôïõ � âëÝðïõìå üôé ç Bew(p¬Sq) åßíáé øåõäÞò, êáé Üñá
ïýôå ç ¬S åßíáé áðïäåßîéìç. ¸ôóé ôåëéêÜ ç S åßíáé ìç áðïêñßóéìç.

4.2 ÔÜîç êáé º÷íïò

Ïñéóìüò 4.2.1. ¸óôù F = (W;R) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðá-
èÝò ðëáßóéï êáé ìéá R-áëõóßäá ôïõ, wnR : : : Rw0. ÅðåéäÞ ôï F åßíáé ìåôáâáôéêü,
áí j > i ôüôå wjRwi êáé åðåéäÞ åßíáé áíáõôïðáèÝò, wi 6= wj . Óõíåðþò ïé áëõóßäåò
åßíáé áêõêëéêÝò êáé åßíáé óå ðåðåñáóìÝíï ðëáßóéï, Üñá ôï ìÞêïò ôïõò n öñÜóåôáé
áðü ôï ðëÞèïò |W | ôùí êüóìùí ôïõ ðëáéóßïõ. Ãéá êÜèå êüóìï w ∈ W , ëïéðüí,
õðÜñ÷åé Ýíá ìÝãéóôï n ôÝôïéï þóôå áðü ôï w íá îåêéíÜåé ìéá áëõóßäá ìÞêïõò n,
w = wnR : : : Rw0. Ïñßæïõìå ôçí ôÜîç (rank) ñ(w) = ñ(W;R)(w) ôïõ êüóìïõ w
áõôü ôï ìÝãéóôï n. Áí äåí õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx ïñßæïõìå ñ(w) = 0. Ìéá
áëõóßäá áðü ôï w ìÞêïõò ñ(w) ëÝãåôáé ìÝãéóôçò ôÜîçò.

ËÞììá 4.2.1. Áí wRx ôüôå ñ(w) > ñ(x).

Áðüäåéîç. Áí wRx ôüôå ìéá áðü ôéò áëõóßäåò ôïõ w åßíáé ç wRxR : : : Rx0,
üðïõ xR : : : Rx0 ìéá áëõóßäá ìÝãéóôçò ôÜîçò ôïõ x. Ç ìÝãéóôç áëõóßäá ôïõ
w èá åßíáé ìåãáëýôåñç Þ ßóç óå ìÞêïò ìå áõôÞ, Ýôóé ñ(w) > ñ(x) + 1 äçëáäÞ
ñ(w) > ñ(x). a
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ËÞììá 4.2.2. Áí ñ(w) > i ôüôå õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé ñ(x) = i.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ñ(w) = n > i êáé ìéá ìÝãéóôçò ôÜîçò áëõóßäá w =
wnR : : : Rw0. ÈÝôïõìå x = wi. ¸÷ïõìå üôé ñ(x) > i. ¸óôù, ðñïò Üôïðï üôé
ñ(x) = j > i. Ôüôå õðÜñ÷åé áëõóßäá ìÞêïõò j wi = x = xjR : : : Rx0 êáé Üñá
wR : : : Rwi = xjR : : : Rx0 êé Ýôóé ñ(w) > n− i+ j > n, Üôïðï. a

Ïñéóìüò 4.2.2. Ïñßæïõìå ôï ß÷íïò (trace) [A] ìéáò áìåôÜâëçôçò ðñüôáóçò A
ðïõ åßíáé Ýíá óýíïëï öõóéêþí áñéèìþí, áíáäñïìéêÜ:

� [⊥] = ∅
� [Á→ B] = (N− [A]) ∪ [B]

� [�A] = {n| ∀i < n (i ∈ [A])}

Ýôóé, ãéá ôïõò õðüëïéðïõò óõíäÝóìïõò, ðïõ ïñßæïíôáé áðü áõôïýò, Ý÷ïõìå üôé

� [¬A] = N− [A]

� [Á ∧B] = [A] ∩ [B]

� [A↔ B] = ([N−A] ∩ [N−B]) ∪ ([A] ∩ [B])

� [3A] = {n| ∃i < n (i ∈ [A])}

ÐáñÜäåéãìá 4.2.1. [�⊥] = {0}, [��⊥] = {0; 1}, [¬�⊥] = N − {0},
[��⊥ ∧ ¬�⊥] = {1}.

ËÞììá 4.2.3.
(á) Ãéá êÜèå n ∈ N, [�n⊥] = {i| i < n}.
(â) Ãéá êÜèå n ∈ N, [¬(�n+1⊥ → �n⊥)] = [�n+1⊥ ∧ ¬�n⊥] = {n}.

Áðüäåéîç. (á) Ìå åðáãùãÞ óôï n.
(â) Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ß÷íïõò êáé ôï (á). a

Ïñéóìüò 4.2.3. ¸íá óýíïëï öõóéêþí áñéèìþí X ëÝãåôáé óõìðåðåñáóìÝíï
(co�nite) áíí ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, N−X, åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

ËÞììá 4.2.4. Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A, [A] åßíáé åßôå ðåðåñáóìÝíï åßôå
óõìðåðåñáóìÝíï.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò A. a

Ðñüôáóç 4.2.5. ¸óôù M = (W;R; V ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõ-
ôïðáèÝò ìïíôÝëï, Ýíáò êüóìïò w ∈W êáé ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A. Ôüôå

M; w � A áíí ñ(w) ∈ [A]:

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò A äåß÷íïõìå üôé ãéá êÜèå
êüóìï w, w � A áíí ñ(w) ∈ [A].

� Áí A = ⊥ ôüôå w 2 ⊥ êáé ñ(w) =∈ [⊥].
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� Áí A = B → C ôüôå w � B → C áíí w 2 B Þ w � C áíí, áðü ôçí
åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ñ(w) =∈ [B] Þ ñ(w) ∈ [C] áíí ñ(w) ∈ [B → C].

� Áí A = �B. Äéáôõðþíïíôáò áíôéèåôïáíôßóôñïöá ôïí ïñéóìü, n =∈ [�B]
áíí ∃i < n(i =∈ [B]).

Áí w 2 �B ôüôå ∃x(wRx∧x 2 B) êáé, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ñ(x) =∈
[B]. ÅðåéäÞ wRx, áðü ôï ëÞììá 4.2.1 ñ(w) > ñ(x) êáé Ýôóé ñ(w) =∈ [�B].

Áíôéóôñüöùò áí ñ(w) =∈ [�B] ôüôå ∃i < ñ(w)(i =∈ [B]). Áðü ôï ëÞììá
4.2.2 ∃x(wRx ∧ ñ(x) = i) êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç x 2 B êáé Üñá
w 2 �B. a

Ðñüôáóç 4.2.6. Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A,

GL ` A áíí [A] = N:

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé GL ` A êáé n ∈ N. ¸íá ìïíôÝëï M ìå ðëáßóéï ìéá
áëõóßäá ìå n+ 1 êüóìïõò åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò. Ãéá
ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôçò áëõóßäáò w éó÷ýåé üôé ñ(w) = n. ¸÷ïõìå üôé M; w � A
êáé Üñá áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç n = ñ(w) ∈ [A]. Áöïý áõôü éó÷ýåé ãéá
êÜèå n, [B] = N.

Áíôßóôñïöá, áí GL 0 A, õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôï-
ðáèÝò ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé w ∈ W ôÝôïéï þóôå M; w 2 A êáé ôüôå, áðü
ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç, ñ(w) =∈ [A]. a

Ðñüôáóç 4.2.7. Áí A, B áìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò, ôüôå

GL ` A→ B áíí [A] ⊆ [B]

êáé Üñá GL ` A↔ B áíí [A] = [B]:

Áðüäåéîç. GL ` A → B áíí, áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.6, [A → B] = N áíí
(N − [A]) ∪ [B] = N áíí ∀n ∈ N(n =∈ [A] ∨ n ∈ [B]) áíí ∀n ∈ N(n ∈ [A] →
n ∈ [B]) áíí A ⊆ B. a

Ðñüôáóç 4.2.8.
(á) ¸óôù üôé ôï [A] åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé
B =

∨
{¬(�n+1⊥ → �n⊥)| n ∈ [A]}. Ôüôå GL ` A↔ B.

(â) ¸óôù üôé ôï [A] åßíáé óõìðåðåñáóìÝíï êáé
B =

∧
{�n+1⊥ → �n⊥| n =∈ [A]}. Ôüôå GL ` A↔ B.

Áðüäåéîç. (á) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá 4.2.3, Ý÷ïõìå

[B] =
⋃

n∈[A]

[¬(�n+1⊥ → �n⊥)] =
⋃

n∈[A]

{n} = [A]

êáé ôüôå, áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7, GL ` A↔ B.

(â) ¸÷ïõìå üôé ¬B =
∨
{¬(�n+1⊥ → �n⊥)| n ∈ [¬A]}. ÅðåéäÞ ôï A åßíáé

óõìðåðåñáóìÝíï, ôï ¬A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé áðü ôï (á) Ý÷ïõìå üôé [¬A] =
[¬B]. Ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7, GL ` ¬A↔ ¬B, äçëáäÞ GL ` A↔ B. a
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ÐáñáôÞñçóç 4.2.1. Ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç, óå óõíäõáóìü ìå ôï ëÞììá 4.2.4, äßíåé
áêüìá Ýíáí ôñüðï íá âñßóêïõìå áðü ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A ìéá áìåôÜâëçôç
ðñüôáóç B óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ éóïäýíáìç ìå ôçí A.

Ôá äýï ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá áðïôåëïýí åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôùí èåùñçìÜôùí
áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ôïõ Solovay, ãéá áìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò.

Èåþñçìá 4.2.9. ¸óôù A ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç êáé ∗ ìéá ôõ÷áßá ðñáãìá-
ôïðïßçóç. Ôüôå

GLS ` Á áíí ç Á∗ åßíáé áëçèÞò.

Áðüäåéîç. Ç ìéá êáôåýèõíóç åßíáé ôï èåþñçìá 2.3.10. ¸óôù üôé ç Á∗ åßíáé
áëçèÞò. Áðü ôï ëÞììá 4.2.4 õðÜñ÷ïõí äýï ðåñéðôþóåéò:

� Aí ôï [A] åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.8 (á)
GL ` A↔

∨
{¬(�n+1⊥ → �n⊥)| n ∈ [A]}.

Áí [A] = ∅, ôüôå GL ` A↔ ⊥. Áðü ôï èåþñçìá 2.3.4 PA ` A∗ ↔ ⊥ êáé
Üñá ç A åßíáé øåõäÞò.
Áí [A] 6= ∅, ôüôå PA ` A ↔

∨
{¬((�n+1⊥)∗ → (�n⊥)∗)| n ∈ [A]} êáé

åðåéäÞ ç ðñüôáóç (�n+1⊥)∗ åßíáé øåõäÞò ãéá êÜèå n ∈ N, ç A åßíáé êáé
ðÜëé øåõäÞò.
¸ôóé ôï [A] äåí ìðïñåß íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

� Aí ôï [A] åßíáé óõìðåðåñáóìÝíï, ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.8 (â)
GL ` A↔

∧
{�n+1⊥ → �n⊥| n =∈ [A]}.

ÅðåéäÞ ç ðñüôáóç �n+1⊥ → �n⊥ åßíáé áîßùìá ôïõ GLS, ãéá êÜèå n ∈ N,
GLS ` A. a

Èåþñçìá 4.2.10. ¸óôù A ìéá áìåôÜâëçôç ðñüôáóç êáé ∗ ìéá ôõ÷áßá ðñáãìá-
ôïðïßçóç. Ôüôå

GL ` Á áíí PA ` Á∗

Áðüäåéîç. Ç ìéá êáôåýèõíóç åßíáé ôï èåþñçìá 2.3.4. ¸óôù üôé PA ` A∗. Óôçí
áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò åßäáìå üôé áí ôï [A] åßíáé ðåðåñáóìÝíï,
ôï A åßíáé øåõäÝò êáé Üñá PA 0 A. ¢ñá áðü ôï ëÞììá 4.2.4 ôï [A] åßíáé
óõìðåðåñáóìÝíï.
Áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.8 GL ` A ↔

∧
{�n+1⊥ → �n⊥| n =∈ [A]} êáé Üñá

PA ` A∗ ↔
∧
{(�n+1⊥)∗ → (�n⊥)∗| n =∈ [A]}. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé

i ∈ N ôÝôïéï þóôå i =∈ [A]. Ôüôå áöïý PA ` A∗,
PA ` (�i+1⊥)∗ → (�i⊥)∗, äçëáäÞ
PA ` Bew(p(�i+1⊥)∗q) → (�i⊥)∗ êáé Üñá áðü ôï èåþñçìá ôïõ L�ob 2.2.15
PA ` (�i⊥)∗. ¼ìùò áõôü åßíáé Üôïðï, áöïý ç ðñüôáóç (�i⊥)∗ åßíáé øåõäÞò.
¸ôóé [A] = N, Ýôóé áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.6 GL ` A. a

Ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò áðïêôïýí éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí üôáí åéäùèïýí êÜôù
áðü ôï ðñßóìá ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.4 ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò.

Ðñüôáóç 4.2.11. (Goldfarb). Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A,

GL ` ¬�A ∧ ¬�¬A→ 33>:
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Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå A, 0 ∈ [�A], Üñá 0 =∈ [¬�A] êáé Ýôóé 0 =∈ [¬�A∧¬�¬A].
Áí 0 ∈ [A], ôüôå 1 ∈ [�A] êáé Üñá 1 =∈ [¬�A]. Áí 0 =∈ [A], ôüôå 0 ∈ [¬A],
äçëáäÞ 1 ∈ [�¬A] êáé Üñá 1 =∈ [¬�¬A]. Óå êÜèå ðåñßðôùóç 1 =∈ [¬�A∧¬�¬A].
¸ôóé [¬�A∧¬�¬A] ⊆ N−{0; 1} = [33>] êáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7 Ý÷ïõìå
ôï æçôïýìåíï. a

Ðüñéóìá 4.2.12. Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A,

GL 0 3> → ¬�A ∧ ¬�¬A:

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé GL ` 3> → ¬�A ∧ ¬�¬A. Ôüôå áðü ôçí
ðñüôáóç 4.2.11, GL ` 3> → 33> êáé Üñá áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7, [3>] ⊆
[33>], äçëáäÞ N− {0} ⊆ N− {0; 1} ðïõ åßíáé Üôïðï. a

Ôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá åîáéôßáò ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò, äçëþíåé üôé
ç PA äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ôç ìç áðïêñéóéìüôçôá êáìéÜò óôáèåñÞò ðñüôáóçò,
ïýôå áðü ôçí õðüèåóç üôé ç PA åßíáé óõíåðÞò.

Ðñüôáóç 4.2.13. Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A, áí

áí GL ` 3> → A áëëÜ GL 0 A ôüôå GL ` A↔ 3>:

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7 Ý÷ïõìå üôé A ⊇ [3>] = N − {0} êáé üôé
[A] 6= N. ¸ôóé [A] = N − {0} = [3>] êáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7, GL ` A ↔
3>. a

Ç ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç äçëþíåé üôé äåí õðÜñ÷åé óôáèåñÞ ðñüôáóç áõóôçñÜ
áóèåíÝóôåñç ôçò óõíÝðåéáò ôçò PA.

Ðñüôáóç 4.2.14. Ãéá êÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç A,

áí GL 0 ¬A ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå GL 0 A→ 3n>:

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ãéá êÜèå n ∈ N, GL ` A→ 3n>. Ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç
4.2.7 Ý÷ïõìå üôé [A] ⊆ [3n>] = [¬�n⊥], Üñá [¬A] ⊇ [�n⊥]. ÅðåéäÞ áðü
ôï ëÞììá 4.2.3 éó÷ýåé [�n⊥] = {i| i < n}, Ý÷ïõìå [¬A] ⊇ {i| i < n}. Áõôü
üìùò éó÷ýåé ãéá êÜèå n ∈ N, Üñá [¬A] = N. ¸ôóé, áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.6,
GL ` ¬A. a

ÁõôÞ ç ðñüôáóç äçëþíåé üôé êáìßá óôáèåñÞ ðñüôáóç äåí åßíáé éó÷õñüôåñç áðü
üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò \ç óõíÝðåéá ôçò PA", \ç óõíÝðåéá ôçò óõíÝðåéáò
ôçò PA" ê.ï.ê.

4.3 ÁíôáíáêëÜóåéò êáé åðáíáëáìâáíüìåíïé éó÷õñé-

óìïß óõíÝðåéáò

Ïñéóìüò 4.3.1. ÁíôáíÜêëáóç (re
ection) ìéáò ðñüôáóçò S ôçò PA ëÝãåôáé
ç ðñüôáóç Bew(pSq) → S.
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ËáìâÜíïíôáò õðüøçí áõôüí ôïí ïñéóìü ôï èåþñçìá ôïõ L�ob åßíáé ï éó÷õñé-
óìüò üôé áí ç áíôáíÜêëáóç ìéáò ðñüôáóçò S åßíáé áðïäåßîéìç, ôüôå êáé ç S åßíáé
áðïäåßîéìç.

Ðñüôáóç 4.3.1. Äåí õðÜñ÷åé óõíåðÞò ìå ôçí PA ðñüôáóç S ðïõ íá óõíåðÜãåôáé
üëåò ôéò áíôáíáêëÜóåéò.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé ðñüôáóç S ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñüôáóç R,
PA ` S → (Bew(pRq) → R). Ôüôå ãéá R = ¬S

1. PA ` S → (Bew(p¬Sq) → ¬S)
2. PA ` Bew(p¬Sq) → (S → ¬S) (1, ðñïô. ëïãéóìüò)
3. PA ` Bew(p¬Sq) → (¬S) (2, ðñïô. ëïãéóìüò)
4. PA ` ¬S (4, L�ob)

êáé Üñá ç ðñüôáóç S äåí åßíáé óõíåðÞò ìå ôçí PA. a

Ðñüôáóç 4.3.2. ¸óôù Ýíá ìåôáâáôéêü ìïíôÝëï M = (W;R; V ) ôÝôïéï þóôå
ãéá êÜðïéï n ∈ N wnR : : : Rw0, êáé X = {�Ai → Ai| i < n}. Ôüôå õðÜñ÷åé
j 6 n ôÝôïéï þóôå wj �

∧
X.

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé ãéá êÜèå j 6 n, wj 2
∧
X, äçëáäÞ õðÜñ÷åé

i ∈ N ôÝôïéï þóôå wj 2 �Ai → Ai. Áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá êÜðïéï
i ∈ N õðÜñ÷ïõí k; l ìå 0 6 k < l 6 n ôÝôïéá þóôå wk 2 �Ai → Ai êáé
wl 2 �Ai → Ai. ¢ñá wk 2 Ai êáé wl � �Ai. ÅðåéäÞ üìùò ôï M åßíáé
ìåôáâáôéêü, wlRwk ðïõ åßíáé Üôïðï. a

Ðñüôáóç 4.3.3. (Leivant) Áí X = {�Ai → Ai| i < n} êáé GL `
∧
X →

(�kp→ p), ôüôå k 6 n.

Áðüäåéîç. ¸óôùW = {n; : : : ; 1; 0;−1}, wRx áíí w > x êáé wV p áíí w = −1.
Ôï M = (W;R; V ) åßíáé ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï. ¸óôù ðñïò
Üôïðï üôé k > n. Aí 0 6 j 6 n, ôüôå j 2 p êáé j � �j+1p, Üñá j � �kp
êáé óõíåðþò j � ¬(�kp → p). ¼ìùò áðü ôçí ðëçñüôçôá ôïõ GL j �

∧
X →

(�kp→ p) êáé Üñá j 2
∧
X ðïõ åßíáé Üôïðï ëüãù ôçò ðñüôáóçò 4.3.2. a

Ðñüôáóç 4.3.4. Áí X = {�Ai → Ai| i < n} ôüôå GL ` �(
∧
X → 3n>) →

(3n> →
∧
X).

Áðüäåéîç. ¸óôù Ýíá ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï ìïíôÝëï M =
(W;R; V ) êáé w ∈ W ôÝôïéï þóôå w � �(

∧
X → 3n>) êáé w � 3n>, Üñá

ñ(w) > n. ¸óôù j < n. Ôüôå j < ñ(w) êáé áðü ôï ëÞììá 4.2.2 õðÜñ÷åß wj ôÝôïéï
þóôå wRwj êáé ñ(wj) = j. ¸ôóé wj �

∧
X → 3n>. ¼ìùò ñ(wj) = j < n,

êáé Üñá wj 2 3n>, Ýôóé wj 2
∧
X. Áðü ôçí ðñüôáóç 4.3.2 üìùò, õðÜñ÷åé j 6 n

ôÝôïéï þóôå wj �
∧
X, Üñá w �

∧
X. Áðü ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò Ý÷ïõìå

ôï æçôïýìåíï. a

Ïñéóìüò 4.3.2. ÏíïìÜæïõìå n-ïóôÞ åðáíÜëçøç ôçò óõíÝðåéáò ôçí ðñüôáóç
Cn = (3n>)∗ = Con(p: : :Con(pConq)q).
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4.3 ÁíôáíáêëÜóåéò êáé åðáíáëáìâáíüìåíïé éó÷õñéóìïß óõíÝðåéáò

Ðñüôáóç 4.3.5. Áí PA `
∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n} → Cn, ôüôå PA ` Cn →∧

{Bew(pSiq) → Si| i < n}.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé
PA `

∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n} → Cn. Ôüôå

PA ` Bew(p
∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n} → Cnq).

¸óôù ïé n äéáêåêñéìÝíåò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò p0, . . . , pn−1 êáé ðñáãìáôï-
ðïßçóç ∗ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå i < n, p∗i = Si. Ôüôå ç ðñüôáóç 4.3.4 äßíåé üôé
GL ` �(

∧
{�pi → pi| i < n} → 3n>) → (3n> → (

∧
{�pi → pi| i < n}).

Áðü ôçí áñéèìçôéêÞ åãêõñüôçôá
PA ` Bew(p

∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n} → Cnq) →

(Cn →
∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n}) êáé Üñá

PA ` Cn →
∧
{Bew(pSiq) → Si| i < n}. a

Ðñüôáóç 4.3.6. PA ` Cn ↔
∧
{(�i+1⊥ → �i⊥)∗| 0 6 i 6 n− 1}.

Áðüäåéîç. Éó÷ýåé üôé GL ` (3>) ↔ (�⊥ → ⊥).
Åîáéôßáò ôïõ ëÞììáôïò 4.1.1, áí 0 6 i 6 n−1 ôüôå �i⊥ → �n⊥ êáé ⊥ → �i−1⊥.
¸ôóé áí 0 6 i 6 n− 1, ôüôå GL ` 3> → (�i+1⊥ → �i⊥) Üñá êáé
GL ` 3> →

∧
{�i+1⊥ → �i⊥| 0 6 i 6 n− 1} êáé áðü ôçí áñéèìçôéêÞ åãêõñü-

ôçôá Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.
Ç áíôßóôñïöç öïñÜ åßíáé ðñïöáíÞò. a

Ðñüôáóç 4.3.7. Äåí õðÜñ÷åé óýæåõîç ìå ëéãüôåñåò áðü n áíôáíáêëÜóåéò (áðü
ôï óýíïëï

∧
{�i+1 → �i| 0 6 i 6 n− 1}) ðïõ íá óõíåðÜãåôáé óôçí PA ôïí Cn.

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðïm < n êáé óýæåõîç R ìåm áíôáíáêëÜóåéò ôÝôïéá
þóôå PA ` R → Cn. Áðü ôï ëÞììá 4.1.1 GL ` 3n> → 3m>, êáé Üñá PA `
Cn → Cm. ¸ôóé PA ` R→ Cm. ¼ìùò, üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò ðñïçãïýìåíçò
ðñüôáóçò PA ` Cm → R êáé Ýôóé PA ` Cm → Cn. Áðü ôï èåþñçìá 4.2.10
GL ` 3m> → 3n> êáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7, [3m>] ⊆ [3n>], äçëáäÞ
N− {i| i < m} ⊆ N− {i| i < n}, ðïõ åßíáé Üôïðï. a

Ðñüôáóç 4.3.8. GL ` (��⊥ → �⊥) ∧ (�⊥ → ⊥) ↔ ¬��⊥.

Áðüäåéîç. Ç ïñèÞ öïñÜ åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôçí áíôßóôñïöç
GL ` ¬��⊥ → (��⊥ → �⊥) êáé, áöïý
GL ` �⊥ → ��⊥, ìå áíôéèåôïáíôéóôñïöÞ Ý÷ïõìå üôé
GL ` ¬��⊥ → (�⊥ → ⊥). a

Ç ðñüôáóç áõôÞ äßíåé ãé ôçí PA:
PA ` (Bew(pBew(p⊥q)q) → Bew(p⊥q)) ∧ (Bew(p⊥q) → ⊥) ↔
¬Bew(pBew(p⊥q)q).
¼ìùò óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé ç ðñüôáóç ¬Bew(pBew(p⊥q)q) äåí ìðïñåß íá
ðñïêýøåé áðü ìéá ìüíï áíôáíÜêëáóç.

Ðñüôáóç 4.3.9. GL ` �((�p→ p) → ¬��⊥) → ��⊥.
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4.4 Ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò äåí ãåíéêåýåôáé ãéá êÜèå ðñüôáóç

Áðüäåéîç. ¸óôù Ýíá ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï ìïíôÝëï M =
(W;R; V ) êáé Ýóôù ðñïò Üôïðï w ∈W ôÝôïéï þóôå w � �((�p→ p) → ¬��⊥)
êáé w 2 ��⊥. Ôüôå w � 33> êáé Üñá ñ(w) > 2.
¢ñá áðü ôï ëÞììá 4.2.2 õðÜñ÷åé x ìå wRx, ôÝôïéï þóôå ñ(x) = 1. Ôüôå x �
(�p → p) → ¬��⊥ êáé x 2 33>, äçëáäÞ x 2 ¬��⊥. ¸ôóé x 2 (�p → p),
Üñá x � �p.
ÅðåéäÞ ñ(x) = 1 áðü ôï ëÞììá 4.2.2 õðÜñ÷åé y ìå xRy, ôÝôïéï þóôå ñ(y) = 0.
Ôüôå üìùò y � p êáé Üñá y � �p → p. Áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá wRy êáé Üñá
y � (�p→ p) → ¬��⊥. Óõíåðþò y � ¬��⊥, äçëáäÞ y � 33> ðïõ åßíáé Üôïðï
áöïý ñ(y) = 0. ¢ñá w � �((�p → p) → ¬��⊥) → ��⊥ êáé áðü ôï èåþñçìá
ôçò ðëçñüôçôáò Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. a

Åîáéôßáò ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç äßíåé üôé
PA ` Bew(p(Bew(ppq) → p) → ¬Bew(p�⊥q)q) → Bew(pBew(p⊥q)q) êáé Üñá
áí PA ` (Bew(ppq) → p) → ¬Bew(p�⊥q) ôüôå PA ` Bew(p⊥q), ðïõ äåí éó÷ýåé.
¸ôóé äåí õðÜñ÷åé áíôáíÜêëáóç ðïõ óõíåðÜãåôáé óôçí PA ôçí ¬Bew(pBew(p⊥q)q).

4.4 Ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò ãéá ôéò áìåôÜâëç-

ôåò ðñïôÜóåéò äåí ãåíéêåýåôáé ãéá êÜèå ôñïðéêÞ

ðñüôáóç

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï áðïäåéêíýïõìå Ýíá èåþñçìá ôïõ Solovay ðïõ äåß÷íåé üôé
äåí õðÜñ÷åé èåþñçìá \êáíïíéêÞò ìïñöÞò" ãéá ôéò ìç ìåôáâëçôÝò ðñïôÜóåéò.

Ïñéóìüò 4.4.1. Ïñßæïõìå ôá óýíïëá ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí Hn áíáäñïìéêÜ ùò
åîÞò:
H0 åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï ôçí ðñïôáóéáêÞ
ìåôáâëçôÞ p êáé åßíáé éóïäýíáìåò óôï GL ìå êÜðïéá áðü ôéò p, ¬p, > êáé ⊥. Hn+1

åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï ôçí ðñïôáóéáêÞ
ìåôáâëçôÞ p êáé åßíáé éóïäýíáìåò óôï GL ìå Ýíáí áëçèïóõíáñôçóéáêü óõíäõáóìü
ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò 3rA, üðïõ A ∈ Hn êáé r > 0.

Ðñüôáóç 4.4.1. ÊÜèå ðñüôáóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p
áíÞêåé óå êÜðïéï Hn. a

Ðñüôáóç 4.4.2. ÊÜèå áìåôÜâëçôç ðñüôáóç áíÞêåé óôï H1.

Áðüäåéîç. Áðï ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò ãéá áìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò, êÜèå
áìåôÜâëçôç ðñüôáóç åßíáé éóïäýíáìç ìå Ýíáí áëçèïóõíáñôçóéáêü óõíäõáóìü
ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �r⊥, äçëáäÞ ¬3r>. a

Ðñüôáóç 4.4.3. Áí m 6 n ôüôå Hm ⊆ Hn.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé A ∈ Hn ãéá êÜðïéï n ∈ N. Ôüôå, áöïý GL ` A↔ 30A,
A ∈ Hn+1. Ìå åðáãùãÞ ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï. a

Ôï èåþñçìá ôïõ Solovay äçëþíåé üìùò üôé ç áêïëïõèßá {Hn| n ∈ N} åßíáé
ãíçóßùò áýîïõóá.
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4.4 Ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò äåí ãåíéêåýåôáé ãéá êÜèå ðñüôáóç

Èåþñçìá 4.4.4. (Solovay). Ãéá êÜèå n ∈ N Hn 6= Hn+1.

Áðüäåéîç. ÁíáäñïìéêÜ ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí An, ùò
åîÞò: A0 = >, A1 = 3p êáé An+1 = 3(p ∧ An). Ãéá ðáñÜäåéãìá, A4 =
3(p ∧ 3(p ∧ 3(p ∧ 3p))). Áêüìá GL ` A1 ↔ 3(p ∧ A0) êáé ï áíáäñïìéêüò
ïñéóìüò Ý÷åé Ýííïéá êáé ãéá n = 1.

Êáôáñ÷Üò áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ üôé ãéá êÜèå n ∈ N An ∈ Hn. Ãéá
n = 0 Ý÷ïõìå üôé A0 ∈ H0. Áí ôþñá An ∈ Hn, ôüôå åðåéäÞ p ∈ H0 ⊆ Hn,
p ∧An ∈ Hn, äçëáäÞ An+1 ∈ Hn+1.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá áñêåß íá äåßîïõìå üôé An =∈ Hn+1. ¸óôù
W = A∪B∪C ìå A = {a−1; a0; a1; : : : }, B = {b0; b1; : : : } êáé C = {c0; c1; : : : }.
¸óôù áêüìá R ç ìåôáâáôéêÞ (áëëÜ ü÷é áõôïðáèÞò) êëåéóôüôçôá ôçò S, Ýôóé þóôå
wSx áíí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðáñáêÜôù:

∀n > −1, an+1San bn+2San cn+1San
∀n > 0, bn+1Sbn cn+1Sbn an+2Sbn
∀n > 0, cn+1Scn an+1Scn bn+1Scn

Ç S öáßíåôáé óôï äéÜãñáììá:

a3

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
c3

||yy
yy

yy
yy

yy

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
b3

||yy
yy

yy
yy

yy

��
a2

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
c2

||yy
yy

yy
yy

yy

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
b2

||yy
yy

yy
yy

yy

��
a1

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
c1

||yy
yy

yy
yy

yy

�� ""EE
EE

EE
EE

EE
b1

||yy
yy

yy
yy

yy

��
a0

��

c0

||yy
yy

yy
yy

yy
b0

a−1

¸óôù ôÝëïò ìéá áðïôßìçóç V ôÝôïéá þóôå wV p áíí w ∈ A ∪ B. Èåùñïýìå
ôï ìïíôÝëï M = (W;R; V ). Óõíå÷ßæïõìå áðïäåéêíýïíôáò ìå åðáãùãÞ üôé áí
A ∈ Hn êáé n > 0, ôüôå an � A áíí bn � A.

Ãéá n = 0 Ý÷ïõìå üôé a0 � p êáé b0 � p êáé ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá
ôçò A, a0 � A áíí b0 � A.

Áí ôþñá ãéá êÜèå B ∈ Hn, an � Â áíí bn � Â êáé A ∈ Hn+1, ìå åðáãùãÞ
óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò A, åðåéäÞ an+1 � p êáé bn+1 � p, èá Ý÷ïõìå üôé an+1 � Á
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4.5 Ç ìç óõìðÜãåéá ôïõ GL

êáé bn+1 � Á, áí äåßîïõìå ðñþôá üôé ãéá êÜèå B ∈ Hn êáé r 6 0, an+1 � 3rB
êáé bn+1 � 3rB.

¸óôù r = 1. ¸óôù üôé an+1 � 3B. Ôüôå ∃d(an+1Rd ∧ d � B). Áöïý
an+1Rd, õðÜñ÷åé k > 1 ôÝôïéï þóôå an+1S

kd.
Áí ê = 1 áðü ôïí ïñéóìü ðáñáôçñïýìå üôé áí an+1Sd ôüôå d = a Þ d = cn êáé
Üñá d = an Þ bn+1Sd.
Áí k > 2, an+1S

kd áíí bn+1S
kd.

¸ôóé áí an+1Rd ôüôå d = an Þ bi+1Rd.
Áí d = an ôüôå bn+1Rbn êáé áöïý an � B, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç bn � B
êáé Üñá ∃d(bn+1Rd ∧ d � B).
Áí bn+1Rd, ôüôå ∃d(bn+1Rd ∧ d � B) (ôï ßäéï d).
¸ôóé óå êÜèå ðåñßðôùóç óõìðåñáßíïõìå üôé an+1 � 3B. ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé
êáé ôï áíôßóôñïöï.

Áí r > 2, üðùò ðñéí åðáëçèåýïõìå üôé ãéá êÜèå d ∈W , an+1R
rd áíí bn+1R

rd.
¸ôóé an+1 � 3rB áíí bn+1 � 3rB. ¸ôóé ç åðáãùãÞ äßíåé ôþñá üôé áí A ∈ Hn,
ôüôå an+1 � Á êáé bn+1 � Á.

ÔÝëïò an � An+1, áöïý ãéá êÜèå i > −1 ai � p êáé anR : : : Ra0Ra−1 �
An+1, üìùò äåí õðÜñ÷åé áëõóßäá ìå ôï ßäéï ìÞêïò ðïõ îåêéíÜåé áðü ôï bn êáé
óå êÜèå êüóìï áõôÞò ôçò áêïëïõèßáò íá áëçèåýåé ôï p êáé Üñá bn 2 An+1. ¢ñá
An+1 =∈ Hn. a

4.5 Ç ìç óõìðÜãåéá ôïõ GL

Ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò ãéá ôçí ðñùôïâÜèìéá ëïãéêÞ äçëþíåé üôé áí G åßíáé
Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí êáé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï H ⊆ G ôï H áëçèåýåé óå
êÜðïéï ìïíôÝëï, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ìïíôÝëï óôï ïðïßï áëçèåýåé ôï G. Óå áõôÞí
ôçí ðáñÜãñáöï èá äïýìå üôé ãéá ôï äåí éó÷ýåé ðáñüìïéï áðïôÝëåóìá ãéá ôï GL.

Ïñéóìüò 4.5.1. ¸óôù M = (W;R; V ), w ∈ W êáé G Ýíá óýíïëï ôñïðéêþí
ðñïôÜóåùí. Ôüôå w � G áíí ãéá êÜèå A ∈ G, w � A êáé Üñá M � G áíí ãéá
êÜèå w ∈W , w � G.

Èåþñçìá 4.5.1. (Fine, Rautenberg) ÕðÜñ÷åé óýíïëï ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí
G ôÝôïéï þóôå, åíþ ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï H ⊆ G õðÜñ÷åé ìïíôÝëï MH , êá-
ôÜëëçëï ãéá ôï GL, ôÝôïéï þóôå MH � H, äåí õðÜñ÷åé ìïíôÝëï M, êáôÜëëçëï
ãéá ôï GL, ôÝôïéï þóôå M � G.

Ðñþôç áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôçí Üðåéñç áêïëïõèßá äéáêåêñéìÝíùí ðñïôáóéá-
êþí ìåôáâëçôþí p0; p1 : : : , ôï óýíïëï G = {3p0}∪{�(pi → 3pi+1)| i ∈ N} êáé
ôá õðïóýíïëÜ ôïõ, Hn = {3p0} ∪ {�(pi → 3pi+1)| i < n} (Üñá H0 = {3p0}).
Ôüôå ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï H ⊆ G, õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå H ⊆ Hn.

¸óôù n ∈ N, W = {−1; 0; 1; : : : ; n}, wRx áíí w < x êáé wV pi áíí w = i
(êáé Üñá äåí õðÜñ÷åé p ôÝôïéï þóôå −1V p). Ôï ìïíôÝëï M = (W;R; V ) åßíáé
ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò, êáé Üñá êáôÜëëçëï ãéá ôï GL. ÔïHn

åßíáé áëçèÝò óôï −1, Üñá êáé êÜèå õðïóýíïëü ôïõ. ¸ôóé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï
H ⊆ G õðÜñ÷åé ìïíôÝëï MH(= MHn

, áí Ç ⊆ Hn) êáôÜëëçëï ãéá ôï GL ôÝôïéï
þóôå MH � H.
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¸óôù ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé ìïíôÝëï M êáôÜëëçëï ãéá ôï GL, äçëáäÞ
ìåôáâáôéêü êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï, ôÝôïéï þóôå MH � G. Èåùñïýìå
w ∈ W . Ôüôå w � G, Üñá w � 3p0, äçëáäÞ õðÜñ÷åé x ôÝôïéï þóôå wRx êáé
x � p0. Áêüìá ãéá êÜèå y ∈ W , y � G, Üñá ãéá êÜèå i ∈ N, y � pi → 3pi+1.
¸ôóé áí y � pi, ôüôå õðÜñ÷åé z ∈W ôÝôïéï þóôå z � pi+1.

Äçìéïõñãåßôáé Ýôóé ìéá Üðåéñç R-áëõóßäá áðü ôï w, êáé áðü ôçí ðñüôáóç
3.1.13 ôï W äåí åßíáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíï êáé êáôáëÞîáìå óå Üôïðï. a

Äåýôåñç áðüäåéîç. (Goldfarb) ÁõôÞ ç áðüäåéîç äéáóêåõÜæåé ôçí ðñïçãïý-
ìåíç þóôå íá ÷ñåéáæüìáóôå ìüíï ìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.

Ãéá êÜèå i ∈ N ïñßæïõìå ôéò ðñïôÜóåéò Ci = p ∧ �i⊥, Bi = 3Ci êáé Ai =
¬Bi ∧ Bi+1. Ôüôå üìïéá ìå ôçí ðñþôç áðüäåéîç ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá
ôï óýíïëï G = {3A0} ∪ {�(Ai → 3Ai+1)| i ∈ N} äåí õðÜñ÷åé ìïíôÝëï M
êáôÜëëçëï ãéá ôï GL ôÝôïéï þóôå M � G.

Ãéá êÜèå n ∈ N, üìùò, èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïíôÝëï MÇn
êáôÜëëçëï

ãéá ôï GL ôÝôïéï þóôå ãéá ôï õðïóýíïëï ôïõ G, Hn = {3A0} ∪ {�(Ai →
3Ai+1)| i < n}, íá éó÷ýåé MÇn

� Ç . Èåùñïýìå ôï ðëáßóéï (W;R), ðïõ åßíáé ç
ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôïò, äçëáäÞ wRx áíí õðÜñ÷åé
áêïëïõèßá âåëþí áðü ôï w óôï x êáé zV p áíí õðÜñ÷åé i ôÝôïéï þóôå z = xi.

G w

��

��

A0 = ¬B0 ∧B1 w0

��

//�� x0

A1 = ¬B1 ∧B2 w1

��

//�� x1 // y11

A2 = ¬B2 ∧B3 w2

��

//�� x2 // y21 // y22

A3 = ¬B3 ∧B4 w3

��

//�� x3 // y31 // y32 // y33

...

��
Ai = ¬Bi ∧Bi+1 wi

��

//�� xi // yi1 // yi2 // : : : // yi3

...

��
An = ¬Bn ∧Bn+1 wn //�� xn // yn1 // yn2 // : : : // yn3

Ôï ìïíôÝëï M = (W;R; V ) åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï GL. Ôüôå ãéá êÜèå
i ∈ N Ý÷ïõìå üôé xi � Ci+1 êáé áöïý wiRxi, wi � Bi+1. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ
GL ` ¬Bi ↔ �(p→ 3i>) êáé ãéá êÜèå i ∈ N, áöïý áðü ôï xi îåêéíÜåé áëõóßäá
ìÞêïõò i, xi � 3i>. ¼ìùò z � p áíí õðÜñ÷åé i ôÝôïéï þóôå z = xi, Üñá êÜèå
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ðñïóâÜóéìïò êüóìïò áðü ôï wi óôïí ïðïßï åßíáé áëçèÞò ç p åßíáé áëçèÞò êáé ç
3i>, êáé ôåëéêÜ wi � Ai êáé w � Hn. a
ÐáñáôÞñçóç 4.5.1. Äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ÷ùñßò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ãéáôß, áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ
èåùñÞìáôïò ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò 4.1.2, êÜèå ðñüôáóç ôïõ óõíüëïõ G êÜèå
Üðåéñï óýíïëï èá åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï. ¸ôóé, áí ðåñéïñéóôïýìå
óôá óýíïëá áìåôÜâëçôùí ðñïôÜóåùí ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò éó÷ýåé.
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5. Ôï èåþñçìá óôáèåñïý
óçìåßïõ

Ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ, ðïõ èá áðïäåßîïõìå óå áõôü ôï êåöÜëáéï, åßíáé
ôï áðïôÝëåóìá ôçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ôéò ðéï åíôõðùóéáêÝò åöáñìïãÝò
óôç ìåëÝôç ôçò áðïäåéîéìüôçôáò.

5.1 ÊÜðïéåò ó÷åôéêÝò ðñïôÜóåéò

Ïñéóìüò 5.1.1. Ìéá ðñüôáóç ëÝãåôáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí ðñïôáóéáêÞ ìå-
ôáâëçôÞ p, áíí êÜèå åìöÜíéóç ôçò p óôçí A åßíáé ìÝóá óôï ðåäßï åöáñìïãÞò
êÜðïéáò åìöÜíéóçò ôïõ �, éóïäýíáìá áíí ç A åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõí-
äõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �D êáé ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí äéÜöïñùí ôçò
p.

Óôï åîÞò èá èåùñïýìå üôé üðïôå áíáöåñüìáóôå óå óôáèåñü óçìåßï ìéáò ðñü-
ôáóçò, èá åííïïýìå üôé ç ðñüôáóç áõôÞ åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p êáé üôé ôï
óôáèåñü óçìåßï åßíáé óôáèåñü óçìåßï ùò ðñïò p, åêôüò áí áíáöÝñåôáé ôï áíôßèåôï.
Áêüìá êÜðïéåò öïñÝò èá ãñÜöïõìå A(p) áíôß A.

Èõìßæïõìå üôé �A
ïñ= A∧�A êáé ôï ðüñéóìá 3.1.2: M; w � �A áíí ãéá êÜèå

x ôÝôïéï þóôå (wRx Þ w = x), M; x � A.

Ïñéóìüò 5.1.2. Áí ç A ðåñéÝ÷åé ôçí p êáé H åßíáé ìéá ðñüôáóç ðïõ ðåñéÝ÷åé
ìüíï ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí A åêôüò áðü ôçí p, êáé

GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H);

ôüôå ç H ëÝãåôáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A (ùò ðñïò p).

Ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ äçëþíåé üôé êÜèå ðñüôáóç A, ðïõ åßíáé ôñïðé-
êïðïéçìÝíç óôçí p, Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï.

Ðñüôáóç 5.1.1. Áí ç H åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A, ôüôå

GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H):
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Áðüäåéîç.

1. GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H) (ôï H åßíáé óôáèåñü óçìåßï)
2. GL ` � � (p↔ A) ↔ � � (p↔ H) (1, êáíïíéêüôçôá)
3. GL ` � � (p↔ A) ↔ �(p↔ A) (ðñüôáóç 1.3.16)
4. GL ` � � (p↔ H) ↔ �(p↔ H) (ðñüôáóç 1.3.16)
5. GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H) (2, 3, 4, ðñïô. ëïãéóìüò)

a

Ðñüôáóç 5.1.2. Ìïíáäéêüôçôá ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ. ¸óôù H Ýíá óôá-
èåñü óçìåßï ôçò A. Ôüôå ç I, ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïíôáé óôçí A åêôüò áðü ôçí p, åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A áíí GL ` H ↔ I.

Áðüäåéîç. Ãéá ôçí åõèåßá öïñÜ, åðåéäÞ
GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H) êáé
GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ É), Ý÷ïõìå üôé
GL ` �(p ↔ Ç) ↔ �(p ↔ É). Áöïý óôçí I äåí åìöáíßæåôáé ç p, áíôéêáèéóôþ-
íôáò ôçí p ìå ôçí Ç , Ý÷ïõìå üôé
GL ` �(H ↔ Ç) ↔ �(H ↔ É) êáé Üñá GL ` H ↔ I.

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç öïñÜ, áí GL ` H ↔ I, áðü ôï ðñþôï èåþñçìá áíôéêáôÜ-
óôáóçò 1.3.10, ãéá F = �(p↔ p), Ý÷ïõìå üôé
GL ` �(p↔ Ç) ↔ �(p↔ É) êáé áöïý
GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ H), Ý÷ïõìå
GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔ É). a

Ðñüôáóç 5.1.3. (Bernardi) ¸óôù ìéá ðñüôáóç A ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p
ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí q êáé A′ = A(q). Ôüôå

GL ` �(p↔ A) ∧�(q ↔ A′) → (p↔ q):

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A∧p, GL ` �(p↔
A) ∧�(q ↔ A′) → (B ↔ B′), üðïõ Â′ åßíáé ç ðñüôáóç B(q) (êáé Üñá ç p′ åßíáé
ç q).

¸óôù ðñïò Üôïðï Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï
M = (W;R; V ) êáé w ∈W åëÜ÷éóôçò ôÜîçò, ôÝôïéï þóôå w � �(p↔ A)∧�(q ↔
A′), áëëÜ ãéá êÜðïéá õðïðñüôáóç B ôçò A ∧ p, w 2 B ↔ B′.

� Áí B = ⊥ ôüôå w 2 ⊥ ↔ ¬⊥, Üôïðï.
� Áí B = p ôüôå w 2 p ↔ q Üñá w � p ↔ ¬q. Ôüôå, áöïý w � (p ↔
A) ∧ (q ↔ A′), w � A↔ ¬A′, Üôïðï.

� Áí B = C → D. Ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, w � C ↔ C ′ êáé
w � D ↔ D′, Üñá w � (C → D) ↔ (C ′ → D′), äçëáäÞ w � (C → D) ↔
(C → D)′, Üôïðï.

� Áí B = �D. Ðáñáôçñïýìå üôé áí wRx, ôüôå w � �(p ↔ A) ∧ �(q ↔
A′), áëëÜ åðåéäÞ ôï w åßíáé åëÜ÷éóôçò ôÜîçò ãéá ôéò éäéüôçôåò ðïõ ôïõ
ðñïóäþóáìå, x � D ↔ D′. ¸ôóé w � �D, áíí ãéá êÜèå x ìå wRx, x � D,
áíí ãéá êÜèå x ìå wRx, x � D′ áíí w � �D′, Üôïðï. a
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Ðñüôáóç 5.1.4. Áí GL ` H ↔ A(H) êáé GL ` I ↔ A(I), ôüôå GL ` H ↔ I.

Áðüäåéîç. Áí GL � H ↔ A(H) êáé GL ` I ↔ A(I), ôüôå GL ` �(H ↔
A(H)) ∧ �(I ↔ A(I)). Áðü ôçí ðñüôáóç 5.1.3 GL ` �(p ↔ A(p)) ∧ �(q ↔
A(q)) → (p↔ q) êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç ðñþôá ôçò p áðü ôï H êáé ìåôÜ ôçò q áðü
ôï I, GL ` �(H ↔ A(H)) ∧�(I ↔ A(I)) → (H ↔ I). ¸ôóé GL ` H ↔ I. a

Ç ðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß äéêáéïëïãåß ôçí ïñïëïãßá \óôáèåñü óçìåßï".

Ðñüôáóç 5.1.5. Ç H åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A áíí GL ` H ↔ A(H).

Áðüäåéîç. Áí ç H åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A, ôüôå GL ` �(p↔ A) ↔ �(p↔
H). Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí p ìå ôçí Ç , Ý÷ïõìå üôé GL ` �(H ↔ A(H)) ↔
�(H ↔ H), Üñá GL ` H ↔ A(H).

Áí GL ` H ↔ A(H) ôüôå áðü ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ (ôïõ ïðïßïõ
ôçí áðüäåéîç èá äïýìå áñãüôåñá) õðÜñ÷åé óôáèåñü óçìåßï É ôçò A êáé ôüôå,
üðùò åßäáìå óôçí áðüäåéîç ôçò ïñèÞò öïñÜò, GL ` É ↔ A(É). Áðü ôï 5.1.4,
GL ` H ↔ I, Üñá ôï H åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A. a

Ðñüôáóç 5.1.6. ¸óôù üôé ç A åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p êáé ç H åßíáé
ìéá ðñüôáóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí A
åêôüò áðü ôçí p. Ôüôå ç H åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A áí

GL ` �(p↔ A) → (p↔ H):

Áðüäåéîç. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé GL ` �(p ↔ H) → �(p ↔ A). Áðü ôçí
ðñüôáóç 1.3.18, áñêåß íá äåßîïõìå üôé GL ` �(p↔ H) → (p↔ A).

¸óôù ðñïò Üôïðï üôé GL 0 �(p ↔ H) → (p ↔ A). Ôüôå áðü ôï èåþñçìá
ôçò ðëçñüôçôáò õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M =
(W;R; V ) ôÝôïéï þóôå M 2 �(p↔ H) → (p↔ A) êáé Üñá õðÜñ÷åé w åëÜ÷éóôçò
ôÜîçò ôÝôïéï þóôå M; w 2 �(p↔ H) → (p↔ A), êáé Üñá M; w � p↔ H, áëëÜ
M; w 2 (p ↔ A). ¸óôù wRx. Ôüôå M; x � �(p ↔ H). ÅðåéäÞ ôï w åßíáé
åëÜ÷éóôçò ôÜîçò ôÝôïéï þóôå M; w � �(p↔ H) êáé ôï x åßíáé ìéêñüôåñçò ôÜîçò
áðü ôï w, M; x � p↔ A.

¸óôù V ′ ôÝôïéï þóôå

wV ′p áíí ¬wV p êáé
zV ′p áíí zV p, áí x 6= w Þ q 6= p

Èåùñïýìå ôï ìïíôÝëï N = (W;R; V ′), ðïõ åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò.

Ç A åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �D êáé
ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí q äéÜöïñùí ôçò p. ¸÷ïõìå üôé:
M; w � �D áíí ãéá êÜèå x ìå wRx M; x � D, áíí, áðü ôï ðüñéóìá 3.1.9, ãéá
êÜèå x ìå wRx N; x � D, áíí N; w � �D.
Áêüìá ãéá êÜèå q 6= p, M; w � p áíí M; w � p.
¸ôóé M; w � A áíí N; w � A.

N; w � p áíí, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ N, M; w 2 p, áíí, åðåéäÞ M; w 2 p ↔ A,
M; w � A áíí N; w � A. ¸ôóé N; w � p ↔ A. Åðßóçò áí wRx åßäáìå üôé
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M; x � p ↔ A. ¸ôóé, áðü ôï ðüñéóìá 3.1.9, N; x � p ↔ A. ÊáôáëÞãïõìå óôï
üôé N; x � �(p↔ A)

Áðü ôï ðüñéóìá 3.1.9, åðåéäÞ ôï p äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï H, N; w � H áíí
M; w � H áíí M; w � p áíí N; w 2 p. ¸ôóé N; w 2 H ↔ p.

¸÷ïõìå ëïéðüí üôé N; w 2 �(p ↔ A) → (p → H) êáé áðü ôï èåþñçìá ôçò
åãêõñüôçôáò GL 0 �(p↔ A) → (p→ H), ðïõ åßíáé Üôïðï. a

5.2 Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý

óçìåßïõ

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ óôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ðïõ ç A ðåñéÝ÷åé ìüíï ìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ. Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç
áðïäåß÷èçêå ðñéí ôç ãåíéêÞ áðü ôïõò Bernardi êáé Smorynski áíåîÜñôçôá. Óôçí
áðüäåéîç ãßíåôáé ÷ñÞóç ôçò Ýííïéáò ôçò ôÜîçò êáé ìéáò ôñïðïðïéçìÝíçò Ýííïéáò
ôïõ ß÷íïõò. ÁõôÞ ç áðüäåéîç äåß÷íåé ôç óôåíÞ ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óçìåßïõ êáé ôïõ èåùñÞìáôïò êáíïíéêÞò ìïñöÞò
ãéá áìåôÜâëçôåò ðñïôÜóåéò 4.1.2.

Ïñéóìüò 5.2.1. Ìéá ðñüôáóç B ëÝãåôáé p-ðñüôáóç áíí äåí ðåñéÝ÷åé Üëëç ìåôá-
âëçôÞ åêôüò áðü ôçí p, éóïäýíáìá áíí ç B åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò
ôçò p êáé ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �D, üðïõ D åßíáé ìßá p-ðñüôáóç.

ÐáñáôÞñçóç 5.2.1. Ìéá p-ðñüôáóç A ìå n ôï ðëÞèïò åìöáíßóåéò ôïõ �, ðïõ åßíáé
ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p, åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò n ôï ðëÞèïò ðñï-
ôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �D, ü÷é áðáñáßôçôá äéáöïñåôéêþí, üðïõ D åßíáé p-ðñüôáóç.
ÏíïìÜæïõìå ôéò ðñïôÜóåéò áõôÝò �D1; : : : ;�Dn. ¸ôóé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò
A åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôçò p êáé ôùí �D1; : : : ;�Dn.

Óôç óõíÝ÷åéá ãåíéêåýïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ß÷íïõò, áöïý ðñþôá óôáèåñïðïéÞ-
óïõìå ìéá p-ðñüôáóç A ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p êáé ìå ôñïðéêü âáèìü n.

Ïñéóìüò 5.2.2. Èåùñïýìå ìéá áðáñßèìçóç üëùí ôùí p - ðñïôÜóåùí, Ýôóé þóôå
üëïé ïé áëçèïóõíáñôçóéáêïß óõíäõáóìïß íá Ýðïíôáé ôùí óõóôáôéêþí ôïõò ìå ôçí
åîáßñåóç üôé ç p Ýðåôáé ôçò A. Ôç óôáèåñïðïéïýìå êáé óôï åîÞò èá áíáöåñüìáóôå
óå áõôÞí ùò óôÜíôáñ áðáñßèìçóç.

Ïñéóìüò 5.2.3. Ïñßæïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ A-ß÷íïõò [B]A, ìéáò p-ðñüôáóçò B.
Ìå äéðëÞ áíáäñïìÞ, ôçí åîùôåñéêÞ óôï m êáé ôçí åóùôåñéêÞ óôç óôÜíôáñ áðá-
ñßèìçóç, ïñßæïõìå ðüôå éó÷ýåé üôé m ∈ [B]A:

� [⊥]A = ∅
� [B → C]A = (N− [B]A) ∪ [C]A

� [�B]A = {n| ∀i < n (i ∈ [B]A)}
� [p]A = [A]A

Ýôóé, ãéá ôïõò õðüëïéðïõò óõíäÝóìïõò, ðïõ ïñßæïíôáé áðü áõôïýò, Ý÷ïõìå üôé
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� [¬B]A = N− [B]A

� [B ∧ C]A = [B]A ∩ [C]A

� [B ↔ C]A = ([N−B]A ∩ [N− C]A) ∪ ([B]A ∩ [C]A)

� [3B]A = {n| ∃i < n (i ∈ [B]A)}

¼ôáí äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò óýã÷õóçò, èá ãñÜöïõìå áðëïýóôåñá [B].
Ôï åðüìåíï ëÞììá åßíáé ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ëÞììáôïò 4.2.3.

ËÞììá 5.2.1.
(á) Ãéá êÜèå n ∈ N, [�n⊥] = {i| i < n}.
(â) Ãéá êÜèå n ∈ N, [¬(�n+1⊥ → �n⊥)] = [�n+1⊥ ∧ ¬�n⊥] = {n}. a

Ç åðüìåíç ðñüôáóç áíôéóôïé÷åß óôçí ðñüôáóç 4.2.5.

Ðñüôáóç 5.2.2. ¸óôù M = (W;R; V ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõ-
ôïðáèÝò ìïíôÝëï ôÝôïéï þóôå M � p ↔ A, Ýíáò êüóìïò w ∈ W êáé ìéá p-
ðñüôáóç B. Ôüôå

M; w � B áíí ñ(w) ∈ [B]:

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéïýìå äéðëÞ åðáãùãÞ: ìéá åîùôåñéêÞ ðëÞñç åðáãùãÞ óôçí
ñ(w) êáé ìéá åóùôåñéêÞ áðëÞ åðáãùãÞ óôçí óôÜíôáñ áðáñßèìçóç ãéá íá äåßîïõìå
üôé ãéá êÜèå êüóìï w, w � B áíí ñ(w) ∈ [B].

Ç åîùôåñéêÞ åðáãùãéêÞ õðüèåóç åßíáé üôé ç ðñüôáóç éó÷ýåé ãéá êÜèå x ôÝ-
ôïéï þóôå ñ(x) < ñ(w) êáé ç åóùôåñéêÞ üôé éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ
åìöáíßæïíôáé ðñéí ôçí B óôçí óôÜíôáñ áðáñßèìçóç.

� Áí B = ⊥ ôüôå w 2 ⊥ êáé ñ(w) =∈ [⊥].

� Áí B = C → D ôüôå w � C → D áíí w 2 C Þ w � D áíí, áðü ôçí
åóùôåñéêÞ åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ñ(w) =∈ [C] Þ ñ(w) ∈ [D] áíí ñ(w) ∈
[C → D].

� Áí B = �D. Äéáôõðþíïíôáò áíôéèåôïáíôßóôñïöá ôïí ïñéóìü, n =∈ [�D]
áíí ∃i < n(i =∈ [D]).

Áí w 2 �D ôüôå ∃x(wRx∧x 2 D), Üñá ñ(x) < ñ(w) êáé, áðü ôçí åîùôåñéêÞ
åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ñ(x) =∈ [D]. ÅðåéäÞ wRx, áðü ôï ëÞììá 4.2.1 ñ(w) >
ñ(x) êáé Ýôóé ñ(w) =∈ [�D].

Áíôéóôñüöùò áí ñ(w) =∈ [�D] ôüôå ∃i < ñ(w)(i =∈ [D]). Áðü ôï ëÞììá
4.2.2 ∃x(wRx ∧ ñ(x) = i), Üñá ñ(x) < ñ(w) êáé áðü ôçí åîùôåñéêÞ åðáãù-
ãéêÞ õðüèåóç x 2 D êáé Üñá w 2 �D.

� Áí B = p ôüôå w � p áíí w � A áíí áðü ôçí åóùôåñéêÞ åðáãùãéêÞ õðüèåóç,
ñ(w) ∈ [A] áíí, áöïý [p] = [A], ñ(w) ∈ [p] a

ËÞììá 5.2.3. Áí ç B åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A êáé n åßíáé ï áñéèìüò õðï-
ðñïôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �D, ôüôå åßôå [B] ⊆ {0; : : : ; n} åßôå [B] ⊇
N− {0; : : : ; n}.
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Áðüäåéîç. Êáôáñ÷Üò ðáñáôçñïýìå üôé

j ∈ [�D] áíí ∀k 6 j(k ∈ [�D]): (5.1)

Áõôü éó÷ýåé ãéáôß áí j ∈ [�D] ôüôå ∀i 6 j(i ∈ [D]) êáé åðåéäÞ k 6 j, ∀i 6 k(i ∈
[D]), äçëáäÞ k ∈ [�D].

Êáôüðéí äåß÷íïõìå üôé

ÕðÜñ÷åé i ìå 0 6 i 6 n; ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå õðïðñüôáóç �D ôçò A

i ∈ [�D] áíí i+ 1 ∈ [�D]: (5.2)

¸óôù ðñïò Üôïðï üôé áõôü äåí éó÷ýåé. Ôüôå ãéá êÜèå i ìå 0 6 i 6 n, õðÜñ÷åé
õðïðñüôáóç �D ôçò A Ýôóé þóôå i ∈ [�D] áíí i+ 1 =∈ [�D].
Áí i =∈ [�D] êáé i+ 1 ∈ [�D] êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï åîáéôßáò ôçò (5.1).
Áí i ∈ [�D] êáé i+1 =∈ [�D] õðÜñ÷ïõí ìüíï n ðñïôÜóåéò ôçò A ôçò ìïñöÞò �D,
ïé �D1; : : : ;�Dn êáé ôï i ðáßñíåé n+ 1 ôï ðïëý ôï ðëÞèïò ôéìÝò. ¸ôóé, áðü ôçí
áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá, õðÜñ÷åé ìéá õðïðñüôáóç �D êáé i, j, ìå 0 6 i < j 6 n,
ôÝôïéá þóôå i ∈ [�D], i+ 1 =∈ [�D], j ∈ [�D] êáé j + 1 =∈ [�D].
¼ìùò åðåéäÞ j ∈ [�D] êáé i < j, áðü ôçí (5.1) i+ 1 ∈ [�D], ðïõ åßíáé Üôïðï.

Áêüìá äåß÷íïõìå üôé

Áí ãéá êÜèå õðïðñüôáóç �D ôçò A; i ∈ [�D] áíí i+ 1 ∈ [�D]

ôüôå ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A; i ∈ [B] áíí i+ 1 ∈ [B]: (5.3)

Áí ãéá êÜèå õðïðñüôáóç �D ôçò A, i ∈ [�D] áíí i+1 ∈ [�D], ôüôå åðåéäÞ ç A
åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôùí �D1; : : : ;�Dn, Ý÷ïõìå üôé i ∈ [A]
áíí i+ 1 ∈ [A]
êáé áöïý [A] = [p], Ý÷ïõìå üôé i ∈ [p] áíí i+ 1 ∈ [p].
ÅðåéäÞ êÜèå õðïðñüôáóç ôçò A åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôçò p êáé
ôùí �D1; : : : ;�Dn, ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A, éó÷ýåé üôé i ∈ [B] áíí
i+ 1 ∈ [B].

ÔÝëïò ìå åðáãùãÞ óôï l > 0 äåß÷íïõìå üôé

ÕðÜñ÷åé i ìå 0 6 i 6 n ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå l > 0 êáé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A

i+ l ∈ [B] áíí i+ l + 1 ∈ [B]: (5.4)

Óôá âÞìáôá ôçò åðáãùãÞò ôï i ðáñáìÝíåé óôáèåñü.

- Ãéá l = 0 áðü ôéò (5.2) êáé (5.3) Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé i ìå 0 6 i 6 n ôÝôïéï
þóôå ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A, i ∈ [B] áíí i+ 1 ∈ [B].

- ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A, i+l ∈ [B] áíí i+l+1 ∈ [B].
Áí ç D åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A, áðü ôçí (5.1) Ý÷ïõìå üôé
ãéá êÜèå k < i+ l+1, k ∈ [D] áíí ãéá êÜèå k < i+ l+2, k ∈ [D], äçëáäÞ
ãéá êÜèå õðïðñüôáóç �D ôçò A, i + l + 1 ∈ [�D] áíí i + l + 2 ∈ [�D].
Áðü ôçí (5.3)
ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A, i+ l + 1 ∈ [B] áíí i+ l + 2 ∈ [B].
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¸ôóé ç (5.2) éó÷ýåé êáé Üñá õðÜñ÷åé i ìå 0 6 i 6 n ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå j ìå
j > i êáé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A, i ∈ [B] áíí i + 1 ∈ [B]. Óõìðåñáßíïõìå
ëïéðüí üôé
áí i ∈ [B], ôüôå [B] ⊇ {i; i+ 1; : : : } ⊇ {n; n+ 1; : : : } ⊇ N− {0; : : : ; n}
êáé áí i =∈ [B], ôüôå N − B ⊇ {i; i + 1; : : : } ⊇ N − {0; : : : ; n} êáé Üñá Â ⊆
{0; : : : ; n}. a

¸ôóé êáé ãéá ôçí ßäéá ôçí A åßôå [Á] ⊆ {0; : : : ; n} åßôå [Á] ⊇ N−{0; : : : ; n}.

Èåþñçìá 5.2.4. ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óçìåßïõ.
Ãéá êÜèå ðñüôáóç A ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p êáé åßíáé
ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p ç ðñüôáóç

H
ïñ=

{∨
{¬(�i+1⊥ → �i⊥)| i ∈ [A]}; áí [Á] ⊆ {0; : : : ; n}∧
{�i+1⊥ → �i⊥| i =∈ [A]}; áí [Á] ⊇ N− {0; : : : ; n}

åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 5.1.6 áñêåß íá äåßîïõìÝ üôé GL ` �(p ↔ A) →
(p↔ H).

¸óôù M = (W;R; V ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï
ôÝôïéï þóôå M � �(p↔ A). Ôüôå áí w ∈ W , M; w � �(p↔ A). ¸óôù áêüìá
N = (X;S;U) ôï ðáñáãüìåíï õðïìïíôÝëï ôïõ M áðü ôï w ðïõ Üñá åßíáé êáé
áõôü ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò. Áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ðáñáãüìåíïõ
õðïìïíôÝëïõ (ðñüôáóç 3.1.8) N; w � �(p ↔ A). ÅðåéäÞ, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ
ðáñáãüìåíïõ õðïìïíôÝëïõ, X = {w} ∪ {x| wRx}, Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå x ∈ X
N; x � p↔ A êáé Üñá N � p↔ A.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò H, [H] = [A] êáé, áöïý [A] = [p], Ý÷ïõìå üôé [H] =
[p], äçëáäÞ [p ↔ H] = N . ¸ôóé ñ(w) ∈ [p ↔ H] êáé áðü ôçí ðñüôáóç 5.2.2,
N; w � p↔ H.

×ñçóéìïðïéþíôáò îáíÜ ôçí áñ÷Þ ôïõ ðáñáãüìåíïõ õðïìïíôÝëïõ, M; w � p↔
H êáé ôåëéêÜ M; w � �(p ↔ A) ↔ p ↔ H. ÔåëéêÜ, áðü ôï èåþñçìá ôçò
ðëçñüôçôáò, GL ` �(p↔ A) → (p↔ H). a

Ôï èåþñçìá ìáò äßíåé ôïí ôñüðï íá âñßóêïõìå ôï óôáèåñü óçìåßï H ôçò A,
õðïëïãßæïíôáò ôï [A]. Áõôü ãßíåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéðëÞ áíáäñïìÞ ôïõ
ïñéóìïý ôïõ A-ß÷íïõò ìå ôç âïÞèåéá åíüò ðßíáêá ðïõ ìoéÜæåé ìå ðßíáêá áëçèïôé-
ìþí. ÊÜèå óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá äåß÷íåé áí óôï ß÷íïò ôçò õðïðñüôáóçò ðïõ ïñßæåé
ôç óôÞëç ôïõ áíÞêåé ï öõóéêüò áñéèìüò ðïõ ïñßæåé ôç ãñáììÞ ôïõ (ðïõ ìðïñïýìå
íá öáíôáæüìáóôå üôé åßíáé ïé ôÜîåéò ôùí äéÜöïñùí êüóìùí). Óå áõôÞ ôçí ðåñß-
ðôùóç ôï óôïé÷åßï åßíáé ç >, áëëéþò åßíáé ï ⊥. Ïé õðïðñïôÜóåéò åìöáíßæïíôáé ìå
ôç óåéñÜ ðïõ õðïäåéêíýåé ç óôÜíôáñ áðáñßèìçóç. Óå êÜèå ãñáììÞ ìéá ðñüôáóç
�D ðáßñíåé ôçí ôéìÞ > áíí ç D ðáßñíåé ôç > óå üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò ãñáììÝò
êáé óå êÜðïéá ãñáììÞ ç p ðáßñíåé ôçí > áíí ç A ðáßñíåé ôçí >. Áêüìá åîáéôßáò
ôçò ðñüôáóçò 5.2.3 ç ôéìÞ ôçò A åðáíáëáìâÜíåôáé ìåôÜ ôç n-ïóôÞ ãñáììÞ. Áò
äïýìå äýï ðáñáäåßãìáôá ðïõ îåêáèáñßæïõí ôï ôïðßï:
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ÐáñÜäåéãìá 5.2.1. á) Áí A åßíáé ç ðñüôáóç �(¬p → �⊥) → �(p → �⊥), èá
õðïëïãßóïõìå ôï ß÷íïò [A] êáé ôï óôáèåñü óçìåßï H ôçò A.

�(¬p→ �⊥) �(p→ �⊥) A p ⊥ ¬p �⊥ ¬p→ �⊥ p→ �⊥
0 > > > > ⊥ ⊥ > > >
1 > > > > ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥
2 > ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥ ⊥ >
3 ⊥ ⊥ > > ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥
4 ⊥ ⊥ > > ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ãñáììÝò 3 êáé 4 åßíáé ðáíïìïéüôõðåò êáé, åîáéôßáò ôïõ
ôñüðïõ õðïëïãéóìïý ôïõò (Þ áëëéþò åðåéäÞ n = 4), êáé ïé õðüëïéðåò ãñáììÝò
èá åßíáé. ¸ôóé ç A ðáßñíåé ôçí ôéìÞ ⊥ óôç äåýôåñç ãñáììÞ êáé ìüíï êáé Üñá
[A] = N− {2} êáé H = �3⊥ → �2⊥.

â) Ôï ßäéï èá êÜíïõìå áí A åßíáé ç ðñüôáóç ¬��p.

�p ��p A = ¬��p p

0 > > ⊥ ⊥
1 ⊥ > ⊥ ⊥
2 ⊥ ⊥ > >
3 ⊥ ⊥ > >
...

...
...

...
...

Åäþ n = 2, [A] = N− {0; 1}, H = (�⊥ → ⊥) ∧ (��⊥ → �⊥). Ç ðñüôáóç
¬��⊥ Ý÷åé êáé áõôÞ ôï ßäéï ß÷íïò ìå ôçí A êáé åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí H.

Ðñüôáóç 5.2.5.
á) Ôï óôáèåñü óçìåßï ôçò Á1 = ¬�p åßíáé ôï ¬�⊥.
â) Ôï óôáèåñü óçìåßï ôçò Á2 = �p åßíáé ôï >.
ã) Ôï óôáèåñü óçìåßï ôçò Á3 = �¬p åßíáé ôï �⊥.
ä) Ôï óôáèåñü óçìåßï ôçò Á4 = ¬�¬p åßíáé ôï ⊥.

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéïýìå ôç ìÝèïäï ôïõ ðßíáêá:

á) �p A1 = ¬�p p

0 > ⊥ ⊥
1 ⊥ > >
2 ⊥ > >
...

...
...

...

ã) A3 = �¬p p ¬p
0 > > ⊥
1 ⊥ ⊥ >
2 ⊥ ⊥ >
...

...
...

...
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â) A2 = �p p

0 > >
1 > >
...

...
...

ä) �¬p A4 = ¬�¬p p ¬p
0 > ⊥ ⊥ >
1 > ⊥ ⊥ >
...

...
...

...
...

¸ôóé:
á) [A1] = N− {0} êáé H1 = �⊥ → ⊥ ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ¬�⊥.
â) [A2] = N êáé H2 =

∧
∅ = >.

ã) [A3] = {0} êáé H3 = ¬(�⊥ → ⊥) ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï �⊥.
ä) [A4] = ∅ êáé H4 =

∨
∅ = ⊥. a

Ðñüôáóç 5.2.6. Aí GL ` �A→ �B êáé PA ` A∗, ôüôå PA ` B∗.

Áðüäåéîç.

1. PA ` A∗ (õðüèåóç)
2. PA ` Bew(pAq)∗ (óõíèÞêç áðïäåéîéìüôçôáò (i))
3. PA ` A∗ ∧ Bew(pAq)∗ (1, 2, ðñïô. ëïãéóìüò)
4. PA ` (�A)∗ (ïñéóìüò ôçò ìåôÜöñáóçò)
5. GL ` �A→ �B (õðüèåóç)
6. PA ` (�A→ �B)∗ (èåþñçìá 2.3.4 ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò)
7. PA ` (�A)∗ → (�B)∗ (ïñéóìüò ôçò ìåôÜöñáóçò)
8. PA ` (�B)∗ (4 ,7, ðñïô. ëïãéóìüò)
9. PA ` B∗ ∧ Bew(pBq)∗ (ïñéóìüò ôçò ìåôÜöñáóçò)
10. PA ` B∗ (9, ðñïô. ëïãéóìüò)

a

Óôï åðüìåíï ðüñéóìá ç ðåñßðôùóç (á) äßíåé ãéá ôçí ðñüôáóç ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïßçóå ï G�odel óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò ìç ðëçñüôçôáò üôé åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôçí óõíÝðåéá ôçò PA êáé ç ðåñßðôùóç (2) åßíáé ç áðÜíôçóç ôïõ
L�ob óôçí åñþôçóç ôïõ Henkin. ÃåíéêÜ ðïëëÝò åíäéáöÝñïõóåò åñùôÞóåéò ó÷å-
ôéêÜ ìå áõôïáíáöïñéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ åìðëÝêïõí ôçí áðïäåéîéìüôçôá ìðïñïýí
íá áðáíôçèïýí ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óçìåßïõ.

Ðüñéóìá 5.2.7. Áí S åßíáé ìéá ðñüôáóç ôçò PA:
á) PA ` S ↔ ¬Bew(pSq) áíí PA ` S ↔ ¬Bew(p⊥q) áíí PA ` S ↔ Con.
â) PA ` S ↔ Bew(pSq) áíí PA ` S ↔ > áíí PA ` S.
ã) PA ` S ↔ Bew(p¬Sq) áíí PA ` S ↔ Bew(p⊥q) áíí PA ` S ↔ ¬Con.
ä) PA ` S ↔ ¬Bew(p¬Sq) áíí PA ` S ↔ ⊥ áíí PA ` ¬S.
äçëáäÞ:

á) ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç S äåí åßíáé áðïäåßîéìç áíí
ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç PA åßíáé óõíåðÞò.

â) ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç S åßíáé áðïäåßîéìç áíí
ç S åßíáé áðïäåßîéìç.

ã) ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç S åßíáé áíáôñÝøéìç áíí
ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç PA äåí åßíáé óõíåðÞò.
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ä) ç S åßíáé áðïäåßîéìá éóïäýíáìç ìå ôï üôé ç S åßíáé óõíåðÞò áíí
ç S åßíáé áíáôñÝøéìç.

Áðüäåéîç. Ç ðñüôáóç 5.2.5 ìáò äßíåé üôé:
á) GL ` �(p↔ ¬�p) ↔ �(p↔ ¬�⊥)
â) GL ` �(p↔ �p) ↔ �(p↔ >)
ã) GL ` �(p↔ �¬p) ↔ �(p↔ �⊥)
ä) GL ` �(p↔ ¬�¬p) ↔ �(p↔ ⊥)

Áí ∗ ìéá ðñáãìáôïðïßçóç ôÝôïéá þóôå p∗ = S ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç áðü ôçí
ðñüôáóç 5.2.6. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá áí PA ` S ↔ ¬Bew(pSq), ôüôå PA ` S ↔
¬Bew(p⊥q), äçëáäÞ PA ` S ↔ Con. a

Åîáéôßáò ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Solovay 4.4.4 ãåíéêÜ ïé ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò äåí
Ý÷ïõí êáíïíéêÝò ìïñöÝò, äåí åßíáé äçëáäÞ éóïäýíáìåò ìå áëçèïóõíáñôçóéáêïýò
óõíäõáóìïýò ðñïôÜóåùí üðùò áò ðïýìå. ïé �i⊥ êáé �j¬p. Áõôü ìáæß ìå ôï
ãåãïíüò üôé åíþ GL ` ⊥ → �⊥, GL 0 p→ �p, ìáò åìðïäßæïõí íá ãåíéêåýóïõìå
ôçí áðüäåéîç áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.

5.3 Ç ðñþôç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óç-

ìåßïõ

Èá äþóïõìå äýï áðïäåßîåéò ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñßðôþóç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý
óçìåßïõ. Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá äïýìå ôçí ðñþôç áðü áõôÝò, ôçí áðüäåéîç ôùí
Sambin êáé Reidhaar-Olson. ÁõôÞ åîçãåß ôï öáéíüìåíï üôé ôï óôáèåñü óçìåßï
ìéáò ðñüôáóçò (Þ Ýíá éóïäýíáìü ôïõ) Ý÷åé ðáñüìïéá ìïñöÞ ìå ôçí ðñüôáóç áõôÞ.

Ïñéóìüò 5.3.1. Ìéá ðñüôáóç F ëÝãåôáé k-áðïóõíèÝóéìç (k-decomposable)
áí õðÜñ÷ïõí ìéá (áêüìá êáé êåíÞ) áêïëïõèßá q1; : : : ; qk äéáêåêñéìÝíùí ðñïôá-
óéáêþí ìåôáâëçôþí, ìéá ðñüôáóç B(q1; : : : ; qk) ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí p, áëëÜ ðïõ
ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò q1; : : : ; qk, êáé ìéá áêïëïõèßá ðñïôÜóåùí D1(p); : : : ; Dk(p) ðïõ
ðåñéÝ÷ïõí ôçí p, Ýôóé þóôå

F = B(�D1(p); : : : ;�Dk(p)):

Ç ðñüôáóç A åßíáé k-áðïóõíèÝóéìç ãéá êÜðïéï k, áöïý åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç
óôçí p.

Èåþñçìá 5.3.1. Ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ. ÊÜèå ðñüôáóç A, ðïõ åßíáé
ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p, Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï H Ýôóé þóôå áí (ìå ôéò ðñïûðï-
èÝóåéò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ïñéóìïý) A = B(�D1(p); : : : ;�Dk(p)), ôüôå õðÜñ÷ïõí
H1; : : : ;Hk ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí A, áëëÜ
ü÷é ôçí p, ôÝôïéåò þóôå H = B(�D1(H1); : : : ;�Dk(Hk)).

Áðüäåéîç.

Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï k.
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Ãéá k = 0: Áí ç A åßíáé 0-áðïóõíèÝóéìç, ôüôå õðÜñ÷åé ðñüôáóç B ðïõ äåí
ðåñéÝ÷åé ôçí p ôÝôïéá þóôå A = B, äçëáäÞ ç A äåí ðåñéÝ÷åé ôçí p êáé åßíáé ôï
óôáèåñü óçìåßï ôïõ åáõôïý ôçò.

Èåùñïýìå üôé êÜèå k-áðïóõíèÝóéìç ðñüôáóç, ðïõ åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí
p, Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï.

Èá áðïäåßîïõìå üôé áí ç A åßíáé k + 1-áðïóõíèÝóéìç êáé ôñïðéêïðïéçìÝíç
óôçí p Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï. Ãéá êáôÜëëçëá q1; : : : ; qk+1 êáé D1(p); : : : ; Dk+1(p),
A = B(�D1(p); : : : ;�Dk+1(p)).

Ãéá êÜèå i ìå 1 6 i 6 k + 1, èÝôïõìå

Ai = B(�D1(p); : : : ;�Di−1(p);>;�Di+1(p); : : : ;�Dk+1(p)):

ÊÜèå ìßá áðü ôéò Ai åßíáé k-áðïóõíèÝóéìç êáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p êáé Üñá
áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï Hi. Èá äåßîïõìå üôé ôï

H = B(�D1(H1); : : : ;�Dk+1(Hk+1))

åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò A.
¸óôù M = (W;R; V ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìï-

íôÝëï, w; x; y ∈W êáé 1 6 i 6 k + 1.

ËÞììá 5.3.2. Áí y � �(A↔ B), ôüôå y � �(F (A) ↔ F (B)) êáé
y � �F (A) ↔ �F (B):

Áðüäåéîç. Áðü ôï ðüñéóìá 1.3.20 ôïõ äåýôåñïõ èåùñÞìáôïò áíôéêáôÜóôáóçò
êáé ôçí êáíïíéêüôçôá. a

ËÞììá 5.3.3. Áí y � �(A↔ B) êáé y � �(B ↔ C), ôüôå y � �(A↔ C).

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå z ôÝôïéï þóôå yRz, z � A ↔ B êáé z � B ↔ C, Üñá
z � A↔ C, äçëáäÞ y � �(A↔ C). a

ËÞììá 5.3.4. ¸óôù y � �(p↔ A) êáé y � �Di(p). Ôüôå y � Di(p) ↔ Di(Hi)
êáé y � �Di(p) ↔ �Di(Hi).

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ y � �Di(p), ãéá êÜèå z ôÝôïéï þóôå yRz Þ y = z,
z � �Di(p), Üñá z � �Di(p) ↔ > êáé y � �(�Di(p) ↔ >).
Áðü ôï ëÞììá 5.3.2, y � �(A↔ Ai).
ÅðåéäÞ y � �(p↔ A), áðü ôï ëÞììá 5.3.3, y � �(p↔ Ai).
Ôï Hi üìùò åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò Ai, Ýôóé y � �(p↔ Hi).
Áðü ôï ëÞììá 5.3.2, y � Di(p) ↔ Di(Hi) êáé y � �Di(p) ↔ �Di(Hi). a

ËÞììá 5.3.5. w � �(p↔ A) → �(�Di(p) → �Di(Hi)).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé w � �(p↔ A), y ôÝôïéï þóôå wRy Þ w = y êáé
y � �Di(p). Ôüôå êáé y � �(p↔ A) êáé áðü ôï ëÞììá 5.3.4,
y � �Di(p) ↔ �Di(Hi) êáé Üñá y � �Di(Hi). a

ËÞììá 5.3.6. w � �(p↔ A) → �(�Di(Hi) → Di(p)).
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Áðüäåéîç. ¸óôù üôé w � �(p↔ A), x ìå wRx Þ w = x êáé x � ¬�Di(p).
Ôüôå õðÜñ÷åé y åëÜ÷éóôçò ôÜîçò ôÝôïéï þóôå xRy êáé y � ¬Di(p).
Ãéá êÜèå z ôÝôïéï þóôå yRz ôï z åßíáé ìéêñüôåñçò ôÜîçò áðü ôï y, Ýôóé z � Di(p)
êáé Üñá y � �Di(p).
Áêüìá åðåéäÞ w � �(p↔ A) êáé wRy, y � �(p↔ A).
Ôüôå áðü ôï ëÞììá 5.3.4, y � Di(p) ↔ Di(Hi).
¸ôóé y � ¬Di(Hi) êáé Üñá x � ¬�Di(Hi). a

ËÞììá 5.3.7. w � �(p↔ A) → �(�Di(p) ↔ �Di(Hi)).

Áðüäåéîç. Áðü ôá äýï ðñïçãïýìåíá ëÞììáôá. a

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç ðáñáôçñïýìå üôé áí w � �(p↔ A), ôüôå
áðü ôï ëÞììá 5.3.2 Ý÷ïõìå üôé
w � B(�D1(H1); : : : ;�Di−1(Hi−1);�Di(p);�Di+1(p); : : : ;�Dk+1(p)) ↔

B(�D1(H1); : : : ;�Di−1(Hi−1);�Di(Hi);�Di+1(p); : : : ;�Dk+1(p)). Ìå åðá-
ãùãÞ ëïéðüí óôï i, Ý÷ïõìå üôé
w � B(�D1(p); : : : ;�Dk+1(p)) ↔ w � B(�D1(H1); : : : ;�Dk+1(Hi+1)),
äçëáäÞ w � A↔ H êáé åðåéäÞ w � p↔ A, Ý÷ïõìå üôé w � p↔ H.
¸ôóé óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M, éó÷ýåé üôé
M � �(p↔ A) → (p↔ H) êáé áðü ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò
GL ` �(p ↔ A) → (p ↔ H). ¢ñá áðü ôçí ðñüôáóç 5.1.6 ôï H åßíáé óôáèåñü
óçìåßï ôçò A.

¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç. ÐïëëÝò öïñÝò ìåôÜ ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôùí
p áðü ôá Hi ãßíïíôáé êÜðïéåò åóùôåñéêÝò áðëïðïéÞóåéò. ¸ôóé äéêáéïëïãåßôáé
ãéáôß ôï óôáèåñü óçìåßï ìéáò ðñüôáóçò Ý÷åé ðïëëÝò öïñÝò ìåãÜëåò ïìïéüôçôåò
óôç ìïñöÞ ìå ôçí áñ÷éêÞ ðñüôáóç.

Ïñéóìüò 5.3.2. Ìå ôïí óõìâïëéóìü A ≡ B èá åííïïýìå üôé GL ` A↔ B.

ÐáñÜäåéãìá 5.3.1. á) Áí A = �p→ �¬p ôüôå
B(q1; q2) = q1 → q2, D1(p) = p êáé D2(p) = ¬p.
¸ôóé A1 = B(>;�D2(p)) = > → �D2(p) = > → �¬p ≡ �¬p êáé
A2 = B(�D1(p);>) = �D1(p) → > = �p→ > ≡ > = H2.

Ãéá íá âñïýìå ôï H1: Áí A
′ = �¬p, ôüôå B′ = q1 êáé D′

1(p) = ¬p.
¸ôóé A′

1 = B′(>) = > = H ′
1 êáé

H ′ = B′(�D′
1(H

′
1)) = �D′

1(H
′
1) = �¬H ′

1 = �¬> ≡ �⊥.
¢ñá ç Á1 Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï ôï H1 = �⊥.

ÔåëéêÜ H = B(�D1(H1);�D2(H2)) = �D1(H1) → �D2(H2) =
�H1 → �¬H2 ≡ ��⊥ → �⊥.

Óå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá Ýãéíáí åóùôåñéêÝò áðëïðïéÞóåéò. Áí áõôÝò äåí åß÷áí
ãßíåé èá åß÷áìå êáôáëÞîåé óôï óôáèåñü óçìåßï
�(> → �¬(> → >)) → �¬(�(> → >) → >) ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï
��⊥ → �⊥.
Áõôü äåí åßíáé éóïäýíáìï ìå êáìßá ðñüôáóç ìå ìéêñüôåñï ôñïðéêü âáèìü. Óõ-
ìðåñáßíïõìå üôé ï ôñïðéêüò âáèìüò üëùí ôùí óôáèåñþí óçìåßùí ôçò A ìðïñåß íá
åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü ôïí âáèìü ôçò A.
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Áí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï óôáèåñü óçìåßï ìéáò ðñüôáóçò ìå ìéá ìïíá-
äéêÞ ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, âëÝðïõìå üôé óõìöÝñåé ç ìÝèïäïò ôïõ ðßíáêá.

â) Áí A = �(p→ q) → �¬p ôüôå
B(q1; q2) = q1 → q2, D1(p) = p→ q êáé D2(p) = ¬p.
¸ôóé A1 = B(>;�D2(p)) = > → �D2(p) = > → �¬p ≡ �¬p êáé
A2 = B(�D1(p);>) = �D1(p) → > = �(p→ q) → > ≡ > = H2.
Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá õðïëïãßóáìå üôé ôï óôáèåñü óçìåßï ôçò �¬p åßíáé
ôï H1 = �⊥.

ÔåëéêÜ H = B(�D1(H1);�D2(H2)) = �D1(H1) → �D2(H2) =
�(H1 → q) → �(¬H2) = �(�⊥ → q) → �(¬>) ≡ �(�⊥ → q) → �⊥.

ã) Ç åðéëïãÞ ôùí B êáé Di(p) äåí åßíáé áðáñáßôçôá ìïíïóÞìáíôç, üðùò äåß-
÷íåé áõôü ôï ðáñÜäåéãìá:

Áí A = �(�(p ∧ q) ∧�(p ∧ r))
êáé åðéëÝîïõìå B = q1 êáé D1(p) = �(p ∧ q) ∧�(p ∧ r), Ý÷ïõìå:
A1 = B(>) = > = H1 êáé
H = B(�D1(H1)) = �D1(H1) = �(�(H1 ∧ q) ∧�(H1 ∧ r)) =
�(�(> ∧ q) ∧�(> ∧ r)) ≡ �(�q ∧�r).

Áí üìùò åðéëÝîïõìå B = �(q1∧q2), D1(p) = p∧q êáé D2(p) = p∧r, Ý÷ïõìå:
A1 = B(>;�D2(p)) = �(> ∧�D2(p)) = �(> ∧�(p ∧ r)) ≡ ��(p ∧ r) êáé
A2 = B(�D1(p);>) = �(�D1(p) ∧ >) = �(�(p ∧ q) ∧ >) ≡ ��(p ∧ q)

Ãéá íá âñïýìå ôï H1: Áí A
′ = ��(p∧r), ôüôå B′ = q1 êáé D

′
1(p) = �(p∧r).

¸ôóé A′
1 = B′(>) = > = H ′

1 êáé
H ′ = B′(�D′

1(H
′
1)) = �D′

1(H
′
1) = ��(H ′

1 ∧ r) = ��(> ∧ r) ≡ ��r.
Ïìïßùò H2 = ��q.

ÔåëéêÜ H = B(�D1(H1);�D2(H2)) = �(�D1(H1) ∧�D2(H2)) =
�(�(H1 ∧ q ∧�(H2 ∧ r)) = �(�(��r ∧ q ∧�(��q ∧ r)).

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñþôç åðéëïãÞ ìáò äßíåé óôáèåñü óçìåßï ìå ôñïðéêü âáèìü
2 åíþ ç äåýôåñç ìå ôñïðéêü âáèìü 4.

5.4 Ç äåýôåñç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý

óçìåßïõ

Åßäáìå üôé Ýíá óôáèåñü óçìåßï, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí áðüäåéîç ôçò ðñïçãïý-
ìåíçò ðáñáãñÜöïõ, ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß Ýôóé þóôå íá ìéêñýíåé ï ôñïðéêüò ôïõ
âáèìüò, üìùò ü÷é ðÜíôá íá ãßíåé ßóïò ìå ôïí ôñïðéêü âáèìü ôçò A. Ç áðüäåéîç
ôùí Boolos êáé Gleit ðïõ èá äïýìå óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï, êáôáóêåõÜæåé Ýíá
óôáèåñü óçìåßï ãéá êÜèå ðñüôáóç A, ôïõ ïðïßïõ ï ôñïðéêüò âáèìüò äåí îåðåñíÜåé
ôï n. Èõìßæïõìå üôé n åßíáé ï áñéèìüò õðïðñïôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �D,
äçëáäÞ ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ � óôçí A.

Èåþñçìá 5.4.1. Ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ. ÊÜèå ðñüôáóç A, ðïõ åßíáé
ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p, Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï H Ýôóé þóôå áí n åßíáé ï áñéèìüò
õðïðñïôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �D, ôüôå ãéá ôïí ôñïðéêü âáèìü ôçò H éó÷ýåé
d(H) 6 n.
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Áðüäåéîç.

¸óôù s ôï ðëÞèïò ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí åêôüò áðü ôçí p ðïõ åìöáíßæï-
íôáé óôçí A. Ôüôå áõôÝò åßíáé ïé p1; : : : ; ps. Ìå ±B óõìâïëßæïõìå ìéá ðñüôáóç
ðïõ åßíáé ç B Þ ç ¬B.

Ïñéóìüò 5.4.1. Ïñßæïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ m-÷áñáêôÞñá (m-character), ãéá
m > 0. Ïé 0-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé 2s ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò ±q1 ∧ · · · ∧ ±qs. Áí
s = 0 ôüôå ç > åßíáé ï ìüíïò 0-÷áñáêôÞñáò.
¸óôù üôé ïé m-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé t ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò V1; : : : ; Vt. Ôüôå ïé
m+ 1-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé 2s+t ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò

±q1 ∧ · · · ∧ ±qs ∧ ±3V1 ∧ · · · ∧ ±3Vt

ÐáñÜäåéãìá 5.4.1. Áí ç A ðåñéÝ÷åé ìüíï ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò p êáé q,
ôüôå ïé 0-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé 2 = 21 ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò ±q
ïé 1-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé 8 = 21+2 ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò ±q ∧ ±3q ±3¬q
ïé 2-÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé 512 = 21+8 ôï ðëÞèïò ðñïôÜóåéò

±q∧ ±3(q ∧3q ∧3¬q) ∧ ±3(q ∧3q ∧ ¬3¬q)∧
±3(q ∧ ¬3q ∧3¬q) ∧ ±3(q ∧ ¬3q ∧ ¬3¬q)∧
±3(¬q ∧3q ∧3¬q) ∧ ±3(¬q ∧3q ∧ ¬3¬q)∧
±3(¬q ∧ ¬3q ∧3¬q) ∧ ±3(¬q ∧ ¬3q ∧ ¬3¬q):

êáé ïé 3-÷áñáêôÞñåò åßíáé 21+512 ôï ðëÞèïò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç äéÜæåõîç üëùí ôùí m-÷áñáêôÞñùí åßíáé ôáõôïëïãßá, åíþ
ç óýæåõîç êÜèå äýï m-÷áñáêôÞñùí åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêÜ éóïäýíáìç ìå ôïí
⊥. ¸ôóé ãéá êÜèå ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé êÜèå w ∈ W , õðÜñ÷åé áêñéâþò
Ýíáò m-÷áñáêôÞñáò U(m;M; w) (Þ U(m;w) Þ áêüìá U , áí äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò
ðáñáíüçóçò) ôÝôïéïò þóôå M; w � U .

Ìå åðáãùãÞ óôï m áðïäåéêíýåôáé üôé ï âáèìüò êÜèå m-÷áñáêôÞñá åßíáé m.

ËÞììá 5.4.2. ¸óôù üôé ôá ìïíôÝëá M = (W;R; V ) êáé N = (X;S;Q) åßíáé
ðåðåñáóìÝíá, ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ, M; w0 � �(p ↔ A), N; x0 � �(p ↔
A) êáé U(n;w0;M) = U(n; x0;N). Ôüôå M; w0 � p áíí N; x0 � p.

Áðüäåéîç. ¸óôù w;w′; w0 ∈ W êáé x; x′; x0 ∈ X. Èåùñïýìå üôé W ∩X = ∅
êé Ýôóé èá ðáñáëåßðïõìå ôá óýìâïëá M êáé N ÷ùñßò áìöéóçìßåò.

¸óôù ðñïò Üôïðï üôé w0 2 p áíí x0 � p.
Ïñßæïõìå ôï P (i; Z; w; x;D) Ýôóé ðïõ åßíáé áëçèÝò áíí éó÷ýïõí êáé ïé ï÷ôþ

åðüìåíåò óõíèÞêåò:
(1) Ôï Z åßíáé Ýíá óýíïëï õðïðñïôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �B.
(2) Ôï Z Ý÷åé i ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá.
(3) w0Rw Þ w0 = w.
(4) x0Sx Þ x0 = x.
(5) Ãéá êÜèå ðñüôáóç �B ∈ Z, w � �B êáé x � �B.
(6) U(n− i; w;M) = U(n− i; x;N).
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(7) Ç �D åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A.
(8) w 2 �D áíí x � �D (Ýôóé ëüãù ôçò (5), �D =∈ Z).

Èá áðïäåßîïõìå üôé áí i < n êáé õðÜñ÷ïõí Z, w, x, D ôÝôïéá þóôå
P (i; Z; w; x;D), ôüôå õðÜñ÷ïõí Z ′, w′, x′, D′ ôÝôïéá þóôå P (i+1; Z ′; w′; x′; D′).

Èá áíáöåñüìáóôå óôéò áíôßóôïé÷åò óõíèÞêåò ðïõ èá äåßîïõí üôé
P (i+ 1; Z ′; w′; x′; D′), ùò (1'), (2') êëð.

ÕðïèÝôïõìå üôé i < n êáé üôé õðÜñ÷ïõí Z, w, x,D ôÝôïéá þóôå P (i; Z; w; x;D).
×ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò áðü ôçí (8) èá õðïèÝóïõìå üôé w 2 �D êáé
x � �D. ÕðÜñ÷åé ëïéðüí w′ êüóìïò åëÜ÷éóôçò ôÜîçò ôÝôïéïò þóôå wRw′ êáé
w′ 2 D. Ôüôå w0Rw

′ (3') êáé ç D åßíáé áëçèÞò óôïõò êüóìïõò ðñïóâÜóéìïõò
áðü ôï w′, êáé Üñá w′ � �D.

¸óôù V = U(n − (i + 1); w′) (åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíï, áöïý i < n). Ôüôå
w′ � V êáé, áöïý wRw′, w � 3V . ¸ôóé ç 3V åßíáé ìÝëïò ôçò óýæåõîçò ôçò
U(n− i; w) = U(n− i; x). ¢ñá x � 3V êáé Ýôóé õðÜñ÷åé x′ ôÝôïéï þóôå xSx′ êáé
x′ � V êáé Ý÷ïõìå x0Sx

′ (4'). Áðü áõôü óõìðåñáßíïõìå üôé U(n− (i+ 1); x′) =
V = U(n− (i+ 1); w′) (6').

ÅðåéäÞ x � �D, êáé xSx′, Ý÷ïõìå üôé x′ � �D êáé x′ � D. ¸óôù Z ′ =
Z ∪ {�D} (1'). ôüôå ôï Z ′ Ý÷åé i + 1 ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá (2'). Áöïý wRw′ êáé
xSx′, ãéá êÜèå ðñüôáóç �B ∈ Z ′ éó÷ýåé üôé w′ � �B êáé x′ � �B (5').

ÌÝíåé ôþñá íá âñïýìå ìéá êáôÜëëçëç ðñüôáóç D′.

Åßäáìå üôé ç D åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A, w′ 2 D êáé x′ � D. ÁõôÞ ç äéáöïñÜ
ôùí êüóìùí ðñÝðåé íá ðñïêýðôåé áðü ìéá äéáöïñÜ ôïõò óå ó÷Ýóç ìå ôï p, êÜ-
ðïéï qk Þ êÜðïéï �D′, áöïý ç D åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò ôùí p,
q1; : : : ; qk êáé õðïðñïôÜóåùí �D ôçò A. ¸ôóé éó÷ýåé êÜðïéï áðü ôá ðáñáêÜôù:

(á) w′ 2 p áíí x′ � p
(â) w′ 2 qk áíí x′ � qk, ãéá êÜðïéï k, ìå 1 6 k 6 s
(ã) w′ 2 �D′ áíí x′ � �D′, ãéá êÜðïéá õðïðñüôáóç �D ôçò A.

Áí éó÷ýåé ç (á), áöïý w0 � �(p ↔ A), x0 � �(p ↔ A), w0Rw
′ êáé x0Sx

′,
Ý÷ïõìå üôé w′ � p ↔ A êáé x′ � p ↔ A. Ç A åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò
óõíäõáóìüò ôùí qk êáé õðïðñïôÜóåùí �D ôçò A. Áíáãüìáóôå Ýôóé óôéò Üëëåò
äýï ðåñéðôþóåéò.
Ç (â) äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé, áöïý U(n− (i+ 1); w′) = U(n− (i+ 1); x′).
¸ôóé éó÷ýåé ç (ã) êáé Ý÷ïõìå ôéò (7') êáé (8').

¸ôóé äåßîáìå üôé áí i < n êáé õðÜñ÷ïõí Z, w, x, D ôÝôïéá þóôå
P (i; Z; w; x;D), ôüôå õðÜñ÷ïõí Z ′, w′, x′, D′ ôÝôïéá þóôå P (i+1; Z ′; w′; x′; D′).

ÅðåéäÞ w0 � p↔ A êáé x0 � p↔ A êáé U(n;w0) = U(n; x0), áêïëïõèþíôáò
ôçí ßäéá äéáäéêáóßá Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜðïéá õðïðñüôáóç �D ôçò A, w0 2 �D áíí
x0 � �D êé Ýôóé P (0;∅; w0; x0; D).

Ìå åðáãùãÞ óôï i áðïäåßîáìå üôé õðÜñ÷ïõí Z ′, w′, x′, D′ ôÝôïéá þóôå
P (n;Z ′; w′; x′; D′). ¸ôóé ôï Z ′ åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé n ôï ðëÞèïò õðï-
ðñïôÜóåéò ôçò A ôçò ìïñöÞò �B, áëëÜ ü÷é ôçí õðïðñüôáóç �D′ ôçò A. Áõôü
åßíáé Üôïðï, áöïý ç A Ý÷åé n ôï ðëÞèïò õðïðñïôÜóåéò êáé Üñá èá Ýðñåðå íá
áíÞêïõí üëåò óôï Z ′. a
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5.5 ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ðñïôÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí óôáèåñü óçìåßï

Èåùñïýìå ôï

H =
∨
{U | ç U åßíáé Ýíáò n-÷áñáêôÞñáò êáé GL ` �(p↔ A) ∧ U → p}:

ÅðåéäÞ ï âáèìüò êÜèå m-÷áñáêôÞñá åßíáé m, ï âáèìüò ôïõ H åßíáé åðßóçò m.
¸óôù Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëïM = (W;R; V ),

w ∈W .
Èá äåßîïõìå üôé w � �(p↔ A) → (p↔ H).

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé w � �(p↔ A).
¸óôù w � H êáé U = U(n;w). ÅðåéäÞ ï U åßíáé ï ìïíáäéêüò n-÷áñáêôÞñáò

ôÝôïéïò þóôå w � U , ï U åßíáé ìÝëïò ôçò äéÜæåõîçò ôïõ H êáé Üñá
GL ` �(p↔ A) ∧ U → p. ¸ôóé w � U → p êáé áöïý w � U , Ý÷ïõìå üôé w � p.
¢ñá w � �(p↔ A) → (H → p).

Áíôßóôñïöá Ýóôù üôé w � p. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé ï U äåí åßíáé ìÝëïò ôçò
äéÜæåõîçò ôïõ H. Ôüôå GL 0 �(p↔ A) ∧ U → p êáé Üñá õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï,
ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï N = (X;S;Q) êáé x ∈ X Ýôóé þóôå
x � �(p ↔ A), x � U êáé x 2 p. ¼ìùò ï ìïíáäéêüò n-÷áñáêôÞñáò ðïõ
áëçèåýåé óôï x åßíáé ï U(n; x) êáé Ýôóé U(n;w) = U = U(n; x). Ôüôå, åðåéäÞ
w � �(p ↔ A) êáé x � �(p ↔ A), áðü ôï ëÞììá 5.4.2, w � p áíí x � p, ðïõ
åßíáé Üôïðï. ¸ôóé ï U åßíáé ìÝëïò ôçò äéÜæåõîçò ôïõ H êáé åðåéäÞ w � U Ý÷ïõìå
üôé w � H. ¢ñá w � �(p↔ A) → (p→ H).

¸ôóé óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M, éó÷ýåé
üôé M � �(p↔ A) → (p↔ H) êáé áðü ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò
GL ` �(p ↔ A) → (p ↔ H). ¢ñá áðü ôçí ðñüôáóç 5.1.6 ôï H åßíáé óôáèåñü
óçìåßï ôçò A.

¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç. ÂñÞêáìå ëïéðüí ôñüðï íá ðåñéïñßóïõìå ôï
âáèìü ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ þóôå íá åßíáé ôï ðïëý n. Ôï ôßìçìá áõôÞò ôçò
êáôáóêåõÞò üìùò åßíáé üôé ôï ðáñáãüìåíï H åßíáé ìåãÜëï óå ìÞêïò.

5.5 ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ðñïôÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí óôá-

èåñü óçìåßï

Ç óõíèÞêç ç A íá åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p äåí ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß ôåëåßùò:
Äåí Ý÷ïõí üëåò ïé ðñïôÜóåéò óôáèåñü óçìåßï. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç ðñüôáóç p
åß÷å óôáèåñü óçìåßï H áõôü èá Þôáí áìåôÜâëçôç ðñüôáóç êáé GL ` �(p ↔
p) ↔ �(p ↔ H) êáé Üñá GL ` p ↔ H ðïõ åßíáé Üôïðï áöïý áí äýï ìïíôÝëá
Ý÷ïõí áðü Ýíáí êüóìï êáé ç p áëçèåýåé ìüíï óôïí Ýíáí, ôüôå óôïí Ýíáí áðü ôïõò
äýï äåí áëçèåýåé ç p ↔ H. Áêüìá áí ç ðñüôáóç ¬p åß÷å óôáèåñü óçìåßï ôüôå
GL ` H ↔ ¬H ðïõ åßíáé Üôïðï.

Èá äïýìå üìùò üôé õðÜñ÷åé ðñüôáóç ðïõ åíþ äåí åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí
p, Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï.

Ðñüôáóç 5.5.1. Áí ç ðñüôáóç B åßíáé ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p êáé GL ` p→
B, ôüôå GL ` B.

72



5.5 ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ðñïôÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí óôáèåñü óçìåßï

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé GL 0 B. ôüôå õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï, ìåôá-
âáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé M; w ∈ W ôÝôïéï þóôå
M; w 2 B. ¸óôù V ′ ôÝôïéï þóôå íá åßíáé ßäéá ìå ôçí V åêôüò áðü ôï üôé wV ′p
êáé M′ = (W;R; V ′). Ôüôå ãéá êÜèå x ìå wRx M; x � D áíí M′; x � D, Üñá
M; w � �D áíí M′; w � �D. ¼ìùò ç B åßíáé áëçèïóõíáñôçóéáêüò óõíäõáóìüò
ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò �D êáé ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí äéÜöïñùí ôçò p. ¸ôóé
M′; w 2 B. ¼ìùò M′; w � p. ¸ôóé M′; w 2 p→ B êáé Üñá áðü ôï èåþñçìá ôçò
ðëçñüôçôáò GL 0 p→ B. a

Ðüñéóìá 5.5.2. Ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç äßíåé üôé ç p äåí åßíáé éóïäýíáìç ìå
êáìéÜ ðñüôáóç ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p.

Áðüäåéîç. Áí ßó÷õå üôé GL ` p↔ B, ôüôå áðü ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç GL ` B
êáé Üñá GL ` p. Ôüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç GL ` ⊥, ðïõ åßíáé Üôïðï. a

Ðñüôáóç 5.5.3. Äåí õðÜñ÷åé ðñüôáóç B ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p ôÝôïéá þóôå
GL ` B ↔ (�p ∨ p).

Áðüäåéîç. Áí õðÞñ÷å ôÝôïéá B, ôüôå GL ` p → B êáé Ýôóé, áðü ôçí ðñüôáóç
5.5.1, GL ` B, Üñá GL ` �p ∨ p. ¼ìùò áõôü åßíáé Üôïðï ãéáôß áí W = {0; 1},
R = {(0; 1)}, V = ∅, ôï M = (W;R; V ) åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï GL êáé 0 �
¬p ∧ ¬� p. a

Ðñüôáóç 5.5.4. GL ` �(p↔ �p ∨ p) ↔ �(p↔ >).

Áðüäåéîç. Ãéá ôçí ïñèÞ öïñÜ:

GL ` �(p↔ �p ∨ p) → �(�p→ p);→ �(�p→ p) ∧ (�p→ p);→
�p ∧ (�p→ p);→ �p ∧ p;→ �p;→ �(p→ >).

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç:

GL ` �(p↔ >) → �p;→ �(�p ∨ p→ p);→ �(�p ∨ p↔ p). a

Áðü ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç óõìðåñáßíïõìå üôé åíþ ôï íá åßíáé ìéá ðñüôáóç
ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p åßíáé éêáíÞ ðñïûðüèåóç ãéá íá Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï, äåí
åßíáé êáé áíáãêáßá. Ç �p∨ p Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï ÷ùñßò êáí íá åßíáé éóïäýíáìç
ìå ìéá ðñüôáóç ôñïðéêïðïéçìÝíç óôçí p. ÅðåéäÞ, üðùò åßäáìå, äåí Ý÷ïõí üëåò ïé
ðñïôÜóåéò óôáèåñü óçìåßï èá èÝëáìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí.
Ôï áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò (ìç ôåôñéìÝíïò) ôÝôïéïò ÷áñáêôçñéóìüò åßíáé áíïé÷ôü
åñþôçìá.
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6. Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò
ðëçñüôçôáò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áðïäåßîïõìå ôá áíôßóôñïöá ôùí èåùñçìÜôùí ôçò áñéèìç-
ôéêÞò åãêõñüôçôáò 2.3.4 êáé 2.3.10, äçëáäÞ ôá èåùñÞìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëç-
ñüôçôáò ôïõ Robert Solovay.

6.1 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï

GL

Ïñéóìüò 6.1.1. Ìéá ðñüôáóç A ëÝãåôáé ðÜíôá áðïäåßîéìç áíí ãéá êÜèå ðñáã-
ìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗.

Èåþñçìá 6.1.1. ÁñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL. Ç ðñüôáóç A åßíáé
ðÜíôá áðïäåßîéìç áíí GL ` A.

Áðüäåéîç.

Ç áíôßóôñïöç öïñÜ åßíáé ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ãéá ôï GL,
2.3.4. Ãéá ôçí ïñèÞ öïñÜ Ýóôù ðñïò Üôïðï üôé GL 0 A. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá
ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé w ∈ W ,
ôÝôïéï þóôå w 2 A. Áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗ áðü ôá M
êáé w, ôÝôïéá þóôå PA 0 A∗. ×ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå üôé
ï w âëÝðåé üëïõò ôïõò Üëëïõò êüóìïõò ôïõ W . (Áí ü÷é, Ýóôù N ôï ðáñáãüìåíï
õðïìïíôÝëï ôïõ M áðü ôï w êáé áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ðáñáãüìåíïõ õðïìïíôÝëïõ
3.1.8 N 2 A.)

Ôüôå ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé w = 1, W = {1; : : : ; n} êáé 1Ri áíí
1 < i 6 n. ¸ôóé M; 1 2 A.

ÉäÝá ôçò áðüäåéîçò. Èá ïñßóïõìå ôéò ðñïôÜóåéò ôïõ Solovay S0; S1; : : : ; Sn
êáé ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ∗ Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p,
p∗ =

∨
iV p Si.

Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå i ∈W êáé êÜèå B õðïðñüôáóç ôçò A,
áí M; i � B ôüôå PA � Si → B∗ êáé áí M; i 2 B ôüôå PA � Si → ¬B∗.
Ôüôå, áöïý ç A åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A êáé M; i 2 A, PA ` S1 → ¬A∗. Èá
áðïäåßîïõìå áêüìá üôé PA ` S0 → ¬Bew(pS1q) êáé üôé ç S0 åßíáé áëçèÞò.
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6.1 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

Áðü ôçí

PA ` S1 → ¬A∗ èá óõìðåñÜíïõìå ôçí

PA ` ¬Bew(p¬S1q) → ¬Bew(pA∗q) êáé åðåéäÞ
PA ` S0 → ¬Bew(pS1q),
PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q).
×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ôá èåùñÞìáôá ôçò PA åßíáé áëçèåßò ðñïôÜóåéò,
ç ðñüôáóç S0 → ¬Bew(pA∗q) åßíáé áëçèÞò. ¼ìùò ç S0 åßíáé áëçèÞò, Üñá ôï
ßäéï êáé ç ¬Bew(pA∗q). ¸ôóé PA 0 A∗.

Åðåêôåßíïõìå ôï áñ÷éêü ìáò ìïíôÝëï óõíäÝïíôáò óôçí áñ÷Þ ôïõ ôïí êüóìï
0, ãéá íá õðÜñ÷åé áíôéóôïé÷ßá ìå ôïõò êüóìïõò ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôéò ðñïôÜóåéò
ôïõ Solovay. Ïñßæïõìå Ýôóé ôï ìïíôÝëï M′ = (W ′; R′; V ′) ìå W ′ = W ∪ {0},
R′ = R ∪ {(0; i)| 1 6 i 6 n},ãéá 1 6 i 6 n, iV ′p áíí iV p êáé 0V ′p áíí
1V p, äçëáäÞ ï 0 âëÝðåé üëïõò ôïõò õðüëïéðïõò êüóìïõò êáé óõìðåñéöÝñåôáé óôéò
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò üðùò ï 1. ¸ôóé ôï M′ åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò.

Èá ïñßóïõìå ìéá óõíÜñôçóç h : N → W ′ ôÝôïéá þóôå áí h(m) = i ôüôå
h(m + 1) = i Þ õðÜñ÷åé j ìå iR′j ôÝôïéï þóôå h(m + 1) = j. ÅðáãùãéêÜ áí
m < k, h(m) = i êáé h(k) = j, ôüôå åðåéäÞ ôï M′ åßíáé ìåôáâáôéêü, i = j Þ iR′j.
ÅðåéäÞ ôï M åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé äåí õðÜñ÷ïõí óå áõôü R-êýêëïé, õðÜñ÷ïõí
j ∈ W ′ êáé m ∈ N ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå m′ > m, h(m′) = j, äçëáäÞ ç h åßíáé
ôåëéêÜ j Þ éóïäýíáìá, áöïý ç h Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï N, ç h Ý÷åé üñéï ôï j.

ÕðïèÝôïíôáò ãíùóôÞ ôçí h (ðïõ èá ïñßóïõìå áñãüôåñá) êáé áí H(a; b) =
{a; b| h(a) = b}, äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôùí ðñïôÜóåùí ôïõ Solovay:

Ïñéóìüò 6.1.2. Áí 0 6 j 6 n êáé H(a; b) = {a; b| h(a) = b}, ç ðñüôáóç Sj ôïõ
Solovay åßíáé ç ðñüôáóç

∃c∀a(a > c→ ∃b(b = j ∧H(a; b))):

Ç Sj äçëþíåé üôé ç h Ý÷åé üñéï ôï j.

Ç h ðïõ èá ïñßóïõìå èá Ý÷åé ôçí ðáñáêÜôù éäéüôçôá, ôçí ïðïßá ðåñéãñÜöïõìå
áíáäñïìéêÜ:

� h(0) = 0

� áí h(m) = i, ôüôå

{ h(m+ 1) = j, áí õðÜñ÷åé j ìå iR′j ôÝôïéï þóôå o m íá åßíáé áñéèìüò
G�odel ìéáò áðüäåéîçò ôçò ðñüôáóçò ¬Sj Þ

{ h(m+ 1) = i, áëëéþò.

ÁõôÞ ç éäéüôçôá äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ïñéóìüò ãéá ôçí h ãéáôß ç h
åìöáíßæåôáé óôïí ïñéóìü ôùí ðñïôÜóåùí ôïõ Solovay, êáé ïé ðñïôÜóåéò ôïõ Solo-
vay åìöáíßæïíôáé óôçí éäéüôçôá ôçò h. Èá åß÷áìå äçëáäÞ Ýíáí êõêëéêü ïñéóìü.
Ãéá íá áðïöýãïõìå áõôÞ ôçí êáôÜóôáóç èá åöáñìüóïõìå ôï ãåíéêåõìÝíï ëÞììá
äéáãùíéïðïßçóçò ãéá íá ïñßóïõìå ôçí h.
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6.1 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

Èá óõìâïëßæïõìå ìå Fm ôïí ôýðï ìå áñéèìü G�odel m
Èåùñïýìå ôïí Ó1 øåõäïüñï notlim(x1; x2) ðïõ åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ

áíáèÝôåé óå êÜèå æåýãïò (m; j) ôïí áñéèìü G�odel ôçò ðñüôáóçò

¬∃c∀a(a > c→ ∃b(b = j ∧ Fm)):

¸ôóé áí Ýíáò ôýðïò F (a; b) ìå áñéèìü G�odel m ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç f , ôüôå ï
notlim(m; j) åêöñÜæåé ôïí áñéèìü G�odel ôçò ðñüôáóçò ðïõ äçëþíåé üôé ôï j äåí
åßíáé üñéï ôçò óõíÜñôçóçò f .

¸óôù ï ôýðïò B(y; a; b)

∃s
{
FinSeq(s) ∧ lh(s) = a+ 1 ∧ s0 = 0 ∧ sa = b∧

∀x < a
∧

i:06i6n

{
sx = i →

[ ∧
j:iR′j

(
Pf(x;notlim(y; j)) → sx+1 = j)

)
∧

(( ∧
j:iR′j

¬Pf(x;notlim(y; j))
)
→ sx+1 = sx

)]}}
:

Áí ôï ç ôéìÞ ôïõ y åßíáé áñéèìüò G�odel êÜðïéïõ ôýðïõ F ðïõ ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç
f , ôüôå ï B(y; a; b) åêöñÜæåé üôé õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ìÞêïõò a + 1
ôÝôïéá þóôå:
ôï ðñþôï ôçò óôïé÷åßï åßíáé ôï 0, ôï ôåëåõôáßï åßíáé ôï b êáé
ãéá êÜèå x < a, áí sx = i, ôüôå:
sx+1 = j, áí iR′j êáé x åßíáé ï áñéèìüò G�odel ìéáò áðüäåéîçò ôçò ðñüôáóçò ðïõ
åêöñÜæåé üôé ôï j äåí åßíáé üñéï ôçò f êáé
sx+1 = sx, áëëéþò.

Áðü ôï ãåíéêåõìÝíï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò 2.2.9, õðÜñ÷åé Ýíáò ôýðïò H(a; b)
ôÝôïéïò þóôå

PA ` H(a; b) ↔ B(pH(a; b)q; a; b):

ÈÝôïõìå m ôïí áñéèìü G�odel ôçò H(a; b). ¸ôóé ïñßóáìå áõóôçñÜ ôïí üñï
H(a; b) êáé Üñá ï ïñéóìüò 6.1.2 ôùí Sj , åßíáé ðëÞñçò.

Ìå sn èá óõìâïëßæïõìå ôïí áñéèìü G�odel ôïõ n-ïóôïý üñïõ ôçò áêïëïõèßáò
ìå áñéèìü G�odel s.

Ðñüôáóç 6.1.2. PA ` H(a; b) ↔

∃s
{
FinSeq(s) ∧ lh(s) = a+ 1 ∧ s0 = 0 ∧ sa = b∧

∀x < a
∧
i:06i6n

{
sx = i →[∧

j:iR′j

(
Pf(x; p¬Sjq) → sx+1 = j)

)
∧((∧

j:iR′j ¬Pf(x; p¬Sjq)
)
→ sx+1 = sx

)]}}
:
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6.1 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

Áðüäåéîç. Éó÷ýåé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ôýðïõ B(y; a; b) êáé åðåéäÞ
PA ` notlim(pH(a; b)q; j) = notlim(m; j) =

= p¬∃c∀a(a > c→ ∃b(b = j ∧H(a; b)))q = p¬Sjq. a

ÅðåéäÞ óôçí éóïäõíáìßá ôçò ðñüôáóçò 6.1.2 ïé üñïé FinSeq êáé Pf åßíáé Ä1 êáé
åðåéäÞ ï Ó1 üñïò lh(s) åßíáé êáé Ä1 üñïò (áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 2.1.1), o H(a; b)
åßíáé Ó1 üñïò. Ãéá ôïí üñï H(a; b) éó÷ýåé üôé (ìå åðáãùãÞ óôçí a) ∃!bH(a; b)
êáé ïñßæåé ôç óõíÜñôçóç h. Áêüìá ãéá êÜèå j 6 n ç ðñüôáóç Sj åêöñÜæåé üôé ôï
üñéï ôçò h åßíáé ôï j. Åðßóçò éó÷ýåé ç éäéüôçôá ðïõ èÝëáìå ãéá ôçí h.

Ðñüôáóç 6.1.3. Áí 0 6 i < j 6 n, ôüôå PA ` ¬(Si ∧ Sj).

Áðüäåéîç. Áðü ôïí ïñéóìü ôùí Sj êáé åðåéäÞ PA ` ∃!bH(a; b). a

Ðñüôáóç 6.1.4. PA ` H(a; i) → (Si ∨
∨
j:iR′j Sj)

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí áíôßóôñïöç ôçò R′. ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜèå j
ìå iR′j éó÷ýåé üôé

PA ` H(a; j) → (Sj ∨
∨
k:jR′k Sk) êáé Üñá

PA ` ∀a(H(a; j) → (Sj ∨
∨
k:jR′k Sk)).

Áðü ôçí 6.1.2 Ý÷ïõìå üôé

PA ` H(a; i) → ∀c(c > a→ (H(c; i) ∨
∨
j:iR′j H(c; j))).

Áðü ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò óõìðåñáßíïõìå üôé

PA ` H(a; i) → ∀c(c > a→ (H(c; i) ∨
∨
j:iR′j(Si ∨

∨
k:jR′k Sj))).

¼ìùò ç c äåí åìöáíßæåôáé óôï
∨
j:iR′j(Si ∨

∨
k:jR′k Sj), Ýôóé

PA ` H(a; i) → ∀c(c > a→ H(c; i) ∨
∨
j:iR′j(Si ∨

∨
k:jR′k Sj)) êáé Üñá

PA ` H(a; i) → (Si ∨
∨
j:iR′j(Si ∨

∨
k:jR′k Sj)).

ÅðåéäÞ áí iR′j êáé jR′k ôüôå iR′k éó÷ýåé ôï æçôïýìåíï. a

Ðñüôáóç 6.1.5. PA ` S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí 6.1.4 Ý÷ïõìå üôé

PA ` H(a;0) → (S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn). ¼ìùò áðü ôçí 6.1.2

PA ` H(0;0) êáé Ýôóé
PA ` (S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn) a

Áðü ôéò 6.1.3 êáé 6.1.5 óõìðåñáßíïõìå üôé ç PA áðïäåéêíýåé üôé ç h Ý÷åé
ìïíáäéêü üñéï 6 n

Ðñüôáóç 6.1.6. Áí iR′j, ôüôå PA ` Si → ¬Bew(p¬Sjq).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ôï üñéï ôçò h åßíáé ôï i êáé m ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò
ôÝôïéïò þóôå h(m) = i êáé ãéá êÜèå r > m, h(r) = i. ÊÜèå èåþñçìá ôçò PA Ý÷åé
Üðåéñï ðëÞèïò áðïäåßîåùí êáé Üñá Ý÷åé áðüäåéîç ìå ïóïäÞðïôå ìåãÜëï áñéèìü
G�odel. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ðñïóèÝóïõìå Ýíá áîßùìá óôçí áñ÷Þ Þ åðáíáëÜâïõìå
ôçí ôåëåõôáßá ðñüôáóç ôçò áðüäåéîçò Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç ìå ìåãáëýôåñï áñéèìü
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G�odel. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé PA ` ¬Sj , ìå j 6= i. Ôüôå õðÜñ÷åé k ðïõ åßíáé
ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò G�odel áðüäåéîçò ôçò ¬Sj ôÝôïéïò þóôå k > m. Ôüôå
üìùò h(k + 1) = j 6= i êáé êáôáëÞîáìå óå Üôïðï. Ôï ðáñáðÜíù åðé÷åßñçìá
ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß óôçí PA êáé íá êáôáóêåõáóôåß Ýôóé ìéá ôõðéêÞ áðüäåéîç
ôçò Si → ¬Bew(p¬Sjq). a

Ðñüôáóç 6.1.7. Áí i > 1, ôüôå PA ` Si → Bew(p¬Siq).

Áðüäåéîç. ¸óôù i > 1. Ìå åðáãùãÞ óôï m áðïäåéêíýïõìå üôé áí h(m) = i,
ôüôå PA ` ¬Si

� ¸óôù üôé h(1) = i
ÅðåéäÞ h(0) = 0 êáé i 6= 0, ï 0 åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò áðüäåéîçò ôçò ¬Si.
(Áõôü äåí ìðïñåß íá óõìâáßíåé Üñá ïýôå éó÷ýåé üôé h(1) = i, áëëÜ ç âÜóç
ôçò åðáãùãÞò åßíáé óùóôÞ).

� Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá Ýóôù üôé áí h(m) = i, ôüôå PA ` ¬Si.
Áí h(m) = i áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` ¬Si.
Áí h(m) 6= i, ôüôå h(m + 1) = i ìüíï áí ï m åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò
áðüäåéîçò ôçò ¬Si (áëëéþò h(m+ 1) = h(m) 6= i). ¸ôóé ðÜëé PA ` ¬Si.

Ôõðïðïéþíôáò óôçí PA ôçí ðáñáðÜíù áðüäåéîç Ý÷ïõìå üôé:
PA ` H(a; i) → Bew(p¬Siq). ¼ìùò
PA ` Si → ∃aH(a; i) êáé Üñá
PA ` Si → Bew(p¬Siq). a

Ðñüôáóç 6.1.8. Áí i > 1, ôüôå PA ` Si → Bew(p
∨
j:iR′j Sjq).

Áðüäåéîç.

1. PA ` Si → ∃aH(a; i) (áðü ôïí ïñéóìü ôçò Si)
2. PA ` ∃aH(a; i) → Bew(p∃aH(a; i)q) (ðñüôáóç 2.2.7, ç ∃aH(a; i) åßíáé Ó1)
3. PA ` ∃aH(a; i) → (Si ∨

∨
j:iR′j Sj) (ðñüôáóç 6.1.4, ç a äåí åìöáíßæåôáé

óôï Si ∨
∨
j:iR′j Sj)

4. PA ` Bew(p∃aH(a; i)q) → Bew(pSi ∨
∨
j:iR′j Sjq) (3, óõíèÞêåò áðïäåéîé-

ìüôçôáò (i), (ii))
5. PA ` Si → Bew(pSi ∨

∨
j:iR′j Sjq) (1, 2, 4, ðñïô. ëïãéóìüò)

6. PA ` Si → Bew(p¬Siq) (ðñüôáóç 6.1.7, i > 1)
7. PA ` Si → Bew(p

∨
j:iR′j Sjq) (5, 6, ðñïô. ëïãéóìüò)

a

Ïñéóìüò 6.1.3. Ïñßæïõìå ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ∗ Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ
ìåôáâëçôÞ p,

p∗ =
∨

i:iV ′p

Si:

Ðñüôáóç 6.1.9. Ãéá êÜèå i ìå 1 6 i 6 n êáé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A,

áí M; i � B; ôüôå PA ` Si → B∗ êáé

áí M; i 2 B; ôüôå PA ` Si → ¬B∗.
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Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò B ðáñáôçñþíôáò üôé åðåéäÞ
i 6= 0, iRj áíí iR′j êáé iV p áíí iV ′p:

� ¸óôù üôé B = ⊥.
Ôüôå M; i 2 ⊥ êáé PA ` Si → >, Üñá PA ` Si → ¬⊥∗.

� ¸óôù üôé B = p, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.
Áí M; i � p, iV p Üñá iV ′p êé Ýôóé
PA ` Si →

∨
i:iV ′p Si, äçëáäÞ PA ` Si → p∗.

Áí M; i 2 p, ôüôå äåí éó÷ýåé üôé iV p, Üñá äåí éó÷ýåé üôé iV ′p.
Áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.3, PA ` Si → ¬

∨
i:iV ′p Si êáé Üñá PA ` Si → ¬p∗.

� ¸óôù üôé B = C → D.
Áí M; i � C → D, ôüôå M; i 2 C Þ M; i � D. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç,
PA ` Si → ¬C∗ Þ PA ` Si → D∗, Üñá PA ` Si → (C → D)∗.
Áí M; i 2 C → D, ôüôå M; i � C êáé M; i 2 D. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, PA ` Si → C∗ êáé PA ` Si → ¬D∗, Üñá PA 0 Si → (C → D)∗.

� ¸óôù üôé B = �C.
Áí M; i � �C, ôüôå ãéá êÜèå j ìå iRj éó÷ýåé üôé M; j � C. Áðü ôçí
åðáãùãéêÞ õðüèåóç ãéá êÜèå j ìå iRj,

PA ` Sj → C∗ Üñá, åðåéäÞ iRj áíí iR′j,

PA `
∨
j:iR′j Sj → C∗. Áðü ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìüôçôáò (i) êáé (ii),

PA ` Bew(p
∨
j:iR′j Sjq) → Bew(pC∗q), äçëáäÞ

PA ` Bew(p
∨
j:iR′j Sjq) → (�C)∗. ¼ìùò áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.8,

PA ` Si → Bew(p
∨
j:iR′j Sjq). ¸ôóé

PA ` Si → (�C)∗.
Áí M; i 2 �C, ôüôå õðÜñ÷åé j ìå iRj, ôÝôïéï þóôå M; j 2 C êáé áðü ôçí
åðáãùãéêÞ õðüèåóç

PA ` Sj → ¬C∗, Üñá

PA ` C∗ → ¬Sj . Áðü ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìüôçôáò (i) êáé (ii),

PA ` Bew(pC∗q) → Bew(p¬Sjq), äçëáäÞ
PA ` (�C)∗ → Bew(p¬Sjq), Ýôóé
PA ` ¬Bew(p¬Sjq) → ¬(�C)∗. ¼ìùò iRj êáé Üñá iR′j. ¸ôóé áðü ôçí
ðñüôáóç 6.1.6,

PA ` Si → ¬Bew(p¬Sjq). ¸ôóé

PA ` Si → ¬(�C)∗. a

Ðñüôáóç 6.1.10. PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q).

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.9 Ý÷ïõìå üôé

PA ` S1 → ¬A∗ Üñá

PA ` A∗ → ¬S1 êáé áðü ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìüôçôáò (i) êáé (ii),

PA ` Bew(pA∗q) → Bew(p¬S1q). ¢ñá

PA ` ¬Bew(p¬S1q) → ¬Bew(pA∗q) êáé åðåéäÞ áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.6 Ý÷ïõìå

80



6.1 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

PA ` S0 → ¬Bew(pS1q),
PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q). a

Óôï åîÞò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå üôé ôá èåùñÞìáôá ôçò PA åßíáé áëçèåßò ðñïôÜóåéò.
¸ôóé áõôü ôï ôåëåõôáßï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò äåí ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß óôçí PA.

Ðñüôáóç 6.1.11. Áí i > 1, ç ðñüôáóç Si åßíáé øåõäÞò.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.7 Ý÷ïõìå üôé PA ` Si → Bew(p¬Siq), Üñá ç
Si → Bew(p¬Siq) áëçèÞò. ¸ôóé áí ç Si åßíáé áëçèÞò, ôüôå PA ` ¬Si êáé Üñá ç
Si åßíáé øåõäÞò. a

Ðñüôáóç 6.1.12. Ç ðñüôáóç S0 åßíáé áëçèÞò.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.5 Ý÷ïõìå üôé PA ` S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn, Üñá
ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò S0; S1; : : : ; Sn åßíáé áëçèÞò êáé åðåéäÞ áðü ôçí ðñüôáóç
6.1.11 ïé S1; : : : ; Sn åßíáé øåõäÞò, ç S0 åßíáé áëçèÞò. a

Ïëïêëçñþíïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ðáñáôçñþíôáò üôé áðü ôçí
ðñüôáóç 6.1.10 Ý÷ïõìå üôé PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q), Üñá ç ðñüôáóç S0 →
¬Bew(pA∗q) åßíáé áëçèÞò êáé áöïý, áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.12 ç S0 åßíáé áëçèÞò,
ç Bew(pA∗q) åßíáé øåõäÞò, Üñá PA 0 A∗.

ÐáñáôÞñçóç 6.1.1. ÂëÝðïõìå üôé ç óõíÜñôçóç h ðáßñíåé ìüíï ôçí ôéìÞ 0: ¸óôù
ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé i ìå i 6= 0, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï m, h(m) = i. Ôüôå
ãéá êÜèå m′ > m, h(m′) = i Þ õðÜñ÷åé j ìå iR′j ôÝôïéï þóôå h(m′) = j. Áöïý
äåí éó÷ýåé üôé jR′0, ãéá êÜèå m′ > m, h(m′) 6= 0. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï áöïý
ôï 0 åßíáé ôï üñéï ôçò h áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.12.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò äåí ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß óôç PA, éó÷ýåé üìùò
üôé:

Ðñüôáóç 6.1.13. PA `
∧
i:16i6n(Bew(p¬Siq) → ¬Si) → ¬Bew(pA∗q).

Áðüäåéîç.

1. PA `
∧
i:16i6n(Si → Bew(p¬Siq)) (ðñüôáóç 6.1.7)

2. PA `
∧
i:16i6n(Si → ¬Bew(p¬Siq)) →

∧
i:16i6n(¬Si) (1, ðñïô. ëïãéóìüò)

3. PA `
∧
i:16i6n(¬Si) → S0 (ðñüôáóç 6.1.5)

4. PA `
∧
i:16i6n(Si → ¬Bew(p¬Siq)) → S0 (2, 3, ðñïô. ëïãéóìüò)

5. PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q) (6.1.10)
6. PA `

∧
i:16i6n(Si → ¬Bew(p¬Siq)) → ¬Bew(pA∗q) (4, 5, ðñïô. ëïãéóìüò)

7. PA `
∧
i:16i6n(Bew(p¬Siq) → ¬Si) → ¬Bew(pA∗q) (6, ðñïô. ëïãéóìüò)

a

PA `
∧
i:16i6n(Bew(p¬Siq) → ¬Si) → ¬Bew(pA∗q), áëëÜ ç PA äåí áðï-

äåéêíýåé ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò Bew(pSq) → S êáé Ýôóé ç ðñüôáóç 6.1.13, åßíáé
ü,ôé ðéï êïíôéíü óôï èåþñçìá áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ìðïñåß íá áðïäåßîåé ç PA,
áöïý åîÜëëïõ áðü ôçí ðñüôáóç 2.2.17, PA 0 ¬Bew(pA∗q).

Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò Ý÷åé åíäéáöÝñïí, ü÷é ìüíï åðåéäÞ
äåß÷íåé üôé ôá èåùñÞìáôá ôïõ GL áíôéðñïóùðåýïõí ôá èåùñÞìáôá ôçò PA, áëëÜ

81



6.2 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GLS

ãéáôß äßíåé êáé ðëçñïöïñßåò ãéá ôï ôé äåí ìðïñåß ç PA íá áðïäåßîåé üðùò äåß÷íåé
ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá:

ÐáñÜäåéãìá 6.1.1. Ôï ìïíôÝëï ôïõ ó÷Þìáôïò äåß÷íåé üôé

GL 0 �(�p ∨�¬p) → (�p ∨�¬p) :

1

����
��

��
��

�

��:
::

::
::

::

2 � p 3 � ¬p

¸ôóé, áðü ôï èåþñçìá áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò õðÜñ÷åé êÜðïéá ðñáãìáôï-
ðïßçóç ∗, ôÝôïéá þóôå p∗ = S êáé

PA 0 Bew(pBew(pSq) ∨ Bew(p¬Sq)q) → (Bew(pSq) ∨ Bew(p¬Sq):

äçëáäÞ õðÜñ÷åé ðñüôáóç S ôÝôïéá þóôå ç ðñüôáóç

Bew(pBew(pSq) ∨ Bew(p¬Sq)q) ∧ ¬(Bew(pSq) ∨ Bew(p¬Sq);

ðïõ äçëþíåé üôé ç áðïêñéóéìüôçôá ôçò S äåí éó÷ýåé áëëÜ áðïäåéêíýåôáé, åßíáé
óõíåðÞò ìå ôçí PA.

6.2 Ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï

GLS

Ïñéóìüò 6.2.1. Ìéá ðñüôáóç A ëÝãåôáé ðÜíôá áëçèÞò áíí ãéá êÜèå ðñáãìá-
ôïðïßçóç ∗, ç A∗ åßíáé áëçèÞò.

Èåþñçìá 6.2.1. ÁñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GLS. Ç ðñüôáóç A åßíáé
ðÜíôá áëçèÞò áíí GLS ` A.

Áðüäåéîç.

Ç áíôßóôñïöç öïñÜ åßíáé ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ãéá ôï GLS,
2.3.10. Ãéá ôçí ïñèÞ öïñÜ:

Ïñéóìüò 6.2.2. Ãéá êÜèå ôñïðéêÞ ðñüôáóç A ïñßæïõìå

As =
∧
{(�C → C)| ç �C åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A} → A:

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå ðñüôáóç C, GLS ` (�C → C), éó÷ýåé ç

Ðñüôáóç 6.2.2. Áí GL ` As, ôüôå GLS ` A a

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí ç ðñüôáóç A åßíáé ðÜíôá áëçèÞò ôüôå GL ` As,
ãéáôß ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 6.2.2, GLS ` A.

¸óôù ðñïò Üôïðï üôé GL 0 As. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M = (W;R; V ) êáé w ∈ W , ôÝôïéï þóôå w 2 As.
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Ôüôå ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå, üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, üôé w = 1,
W = {1; : : : ; n} êáé 1Ri áíí 1 < i 6 n êáé M; 1 2 As. Ïñßæïõìå êáôÜ áíáëïãßá
ìå ôçí áðüäåéîç ôçò áñéèìçôéêÞò åãêõñüôçôáò ãéá ôï GL ôá ìïíôÝëá M êáé M′

êáé ôéò ðñïôÜóåéò S0; S1 : : : Sn. Áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗
áðü ôá M êáé w, ôÝôïéá þóôå ç A∗ íá åßíáé øåõäÞò. Éó÷ýïõí åðßóçò ïé áíôßóôïé÷åò
ðñïôÜóåéò. Ç áíôßóôïé÷ç ôçò ðñüôáóçò 6.1.9 éó÷ýåé ãéá ôéò õðïðñïôÜóåéò ôçò As,
Üñá êáé ôçò A ðïõ åßíáé õðïðñüôáóç ôçò As:

Ðñüôáóç 6.2.3. Ãéá êÜèå i ìå 1 6 i 6 n êáé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò As,

áí M; i � B; ôüôå PA ` Si → B∗ êáé

áí M; i 2 B; ôüôå PA ` Si → ¬B∗. a

Ðáñáôçñïýìå üôé áöïý M; 1 2 As, ãéá êÜèå õðïðñüôáóç ôçò A ôçò ìïñöÞò
�C éó÷ýåé üôé M; 1 � �C → C êáé M; 1 2 A.

Ðñüôáóç 6.2.4. Ãéá êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò A,

áí M; 1 � B; ôüôå PA ` S0 → B∗ êáé

áí M; 1 2 B; ôüôå PA ` S0 → ¬B∗.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò B ðáñáôçñþíôáò üôé 1Rj áíí
1R′j êáé 1V p áíí 1V ′p:

� ¸óôù üôé B = ⊥ Ôüôå M; 1 2 ⊥ êáé PA ` S0 → > Üñá PA ` S0 → ¬⊥∗.

� ¸óôù üôé B = p, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.
Áí M; 1 � p, 1V p Üñá 0V ′p êé Ýôóé
PA ` S0 →

∨
i:iV ′p Si, äçëáäÞ PA ` S0 → p∗.

Áí M; 1 2 p, ôüôå äåí éó÷ýåé üôé 1V p, Üñá äåí éó÷ýåé üôé 0V ′p. Áðü ôçí
ðñüôáóç 6.1.3 PA ` S0 →

∨
i:iV ′p Si êáé Üñá PA ` S0 → ¬p∗.

� ¸óôù üôé B = C → D.
Áí M; 1 � C → D, ôüôå M; 1 2 C Þ M; 1 � D. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, PA ` S0 → ¬C∗ Þ PA ` S0 → D∗ Üñá PA ` S0 → (C → D)∗.
Áí M; 1 2 C → D, ôüôå M; 1 � C êáé M; 1 2 D. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, PA ` S0 → C∗ êáé PA ` S0 → ¬D∗, Üñá PA 0 S0 → (C → D)∗.

� ¸óôù üôé B = �C.
Áí M; 1 � �C, ôüôå ãéá êÜèå i ìå 1 < i 6 n éó÷ýåé üôé M; i � C. Áðü ôçí
ðñüôáóç 6.2.3,
PA ` Si → C∗. ÅðåéäÞ M; 1 � �C êáé M; 1 � �C → C, Ý÷ïõìå üôé
M; 1 � C êáé Üñá áðü ôçí ðñüôáóç 6.2.3,
PA ` S1 → C∗. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç
PA ` S0 → C∗. ¸ôóé
PA ` (S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn) → C∗. ¼ìùò áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.5
PA ` (S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn) êáé Üñá
PA ` C∗. Áðü ôç ó÷Ýóç áðïäåéîéìüôçôáò (1)
PA ` Bew(pC∗q), äçëáäÞ

83



6.3 Ôï èåþñçìá ôçò ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

PA ` (�C)∗ êáé Üñá
PA ` S0 → (�C)∗.
Áí M; i 2 �C, ôüôå õðÜñ÷åé i 1 < i 6 n, ôÝôïéï þóôå M; j 2 C. Áðü ôçí
ðñüôáóç 6.2.3,
PA ` Si → ¬C∗, Üñá
PA ` C∗ → ¬Si. Áðü ôéò óõíèÞêåò áðïäåéîéìüôçôáò (i) êáé (ii),
PA ` Bew(pC∗q) → Bew(p¬Siq), äçëáäÞ
PA ` (�C)∗ → Bew(p¬Siq), Ýôóé
PA ` ¬Bew(p¬Siq) → ¬(�C)∗. ¼ìùò 0R′i, Üñá áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.6,
PA ` S0 → ¬Bew(p¬Siq). ¸ôóé
PA ` S0 → ¬(�C)∗. a

Ïëïêëçñþíïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ðáñáôçñþíôáò üôé åðåéäÞM; 1 2
A, áðü ôçí ðñüôáóç 6.2.4 Ý÷ïõìå üôé PA ` S0 → ¬Á∗, Üñá ç ðñüôáóç S0 → ¬Á∗

åßíáé áëçèÞò êáé áöïý, áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.12 ç S0 åßíáé áëçèÞò, ç A∗ åßíáé
øåõäÞò.

6.3 Ôï èåþñçìá ôçò ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò ðëç-

ñüôçôáò ãéá ôï GL

Åßäáìå üôé áðü ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL, ãéá êÜèå ðñü-
ôáóç A, áí ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗, ôüôå GL ` A. Ïé Artemov,
Avron, Boolos, Montagna êáé Visser áðÝäåéîáí üôé õðÜñ÷åé ìßá ðñáãìáôïðïßçóç
ðïõ êÜíåé ôçí ßäéá äïõëåéÜ ãéá ôï èåþñçìá ôçò ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò ðëçñü-
ôçôáò ãéá ôï GL.

Ç ðñþôç ðñïóÝããéóç äå äïõëåýåé üðùò äåß÷íåé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 6.3.1. Äåí õðÜñ÷åé ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñüôáóç
A êáé êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç #, PA ` A∗ → A#.

Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé ôÝôïéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Èåùñïýìå
ôéò #1 êáé #2 ôÝôïéåò þóôå p#1 = ⊥ êáé p#2 = >. Ôüôå
PA ` p∗ → p#1 êáé PA ` (¬p)∗ → (¬p)#2 , äçëáäÞ
PA ` p∗ → ⊥ êáé PA ` (¬p∗) → ⊥, êáé åðåéäÞ
PA ` p∗ ∨ ¬p∗, Ý÷ïõìå üôé
PA ` ⊥, ðïõ åßíáé Üôïðï. a

¼ìùò èá äïýìå üôé õðÜñ÷åé ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñüôáóç
A êáé êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç #, áí PA ` A∗, ôüôå PA ` A#. (Ôï åðé÷åßñçìá ôçò
ðáñáðÜíù áðüäåéîçò äå äïõëåýåé ãéáôß äåí éó÷ýåé üôé PA ` p∗ Þ PA ` ¬p∗.)

Äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ðáñüìïéï áðïôÝëåóìá ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò
ðëçñüôçôáò ãéá ôï GLS, üðùò äåß÷íåé ç ðáñáêÜôù

Ðñüôáóç 6.3.2. Äåí õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
ðñüôáóç A êáé êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç #, áí ç A∗ åßíáé áëçèÞò ôüôå êáé ç A#

åßíáé áëçèÞò.
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Áðüäåéîç. ¸óôù ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åé ôÝôïéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Èåùñïýìå
ôéò #1 êáé #2 ôÝôïéåò þóôå p

#1 = ⊥ êáé p#2 = >. ¸÷ïõìå üôé ç p∗ åßíáé áëçèÞò
Þ ç ¬p∗ äçëáäÞ ç ¬p∗ åßíáé áëçèÞò.
Áí ç p∗ åßíáé áëçèÞò, ôüôå êáé ç p#1 äçëáäÞ ç ⊥ åßíáé áëçèÞò êáé
áí ç ¬p∗ åßíáé áëçèÞò, ôüôå êáé ç p#1 äçëáäÞ ç ⊥ åßíáé áëçèÞò,
ðïõ åßíáé Üôïðï. a

Èåþñçìá 6.3.3. Ôï èåþñçìá ôçò ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò
ãéá ôï GL. ÕðÜñ÷åé ìßá ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðñüôáóç A,
áí PA ` A∗, ôüôå GL ` A.

Áðüäåéîç.

ÉäÝá ôçò áðüäåéîçò. Ãéá êÜèå ðñüôáóç A, ôÝôïéá þóôå GL 0 A, åðéëÝãïõìå
Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï, ðáñüìïéï ìå áõôü ôçò
áðüäåéîçò ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò, êáé ôá åíþíïõìå üëá óôç âÜóç ôïõò, ðñï-
óèÝôïíôáò Ýíáí êüóìï ðïõ âëÝðåé üëïõò ôïõò Üëëïõò. Óôç âÜóç áõôïý ôïõ Üðåé-
ñïõ áëëÜ ìåôáâáôéêïý, áíáõôïðáèïýò êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíïõ ìïíôÝëïõ
äåí éó÷ýåé êáìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ äåí áðïäåéêíýïíôáé óôï GL. Ðñï÷ù-
ñïýìå óôçí êáôáóêåõÞ ôçò óõíÜñôçóçò h üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò áñéèìçôéêÞò
ðëçñüôçôáò, ìå ìéá äéáöïñÜ: Ç h ôþñá ðáßñíåé Üðåéñåò ôéìÝò êáé Ýôóé ðñÝðåé íá
ïñßóïõìå Ýíá êáôçãüñçìá S(i) ðïõ èá ðáßæåé ôï ñüëï ôùí Si.

ÓõãêåêñéìÝíá, åðåéäÞ ïé ðñïôÜóåéò ðïõ äåí áðïäåéêíýïíôáé óôo GL åßíáé áñéè-
ìÞóéìåò, èåùñïýìå ôçí áðáñßèìçóÞ ôïõò A1; A2; : : : . Ãéá êÜèå k ∈ N õðÜñ÷åé
Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï Mk = (Wk; Rk; Vk) êáé
wk ∈ Wk, ôÝôïéï þóôå Mk; wk 2 Ak. Ôüôå ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå, ÷ùñßò
ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé, áíáäñïìéêÜ, W1 = {1; : : : ; n1}, êáé ãéá êÜèå
k ∈ N, Wk+1 = {nk +1; : : : ; nk +nk+1}, üðïõ nk åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí
ôïõWk, êáé üôé áí ç ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ pn äåí ðåñéÝ÷åôáé óôçí Ak êáé i ∈W ,
ôüôå äåí éó÷ýåé üôé iVkpn.

Ìðïñïýìå áêüìá íá èåùñÞóïõìå, áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.4,
üôé áí lk åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí õðïðñïôÜóåùí ôçò Ak, nk 6 2l. Áêüìá ïé ðñï-
ôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ áëçèåýïõí óå êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ ìïíôÝëïõ Mk åßíáé
ôï ðïëý üóåò ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí Ak. ¸ôóé õðÜñ÷ïõí ìüíï ðåðåñáóìÝíåò åðéëï-
ãÝò ãéá ôï ìïíôÝëï Mk. ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíáò Ó1 øåõäïüñïò, Q(x; y) ðïõ åêöñÜæåé
ôç óõíÜñôçóç f ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå k ∈ N ôïí êùäéêü G�odel ôçò ðåíôÜäáò
(Wk; Rk; Vk; wk; Ak).

Ïñéóìüò 6.3.1. Ïñßæïõìå ôï M′ = (W ′; R′; V ′), üðïõ W ′ = {0} ∪
⋃
Wk, R

′ =⋃
Rk ∪ {(0; k)| i ∈

⋃
Wk} êáé V ′ =

⋃
Vk.

Áðü ôïí ïñéóìü óõìðåñáßíïõìå üôé ç R′ åßíáé ìåôáâáôéêÞ, áíáõôïðáèÞò êáé
áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç êáé, áöïý i > 1, i ∈

⋃
Wk, W = N.

Áðü ôïí Q(x; y) êáôáóêåõÜæïõìå ôï Ä1 ôýðï R(x; y) Ýôóé þóôå íá Ý÷åé ôéò
éäéüôçôåò:

(i) PA ` R(0; y) ↔ y 6= 0

(ii) PA ` R(i; y) ↔
∨
j:iR′j y = j, áí i > 1
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(iii) PA ` ∀x∀y∀z(R(x; y) ∧R(y; z) → R(x; y))

(iv) PA ` ∀x(∀y(R(x; y) → F (y)) → F (x)) → ∀xF (x), ãéá êÜèå ôýðï F (x)

Ç ó÷Ýóåéò (i) êáé (ii) ôõðïðïéïýí ôïí ïñéóìü ôçò R′, åíþ ïé (iii) êáé (iv) ôõðï-
ðïéïýí üôé ç R′ åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé áíôßóôñïöá êáëÜ ïñéóìÝíç (ç ó÷Ýóç (iv))
åêöñÜæåé ôçí åðáãùãÞ óôçí áíôßóôñïöç ôçò R′, äçëáäÞ ôçí åðáãùãÞ óôçí ôÜîç
ôùí êüóìùí.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ Q(x; y) ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå åðßóçò ôïí Ä1 ôýðï V (x; y),
ðïõ åêöñÜæåé ôç ó÷Ýóç {(i; n)| iV ′pn}.

¸óôù ï Ó1 øåõäïüñïò ex(x1; x2) ðïõ åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå
êÜèå æåýãïò (m; r) ôï j, áí r åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò áðüäåéîçò ôçò ðñüôáóçò
¬∃c∀a(a > c→ ∃b(b = j ∧ Fm)), êáé ôï 0, áëëéþò.

Ôüôå áöïý ï notlim(x1; x2) åêöñÜæåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå
æåýãïò (m; j) ôïí áñéèìü G�odel ôçò ðñüôáóçò ¬∃c∀a(a > c→ ∃b(b = j ∧ Fm)),
Ý÷ïõìå üôé

(v) PA ` ex(x1; x2) 6= 0 → Pf(x2;notlim(x1; ex(x1; x2)))

Áðü ôï ãåíéêåõìÝíï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò 2.2.9, üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò
áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò, õðÜñ÷åé Ýíáò ôýðïò G(a; b) ìå áñéèìü G�odel g ôÝôïéïò
þóôå

PA ` G(a; b) ↔ B(pH(a; b)q; a; b):

Ðñüôáóç 6.3.4. PA ` G(a; b) ↔

∃s
{
FinSeq(s) ∧ lh(s) = a+ 1 ∧ s0 = 0 ∧ sa = b∧

∀x < a
{[
R(sx; ex(g; x)) → sx+1 = ex(g; x)

]
∧[

¬R(sx; ex(g; x)) → sx+1 = sx
]}}

.

Áðüäåéîç. Áðü ôï ãåíéêåõìÝíï ëÞììá äéáãùíéïðïßçóçò 2.2.9, üðùò óôçí áðü-
äåéîç ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò. a

ÁõôÞ åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ðñüôáóç ôçò 6.1.2. ¸÷ïõìå êáôáöÝñåé äçëáäÞ íá
åíôÜîïõìå óôçí PA ôçí R′ êáé Ýôóé íá ìéëÜìå ãéá Üðåéñá ìïíôÝëá. ¼ðùò êáé
ðñéí ç G(a; b) åßíáé Ó1, áöïý ç R(x; y) åßíáé Ä1 êáé ç ex(x1:x2) åßíáé Ó1 êáé Ýôóé
åêöñÜæåé ìéá óõíÜñôçóç h.

Ìðïñïýìå ôþñá íá ïñßóïõìå ôï êáôçãüñçìá S(x) ðïõ ãåíéêåýåé ôéò ðñïôÜóåéò
ôïõ Solovay, äçëáäÞ ç S(j) åêöñÜæåé üôé ç h Ý÷åé üñéï ôï j:

S(x) = ∃c∀a(a > c→ ∃b(b = x ∧G(a; b))):

Ç h, üðùò ðñéí, Ý÷åé ôçí éäéüôçôá:

� h(0) = 0

� áí h(m) = i, ôüôå
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{ h(m+ 1) = j, áí õðÜñ÷åé j ìå iR′j ôÝôïéï þóôå o m íá åßíáé áñéèìüò
G�odel ìéáò áðüäåéîçò ôçò ðñüôáóçò ¬S(j) Þ

{ h(m+ 1) = i, áëëéþò.

Ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò 6.3.5 ùò 6.3.10 åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò ôùí 6.1.3 ùò 6.1.8.

Ðñüôáóç 6.3.5. PA ` S(x) ∧ S(y) → x = y.

Áðüäåéîç. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ S(x) åðåéäÞ ∃!bG(a; b). a

Ðñüôáóç 6.3.6. PA ` G(a; x) → S(x) ∨ ∃y(R(x; y) ∧ S(y)).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé F (x) åßíáé ï ôýðïò G(a; x) → S(x)∨ ∃y(R(x; y)∧ S(y)).
ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé PA ` F (x).
Áðü ôç ó÷Ýóç (iv) áñêåß íá äåßîïõìå üôé
PA ` ∀y(R(x; y) → F (y)) → F (x), äçëáäÞ áñêåß
PA ` ∀y(R(x; y) → F (y)) ∧G(a; x) → S(x) ∨ ∃(R(x; y) ∧ S(y)).
Ìå åðáãùãÞ óôï d áðü ôçí ðñüôáóç 6.3.4 êáé ôç ó÷Ýóç (iii)
PA ` G(a; x) → ∀d(d > a→ G(d; x) ∨ ∃y(R(x; y) ∧G(d; y)). (1)
Áðü ôïí ïñéóìü ôçò F (x)
PA ` ∀y(R(x; y) → F (y)) → ∀y(R(x; y)∧G(a; y) → S(y)∨ ∃z(R(y; z)∧ S(z))).
åðåéäÞ ôï a åìöáíßæåôáé ìüíï óôïí G(a; y)
PA ` ∀y(R(x; y) → F (y)) → ∀a(R(x; y)∧G(a; y) → S(y)∨ ∃z(R(y; z)∧ S(z))).
Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç êáé ôç ó÷Ýóç (1),
PA ` G(a; x) ∧ ∀y(R(x; y) → F (y)) →
∀d(d > a→ G(d; x) ∨ ∃y(R(x; y) ∧ (S(y) ∨ ∃z(R(y; z) ∧ S(z))),
Üñá áðü ôïí ïñéóìü ôçò S(x)
PA ` G(a; x) ∧ ∀y(R(x; y) → F (y)) →
S(x) ∨ ∃y(R(x; y) ∧ (S(y) ∨ ∃z(R(y; z) ∧ S(z))) êáé áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá
PA ` G(a; x)∧ ∀y(R(x; y) → F (y)) → S(x)∨ ∃y(R(x; y)∧ S(y)), ðïõ èÝëáìå íá
äåßîïõìå. a

Ðñüôáóç 6.3.7. PA ` ∃xS(x).

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñüôáóç 6.3.6 Ý÷ïõìå üôé
PA ` G(a; 0) → S(0) ∨ ∃y(R(0; y) ∧ S(y)). ¼ìùò áðü ôçí ðñüôáóç 6.3.4,
PA ` G(0; 0) êáé Ýôóé
PA ` ∃xS(x) a

Ðñüôáóç 6.3.8. Áí iR′j, ôüôå PA ` S(i) → ¬Bew(p¬S(j)q).

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ìå áõôÞí ôçò ðñüôáóçò 6.1.6. a

Ðñüôáóç 6.3.9. Áí i > 1, ôüôå PA ` S(i) → Bew(p¬S(i)q).

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ìå áõôÞí ôçò ðñüôáóçò 6.1.7. Ãéá ôçí ôõðï-
ðïßçóç ðñÝðåé åäþ íá ðñïóÝîïõìå üôé: áí G(a; i) ìå a > 0, õðÜñ÷ïõí s, c, ôÝôïéá
þóôå lh(s) = a + 1, c < a, Sc 6= sc+1 = sa = i = ex(g; c) êáé R(sc; ex(g; c)).
¢ñá áöïý ôï 0 äåí åßíáé ðñïóâÜóéìï áðü êáíÝíáí êüóìï, ex(g; c) 6= 0. ¸ôóé
áðü ôç ó÷Ýóç (v), Pf(c; notlim(g; ex(g; c))), äçëáäÞ Bew(p¬S(i)q). a

87



6.3 Ôï èåþñçìá ôçò ïìïéüìïñöçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL

Ðñüôáóç 6.3.10. Áí i > 1, ôüôå PA ` S(i) → Bew(p
∨
j:iR′j S(j)q).

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ìïéÜæåé ìå áõôÞí ôçò ðñüôáóçò 6.1.8, äéáöïñïðïéïýíôáé
üìùò ôá âÞìáôá 3 ùò 6.

1. PA ` S(i) → ∃aG(a; i) (áðü ôïí ïñéóìü ôçò S(i))
2. PA ` ∃aG(a; i) → Bew(p∃aG(a; i)q) (ðñüôáóç 2.2.7,

ç ∃aG(a; i) åßíáé Ó1)
3. PA ` ∃aG(a; i) → (S(i) ∨ ∃y(R(i; y) ∧ S(y)) (ðñüôáóç 6.3.6, ç a äåí åìöá-

íßæåôáé óôï S(i) ∨
∨
j:iR′j S(j))

4. PA ` R(i; y) ↔
∨
j:iR′j y = j (ó÷Ýóç(ii))

5. PA ` ∃aG(a; i) → (S(i) ∨ ∃y((
∨
j:iR′j y = j) ∧ S(y)) (3, 4, ðñïô.ëïãéóìüò)

6. PA ` ∃aG(a; i) → (S(i) ∨
∨
j:iR′j S(j)) (5, ðñïô.ëïãéóìüò)

7. PA ` Bew(p∃aG(a; i)q) → Bew(pS(i) ∨
∨
j:iR′j S(j)q)(6, óõíèÞêåò áðïäåéîé-

ìüôçôáò (i), (ii))
8. PA ` S(i) → Bew(pS(i) ∨

∨
j:iR′j S(j)q) (1, 2, 7, ðñïô. ëïãéóìüò)

9. PA ` S(i) → Bew(p¬S(i)q) (ðñüôáóç 6.3.9, i > 1)
10. PA ` S(i) → Bew(p

∨
j:iR′j S(j)q) (8, 9, ðñïô. ëïãéóìüò)

a

Ïñéóìüò 6.3.2. Ïñßæïõìå ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ∗ Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ
ìåôáâëçôÞ p,

p∗n = ∃x(S(x) ∧ V (x;n)):

Ðñüôáóç 6.3.11. Ãéá êÜèå k ∈ N, êÜèå i ∈ Wk êáé êÜèå õðïðñüôáóç B ôçò
Ak,

áí Mk; i � B; ôüôå PA ` S(i) → B∗ êáé

áí Mk; i 2 B; ôüôå PA ` S(i) → ¬B∗.

Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 6.1.9 ðáñáôçñþíôáò üìùò üôé
åðåéäÞ i ∈ Wk, iRkj áíí iR

′j, áí iRkj, ôüôå j ∈ Wk. Ðáñáôçñïýìå áêüìá üôé
áí iVkpn, ôüôå iV

′pn êáé Üñá PA ` V (i;n), åíþ áí äåí éó÷ýåé üôé iVkpn, ôüôå
äåí éó÷ýåé üôé iV ′pn êáé Üñá PA ` ¬V (i;n). a

Ðñüôáóç 6.3.12. PA ` S(0) → ¬Bew(pA∗q).

Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 6.1.10, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
ðñïôÜóåéò 6.3.11, 6.3.8 êáé üôé 0R′i. a

Ðñüôáóç 6.3.13. Áí i > 1, ç ðñüôáóç Si åßíáé øåõäÞò.

Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 6.1.11, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí
ðñüôáóç 6.3.9. a

Ðñüôáóç 6.3.14. Ç ðñüôáóç S0 åßíáé áëçèÞò.
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Áðüäåéîç. ¼ìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 6.1.12, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
ðñïôÜóåéò 6.3.7 êáé 6.3.13. a

Ïëïêëçñþíïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò õðïèÝôïíôáò üôé GL 0 A. Ôüôå
ãéá êÜðïéï k, A = Ak êáé Üñá M; wk 2 Ak. Áí wk = i, áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.10
Ý÷ïõìå üôé PA ` S0 → ¬Bew(pA∗q), Üñá ç ðñüôáóç S0 → ¬Bew(pA∗q) åßíáé
áëçèÞò êáé áöïý, áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.12 ç S0 åßíáé áëçèÞò, ç Bew(pA∗q) åßíáé
øåõäÞò, Üñá PA 0 A∗.

6.4 Ç ëïãéêÞ áðïäåéîéìüôçôáò ôùí Ó1 ðñïôÜóåùí

Åßäáìå óôçí ðñüôáóç 2.2.7 üôé ãéá êÜèå Ó1 ðñüôáóç S, PA ` S → Bew(pSq).
¸ôóé áí ãéá êáðïéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗, p∗ = S, PA ` (p → �p)∗, ìéá éäéüôçôá
ðïõ äåí Ý÷ïõí üëåò ïé ðñïôÜóåéò. Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá äïýìå ãéá ôï
óýíïëï ôùí Ó1 ðñïôÜóåùí áíôßóôïé÷á èåùñÞìáôá, ðïõ áðÝäåéîå ï Albert Visser,
ìå áõôÜ ôçò åãêõñüôçôáò êáé ðëçñüôçôáò ôùí GL êáé GLS.

Ïñéóìüò 6.4.1. Ìéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ëÝãåôáé Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç, áíí ãéá
êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, ç ðñüôáóç p∗ åßíáé ìéá Ó1 ðñüôáóç.

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå äýï íÝá óõóôÞìáôá ìå óêïðü íá äþóïõìå ÷áñáêôçñé-
óìïýò ãéá ôéò ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôéò ïðïßåò ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗,
PA ` A∗, êáé ôéò ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôéò ïðïßåò ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç
∗, ç A∗ åßíáé áëçèÞò.

Ïñéóìüò 6.4.2. GLV ëÝãåôáé ôï óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ùò áîéþ-
ìáôá üëá ôá áîéþìáôá ôïõ GL êáé üëåò ôéò ðñïôÜóåéò p → �p, üðïõ p åßíáé
ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ êáé áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò ôïí modus ponens êáé ôçí
ãåíßêåõóç.

Ðñüôáóç 6.4.1. Ôï GLV äåí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí êáíüíá ôçò áíôéêáôÜ-
óôáóçò.

Áðüäåéîç. Ç p → �p åßíáé áîßùìá êáé Üñá èåþñçìá ôïõ GLV, üìùò ç ¬p →
�¬p, ðïõ ðñïêýðôåé ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò p áðü ôçí ¬p, äåí åßíáé èåþñçìá ôïõ
GLV, üðùò äåß÷íåé ôï ìïíôÝëï ôïõ ó÷Þìáôïò:

1 � ¬q ∧ ¬�¬q

����
��

��
��

�

��:
::

::
::

::

2 � p 3 � ¬p a

Ðüñéóìá 6.4.2. Ôï GLV äåí åßíáé êáíïíéêü óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò. a

Ïñéóìüò 6.4.3. GLSV ëÝãåôáé ôï óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ùò áîéþ-
ìáôá üëá ôá èåùñÞìáôá ôïõ GLV êáé üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ôéò ìïñöÞò �A → A
êáé ìïíáäéêü áðïäåéêôéêü êáíüíá ôïí modus ponens.
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Ïñéóìüò 6.4.4. ¸íá ìïíôÝëï (êáé ü÷é ðëáßóéï üðùò ïñßæáìå ùò ôþñá) M =
(W;R; V ) èá ëÝãåôáé êáôÜëëçëï ãéá ôï GLV áíí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò êáé ãéá ôç V éó÷ýåé ç óõíèÞêç: ãéá êÜèå w; x ∈ W êáé êÜèå
ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p,

áí wRx êáé wV p, ôüôå xV p.

Èåþñçìá 6.4.3. (Albert Visser) Ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:
(i) GLV ` A.
(ii) Ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá êáôÜëëçëá ìïíôÝëá.
(iii) Ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗.

Áðüäåéîç. (i)⇒(iii) Ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôçò áðüäåéîçò ôçò A.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé áîßùìá ôïõ GL. Áðü ôï èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò
ðëçñüôçôáò, ãéá êÜèå ðñáãìáôïðïßçóç ∗, Üñá êáé ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôï-
ðïßçóç ∗, PA ` A∗.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé ôçò ìïñöÞò p→ �p ãéá êÜðïéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
p. ¸óôù ìéá Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá Ó1 ðñüôáóç S ôÝôïéá
þóôå p∗ = S. ¸ôóé PA ` S → Bew(pSq), äçëáäÞ PA ` (p → �p)∗, Üñá
PA ` A∗

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B → A êáé ôçí B ìå ôïí êáíüíá modus ponens.
¸óôù ìéá Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA ` (B →
A)∗, äçëáäÞ PA ` B∗ → A∗, êáé PA ` B∗, Üñá PA ` A∗.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B ìå ôïí êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò, äçëáäÞ A =
�B. ¸óôù ìéá Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç PA `
B∗ êáé áðü ôç óõíèÞêç áðïäåéîéìüôçôáò (i) PA ` Bew(pBq)∗, äçëáäÞ
PA ` (�B)∗, Üñá PA ` A∗

(ii)⇒(i) ¸óôù üôé ç A åßíáé Ýãêõñç óå üëá ôá êáôÜëëçëá ìïíôÝëá êáé Ýóôù ðñïò
Üôïðï üôé GLV 0 A. Ïñßæïõìå ôá óýíïëá ðñïôÜóåùí:
A = {Â| Â åßíáé õðïðñüôáóç ôçò A}, B = A ∪ {�p| p ∈ A } êáé
C = B ∪ {¬B| B ∈ B}.
¸óôù W ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí GLV-óõíåðþí õðïóõíüëùí ôïõ C .
¼ðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL, ïñßæïõìå
ãéá êÜèå w ∈ W êáé êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p, wV p áíí ç p åìöáíßæåôáé
óôçí A êáé p ∈ w
êáé wRx áíí ãéá êÜèå �B ∈ w, éó÷ýåé üôé B ∈ x, üôé �B ∈ x êáé üôé õðÜñ÷åé
�E ∈ x ôÝôïéï þóôå ¬�E ∈ w.
Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå ôç ó÷Ýóç (1) êáé ôo ëÞììá 3.2.3 ôçò ðáñáãñÜöïõ
3.2.1. ÃåíéêÜ ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå áõôÞí ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL, ìå ôç
äéáöïñÜ üôé ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ôï M åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôï GLV. Ôï M åßíáé
ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò. ¸óôù w; x ∈W , wRx êáé wV p. Ãéá
íá äåßîïõìå ôç óõíèÞêç ãéá ôï V èá äåßîïõìå üôé xV p. ÅðåéäÞ wV p, w � p, Üñá
p ∈ A êáé Ýôóé p ∈ w êáé �p ∈ B. ¼ìùò ôï w åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü GLV-óõíåðÝò
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óýíïëï, êé Ýôóé, áöïý w � p êáé GLV ` p → �p, éó÷ýåé üôé �p ∈ w. ¼ìùò
éó÷ýåé üôé wRx, p ∈ x êáé x � p, Üñá xV p.

(iii)⇒(ii) H áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå áõôÞí ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL,
ðñÝðåé üìùò åðéðëÝïí íá äåßîïõìå üôé ç ðñüôáóç p∗ =

∨
iV ′p Si åßíáé Ó1.

¸óôù S =
∨
iV ′p(∃aH(a; i)). Ç S åßíáé Ó1 åðåéäÞ ç H(a; i) åßíáé Ó1. ¢ñá áñêåß

íá äåßîïõìå üôé PA ` S ↔ p∗.
Éó÷ýåé üôé PA ` Si → H(a; i) Üñá PA ` p∗ → S êáé ìÝíåé íá äåßîïõìå üôé

PA ` S → p∗. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:
Áí 1V p. Ôüôå 0V ′p êáé áðü ôç óõíèÞêç ãéá ôç V ãéá êÜèå i ìå 1 6 i 6 n,

iV p. ¸ôóé ãéá êÜèå i ìå 0 6 i 6 n, iV ′p êáé Üñá p∗ = S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn.
¼ìùò áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.5, PA ` S0 ∨ S1 ∨ · · · ∨ Sn, äçëáäÞ PA ` p∗ êáé Üñá
PA ` S → p∗.

Áí äåí éó÷ýåé üôé 1V p. Ôüôå äåí éó÷ýåé ç 0V ′p ïýôå ç 1V ′p. ¸ôóé
S =

∨
i>1:iV ′p ∃aH(a; i) êáé p∗ =

∨
i>1:iV ′p Si.

Áí iV p êáé 1 < i 6 n, ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 6.1.4,

PA ` H(a; i) → (Si ∨
∨
j>1:iR′j Sj), Üñá

PA ` ∃aH(a; i) → (Si ∨
∨
j>1:iR′j Sj). ¼ìùò áí iR′j ôüôå iRj êáé 1 < j êáé

áðü ôçí óõíèÞêç ãéá ôçí V , jV p. ¸ôóé

PA ` ∃aH(a; i) → (Si ∨
∨
j>1:jV p Sj) êáé Üñá

PA `
∨
i>1:iV p ∃aH(a; i) →

∨
i>1:iV p(Si ∨

∨
j>1:jV p Sj), äçëáäÞ

PA `
∨
i>1:iV p ∃aH(a; i) →

∨
i>1:iV p(Si ∨

∨
j>1:jV p Sj)

PA ` S →
∨
i>1:iV p Si êáé ôåëéêÜ

PA ` S → p∗. a

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå ðñüôáóç C, GLS ` (�C → C), éó÷ýåé ç áíôßóôïé÷Þ ôçò
ðñüôáóçò 6.2.2.

Ðñüôáóç 6.4.4. Áí GLV ` As, ôüôå GLSV ` A a

Èåþñçìá 6.4.5. GLSV ` A áíí ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗, ç A∗ åßíáé
áëçèÞò.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ýøïò ôçò áðüäåéîçò ôçò A, äåß÷íïõìå áñ÷éêÜ üôé
áí GLSV ` A, ôüôå ãéá êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗, ç A∗ åßíáé áëçèÞò.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé èåþñçìá ôïõ GLV. Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 6.4.3, ãéá
êÜèå Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗, PA ` A∗, Üñá ç Á∗ åßíáé áëçèÞò.

� Áí ç ðñüôáóç A åßíáé ôçò ìïñöÞò �B → B. ¸óôù ìéá Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç
∗. Ôüôå áðü ôç óõíèÞêç áðïäåéîéìüôçôáò (v), PA ` B∗ → Bew(pBq)∗,
äçëáäÞ PA ` (�B → B)∗ êáé Üñá ç ðñüôáóç (�B → B)∗ åßíáé áëçèÞò.

� Áí ç A ðñïêýðôåé áðü ôçí B → A êáé ôçí B ìå ôïí êáíüíá modus ponens.
¸óôù ìéá Ó1 ðñáãìáôïðïßçóç ∗. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ç ðñüôáóç
(B → A)∗, äçëáäÞ ç B∗ → A∗ åßíáé áëçèÞò, üðùò êáé ç ðñüôáóç B∗. ¸ôóé
ç A∗ åßíáé åðßóçò áëçèÞò.
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6.4 Ç ëïãéêÞ áðïäåéîéìüôçôáò ôùí Ó1 ðñïôÜóåùí

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç öïñÜ õðïèÝôïõìå üôé GLSV 0 A. Áðü ôçí ðñüôáóç
6.4.4, GLV 0 As. Ôüôå ãéá êÜðïéï ìïíôÝëï M, êáôÜëëçëï ãéá ôï GLV, êáé
êÜðïéá ðñáãìáôïðïßçóç ∗ ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå áðü ôï M üðùò óôçí áðüäåéîç
ôçò áñéèìçôéêÞò ðëçñüôçôáò ôïõ GLS, ç A∗ åßíáé øåõäÞò. Ôï üôé ç ∗ åßíáé Ó1

áðïäåéêíýåôáé üðùò óôï èåþñçìá 6.4.3. a
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7. Ç ìÝèïäïò tableaux

Ç ìÝèïäïò ôùí tableaux (Þ ôùí äÝíôñùí éêáíïðïéçóéìüôçôáò) ìðïñåß íá ãåíéêåõ-
ôåß ãéá íá áðïöáóßæåé áí ìéá ðñüôáóç A åßíáé Þ ü÷é èåþñçìá ôïõ GL. ¸÷ïõìå
Þäç äåé üôé ôï GL åßíáé áðïêñßóéìï óôï èåþñçìá 3.2.4, áëëÜ ç ìÝèïäïò áðáéôïýóå

íá äéáôñÝîïõìå 22k ìïíôÝëá, üðïõ k ôï ðëÞèïò ôùí õðïðñïôÜóåùí ôçò A, ðïõ
åßíáé ðïëý ÷ñïíïâüñï. Åêôüò áðü ôï íá áðïöáóßæåé áí ìéá ðñüôáóç áðïäåéêíýå-
ôáé Þ ü÷é óôï GL, ç ìÝèïäïò ôùí tableaux ìáò åðéôñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå
Ýíá êáôÜëëçëï ãéá ôï GL ìïíôÝëï M, ôÝôïéï þóôå M 2 A. ¸ôóé åðéôõã÷Üíåôáé
áêüìá ìéá áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL.

7.1 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ tableaux

¼ðùò óôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü, ãéá íá åëÝãîïõìå áí GL ` A êáôáóêåõÜ-
æïõìå Ýíá tableau ìå ñßæá ôï ¬A. Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá äåßîïõìå üôé áí
áõôü êëåßóåé, ôüôå GL ` A, áí ü÷é ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï M, ôÝôïéï þóôå M 2 A. Ç ìÝèïäïò ãåíéêåýôçêå ãéá
êÜðïéá óõóôÞìáôá ôçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò áðü ôïí Kripke.

Ïñéóìüò 7.1.1. Tableau ìå ñßæá A ëÝãåôáé Ýíá äõáäéêü äÝíôñï ôÝôïéï þóôå
êÜèå êüìâïò åßíáé ôñïðéêÞ ðñüôáóç Þ ðáñÜèõñï ðïõ ðåñéÝ÷åé Ýíá tableau êáé ç
ñßæá ôïõ åßíáé ôï óýíïëï ðñïôÜóåùí A (Áí A = {A}, èá ëÝìå üôé ç ñßæá åßíáé
ôï A). ÊëÜäï ëÝìå Ýíá ìåãéóôéêü ìïíïðÜôé ôïõ ìå áñ÷Þ ôç ñßæá. ÊÜèå êüìâïò
ðåñéÝ÷åé Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí Þ Ýíá ðáñÜèõñï. Ï âáèìüò åíüò tableau åßíáé ï
åëÜ÷éóôïò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü üëïõò ôïõò âáèìïýò ôùí tableaux
óôá ðáñÜèõñá ôïõ äÝíôñïõ. Ìå ôáõôü÷ñïíç áíáäñïìÞ ïñßæïõìå üôé:

� ¸íá tableau âáèìïý n ëÝãåôáé êëåéóôü áíí êÜèå êëÜäïò ôïõ åßíáé êëåé-
óôüò, áëëéþò ëÝãåôáé áíïé÷ôüò êáé

� Ýíáò êëÜäïò åíüò tableau âáèìïý n ëÝãåôáé êëåéóôüò áíí óå áõôüí åìöá-
íßæåôáé o ⊥ Þ ìéá ðñüôáóç êáé ç áíôßèåôÞ ôçò Þ Ýíá ðáñÜèõñï ìå êëåéóôü
tableau, áëëéþò ëÝãåôáé áíïé÷ôüò.

Ï ïñéóìüò äåí åßíáé êõêëéêüò ãéáôß áí Ýíáò êëÜäïò åßíáé êëåéóôüò, åßíáé ðå-
ðåñáóìÝíïò êáé óå áõôüí åìöáíßæïíôáé ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò öùëéáóìÝíá ðá-
ñÜèõñá ðïõ êÜèå Ýíá ðåñéÝ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï tableau. ¸ôóé ç åðáãùãÞ áñ÷ßæåé
áðü ôï tableau ôïõ ðáñÜèõñïõ óôï ïðïßï äåí åìöáíßæåôáé Üëëï ðáñÜèõñï.
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7.1 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ tableaux

Ðáñáôçñïýìå üôé ìéá åìöÜíéóç ôçò A óôï äÝíôñï åíüò ðáñÜèõñïõ äå óçìáßíåé
üôé åìöáíßæåôáé óôïí êëÜäï ôïõ ðáñÜèõñïõ.

ÊÜèå êüìâïò ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ åíüò áðü ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò óå
êÜðïéá ðñüôáóç, ðïõ äåí Ý÷åé ôóåêáñéóôåß, ôïõ êëÜäïõ óôïí ïðïßï áíÞêåé ï êüì-
âïò áõôüò. ¼ôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå óå ìéá ðñüôáóç êÜðïéïí áðü ôïõò êáíüíåò
óå Ýíáí êëÜäï, ôüôå ôçí ôóåêÜñïõìå ìå ✓êáé äåí ôçí îáíá÷ñçóéìïðïéïýìå óå
áõôüí ôïí êëÜäï. Ðñïóï÷Þ ÷ñåéÜæåôáé ôï ãåãïíüò üôé ôï ôóåêÜñéóìá åîáñôÜôáé
áðü ôïí êëÜäï. Ç ðñüôáóç ðïõ ôóåêáñßóôçêå óå Ýíáí êëÜäï åßíáé ðéèáíþò ìç
ôóåêáñéóìÝíç ãéá ôïõò õðüëïéðïõò.

Ðñïôáóéáêïß êáíüíåò:

...
✓¬¬A

...

A

...
✓A ∧B

...

Á
Â

...
✓A ∨B

...

Á B

...
✓A→ B

...

¬Á B

...
✓A↔ B

...

Á
Â

¬Á
¬B

...
✓3A
...

¬�¬Á

Ïé êáíüíåò ðïõ åöáñìüæïíôáé óå ìéá ðñüôáóç ðïõ áñ÷ßæåé ìå ¬ ëÝãïíôáé áñíçôé-
êïß, áëëéþò ëÝãïíôáé èåôéêïß.

...
✓¬(A ∧B)

...

¬Á ¬B

...
✓¬(A ∨B)

...

¬Á
¬B

...
✓¬(A→ B)

...

Á
¬Â

...
✓¬(A↔ B)

...

Á
¬Â

¬Á
B

...
✓¬3A

...

�¬Á

Ôñïðéêüò êáíüíáò:
...

✓¬�C
...

¬C
�C
D1

�D1

...
Dn

�Dn

Ïé ðñïôÜóåéò D1 : : : Dn ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï ðáñÜèõñï ôïõ ôñïðéêïý êáíüíá
åßíáé üëåò ïé ðñïôÜóåéò ôÝôïéåò þóôå ïé �D1 : : :�Dn åìöáíßæïíôáé óôïí êëÜäï
ôïõ ðáñáèýñïõ.
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7.1 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ tableaux

Ç äéáäéêáóßá áðáéôåß íá åîáíôëÞóïõìå üëåò ôéò äõíáôüôçôåò åöáñìïãÞò êÜ-
ðïéïõ ðñïôáóéáêïý êáíüíá ðñéí åöáñìüóïõìå ôïí ôñïðéêü êáé íá åîáíôëÞóïõìå
üëåò ôéò äõíáôüôçôåò åöáñìïãÞò ôïõ ôñïðéêïý êáíüíá ðñéí åöáñìüóïõìå êÜðïéïí
ðñïôáóéáêü. ¸ôóé ðåñíÜìå äéáäï÷éêÜ áðü ðñïôáóéáêïýò êáé ôñïðéêïýò êýêëïõò.
ÊáôÜ ôá Üëëá ïé êáíüíåò ìðïñïýí íá åöáñìüæïíôáé ðñþôá óôçí ðñüôáóç ðïõ
âñßóêåôáé ðéï øçëÜ óôï äÝíôñï, áëëÜ êáé ìå ïðïéáäÞðïôå Üëëç óåéñÜ.

Ðñüôáóç 7.1.1. GL ` ¬�C ↔ 3(�C ∧ ¬C).

Áðüäåéîç. GL ` �(�C → C) ↔ �C áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.14. ¸ôóé
GL ` ¬�C ↔ ¬�(�C → C);↔ 3¬(�C → C);↔ 3(�C ∧ ¬C). a

¸ôóé üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá ôïõ L�ob óôçí ðñüôáóç ¬�C, áíïß-
ãïõìå Ýíá ðáñÜèõñï óå Ýíáí êüóìï ðñïóâÜóéìï áðü ôïí êüóìï ðïõ éó÷ýåé ç
¬�C êáé åßíáé åëÜ÷éóôçò ôÜîçò þóôå íá éó÷ýåé ç ¬C. Ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç
äéêáéïëïãåß êáé ôï üôé ôóåêÜñïõìå ôçí ¬�C ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá.
Áí óôïí êëÜäï ôçò ¬�C åìöáíßæïíôáé ïé ðñïôÜóåéò �D1, . . .Dn, èÝëïõìå óôï
ðáñÜèõñï ðïõ áíôéðñïóùðåýåé Ýíáí ðñïóâÜóéìï êüóìï íá éó÷ýïõí ïé D êáé �D,
üðùò äçëþíåé ï êáíüíáò. Áõôü ôõðéêÜ äéêáéïëïãåßôáé áðü ôçí åðüìåíç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 7.1.2.
GL ` ¬�C ∧�D1 ∧ · · · ∧�Dn → 3(¬C ∧�C ∧D1 ∧�D1 ∧ · · · ∧Dn ∧�Dn).

Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç Ý÷ïõìå üôé:
GL ` ¬�C ∧�D → 3(�C ∧ ¬C) ∧�D . ÅðåéäÞ ãéá êÜèå i ìå i 6 i 6 n,
GL ` �Di → ��Di,
GL ` ¬�C∧�D1∧· · ·∧�Dn → 3(�C∧¬C)∧�D1∧��D1∧· · ·∧�Dn∧��Dn,
êáé áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.12,
GL ` ¬�C ∧�D → 3(�C ∧ ¬C ∧D1 ∧�D1 · · · ∧Dn ∧�Dn). a

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ôçò ìåèüäïõ tableaux. ¼ôáí
Ýíáò êüìâïò Ý÷åé ìüíï Ýíáí áðüãïíï, èá ðáñáëåßðïõìå ãéá óõíôïìßá ôçí áêìÞ
ðïõ ôïõò åíþíåé.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.1. GL ` �(�p→ p) → �p ?
✓¬(�(�p→ p) → �p)

�(�p→ p)
✓¬�p

¬p
�p

✓�p→ p
�(�p→ p)

¬�p
✗

p
✗

Ãéá íá åðáëçèåýóïõìå ôï áîßùìá ôïõ L�ob, äçëáäÞ üôé GL ` �(�p → p) →
�p, ìå ôç ìÝèïäï tableaux êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá tableau ìå ñßæá ôçí ðñüôáóç
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7.1 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ tableaux

¬(�(�p → p) → �p) êáé åöáñìüæïõìå ôïõò ðñïôáóéáêïýò êáíüíåò ìÝ÷ñé íá
ìçí åßíáé äõíáôÞ ç ðåñáéôÝñù åöáñìïãÞ ôïõò. Êáôüðéí åöáñìüæïõìå ôïí ôñïðéêü
êáíüíá óôçí ðñüôáóç ¬�p êáé óôï ðáñÜèõñï ðïõ ðñïÝêõøå åöáñìüæïõìå ðÜëé
ðñïôáóéáêïýò êáíüíåò. Óôï ðáñÜèõñï äçìéïõñãïýíôáé äýï êëÜäïé. Ï Ýíáò êëåß-
íåé áöïý åìöáíßæïíôáé óå áõôüí ïé ðñïôÜóåéò �p êáé ¬�p êáé ï Üëëïò åîáéôßáò
ôùí ðñïôÜóåùí ôïõ, p êáé ¬p. ¸ôóé êëåßíåé ï (ìïíáäéêüò) êëÜäïò ôïõ áñ÷éêïý
äÝíôñïõ, áöïý ðåñéÝ÷åé Ýíá ðáñÜèõñï ìå êëåéóôü tableau. ÄçëáäÞ ôï äÝíôñï åßíáé
êëåéóôü êáé Üñá äåí õðÜñ÷åé ìïíôÝëï M ôÝôïéï þóôå M 2 �(�p→ p) → �p êáé
Üñá GL ` �(�p→ p) → �p.

Áò äïýìå Ýíá ðéï ðåñßðëïêï ðáñÜäåéãìá:

ÐáñÜäåéãìá 7.1.2. GL ` �(p↔ ¬�p) → (p↔ ¬�⊥)?
✓¬(�(p↔ ¬�p) → (p↔ ¬�⊥))

✓�(p↔ ¬�p)
✓¬(p↔ ¬�⊥)
�(p↔ ¬�p)
✓p↔ ¬�p

p
✓¬¬�⊥

�⊥

p
✓¬�p

¬p
�p

p↔ ¬�p
�(p↔ ¬�p)

⊥
�⊥
✗

¬p
✓¬¬�p

�p
✗

¬p
✓¬�⊥

p
¬�p

✗

¬p
✓¬¬�p

�p

¬⊥
�⊥

p↔ ¬�p
�(p↔ ¬�p)

p
�p

p
¬�p

✗

¬p
¬¬�p

✗

ÈÝëïõìå íá äïýìå áí éó÷ýåé ç GL ` �(p ↔ ¬�p) → (p ↔ ¬�⊥) ðïõ äßíåé
óôáèåñü óçìåßï ãéá ôçí ðñüôáóç ¬�p ôï ¬�⊥. ÐñïóÝ÷ïõìå üôé ç åöáñìïãÞ ôçò
p ↔ ¬�p Ýãéíå êáé óôïõò äýï êýñéïõò êëÜäïõò, êáé ôþñá åßíáé ôóåêáñéóìÝíç
êáé óôïõò äýï. Áðü ôïõò ôÝóóåñéò êëÜäïõò ðïõ ðñïÝêõøáí ôåëéêÜ, ïé äýï ìå-
óáßïé Ýêëåéóáí åðåéäÞ õðÞñ÷áí, óå êÜèå Ýíáí áðü áõôïýò, åìöáíßóåéò ôùí p êáé
¬p. Ï áñéóôåñüôåñïò êëÜäïò Ýêëåéóå åðåéäÞ åìöáíßóôçêå ï ⊥ óôï tableau ôïõ
ðáñÜèõñïý ôïõ êáé ï äåîéüôåñïò åðåéäÞ ôï tableau ôïõ ðáñÜèõñïý ôïõ Ý÷åé äýï
êëåéóôïýò êëÜäïõò: ï áñéóôåñüò Ýêëåéóå åîáéôßáò ôùí ¬�p êáé �p êáé ï äåîéüò
åîáéôßáò ôùí p êáé ¬p. ¸ôóé GL ` �(p↔ ¬�p) → (p↔ ¬�⊥).
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7.1 ÐåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ tableaux

ÐáñÜäåéãìá 7.1.3.

GL ` �(p ∨�p) → (�p ∨��p) ?
✓¬(�(p ∨�p) → (�p ∨��p))

�(p ∨�p)
✓¬(�p ∨��p)

✓¬�p
✓¬��p

¬p
�p

✓p ∨�p
�(p ∨�p)

p
✗

�p

✓¬�p
��p

✓p ∨�p
✓�(p ∨�p)

p

¬p
�p
�p

��p
✓p ∨�p

✓�(p ∨�p)

p
✗

�p

�p
✗

Åäþ äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå êáíÝíáí Üëëï êáíüíá êáé ç äéáäéêáóßá
Ý÷åé óôáìáôÞóåé. ¸÷ïõìå áíïßîåé Ýíá ðáñÜèõñï ìÝóá óå Ýíá Üëëï. ÊÜèå ðáñÜ-
èõñï áíôéðñïóùðåýåé Ýíáí äõíáôü êüóìï êáé Üñá âñÞêáìå Ýíá êáôÜëëçëï ìïíôÝëï
M ôÝôïéï þóôå M � ¬(�(p ∨ �p) → (�p ∨ ��p)) êáé Ýôóé GL 0 �(p ∨ �p) →
(�p ∨��p):
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0 � �(p ∨�p) ∧ ¬(�p ∨��p)

����
��

��
��

��
��

��
�

��/
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//

��?
??

??
??

??
??

??
??

1 � �p 2 � p

��
3 � �p

ÐáñÜäåéãìá 7.1.4. GL ` �(p ∧ q) ∧�¬p?
✓¬(�(p ∧ q) ∧�¬p)

¬�(p ∧ q)
¬(p ∧ q)
�(p ∧ q)

¬p ¬q

¬�¬p
✓¬¬p
�¬p
p

Óå áõôü ôï ðáñÜäåéãìá ôï tableau ÷ùñßóôçêå óå ôñåéò áíïé÷ôïýò êëÜäïõò.
Ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå äýï ìïíôÝëá ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôçí �p∧�¬p, áíÜëïãá
ìå ôïí êëÜäï ðïõ äåß÷íåé óå ðïéá ðåñßðôùóç âñéóêüìáóôå. Áñ÷ßæïíôáò áðü ôïí
áñéóôåñüôåñï êëÜäï, Ý÷ïõìå:

0 // 1 � ¬p

0 // 1 � ¬q

0 // 1 � p

7.2 Ç ìÝèïäïò tableaux åßíáé Ýãêõñç êáé ðëÞñçò

Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá äïýìå üôé áíåîÜñôçôá ôçò ðñüôáóçò A ðïõ õðï-
âÜëïõìå óôç äéáäéêáóßá ôçò ìåèüäïõ tableaux (ìå ñßæá ôï ¬A), ç äéáäéêáóßá
óôáìáôÜåé êáé üôé áí óôáìáôÞóåé óå êëåéóôü äÝíôñï, GL ` A êáé áí óôáìáôÞóåé
óå áíïé÷ôü äÝíôñï, GL 0 A êáé èá âñïýìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé
áíáõôïðáèÝò ìïíôÝëï ðïõ íá ìçí éêáíïðïéåß ôçí A.

Áí ç A éêáíïðïéåßôáé óå üëá ôá ðåðåñáóìÝíá, ìåôáâáôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ
ìïíôÝëá, üôáí åöáñìüóïõìå ôç äéáäéêáóßá êáôáëÞãïõìå óå Ýíá êëåéóôü tableau.
¸ôóé üôáí èá Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôçí ïñèüôçôá ôçò ìåèüäïõ, GL ` A êáé èá Ý÷ïõìå
îáíááðïäåßîåé ôï èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ôï GL êáé, ôáõôü÷ñïíá, ôçí áðï-
êñéóéìüôçôá ôïõ GL.
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Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé åöáñìüæïõìå ôç ìÝèïäï óôçí ðñüôáóç A. Êáôá-
óêåõÜæïõìå äçëáäÞ tableau ìå ñßæá ôï ¬A.

Ðñüôáóç 7.2.1. ¸óôù n ï áñéèìüò ôùí õðïðñïôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �B,
ü÷é áðáñáßôçôá äéáöïñåôéêþí. Ôüôå ç äéáäéêáóßá óôáìáôÜåé ìåôÜ áðü ôï ðïëý n
ôñïðéêïýò êýêëïõò êáé Üñá n+ 1 ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé c åßíáé Ýíáò áíïé÷ôüò êëÜäïò óå Ýíá tableau åíüò ðáñáèý-
ñïõ óå Ýíáí áíïé÷ôü êëÜäï b. Ôüôå, åîáéôßáò ôïõ ôñïðéêïý êáíüíá, êÜèå ðñüôáóç
ôïõ b ôçò ìïñöÞò �D åßíáé êáé óôïí c êáé åðéðëÝïí, õðÜñ÷åé ìéá ðñüôáóç ôïõ b
ôçò ìïñöÞò ¬�D, ôÝôïéá þóôå ç �D åßíáé óôïí c. ¸ôóé ï c ðåñéÝ÷åé ìßá ðáñá-
ðÜíù ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò �D áðü ôïí b. ¼ìùò ïé õðïðñïôÜóåéò ôçò A ìïñöÞò
�D åßíáé n ôï ðëÞèïò êáé Ýôóé, áí k > n, äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé áêïëïõèßá
b0; : : : ; bk áíïé÷ôþí êëÜäùí ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå i ìå 1 6 i 6 k, ï bi íá âñßóêå-
ôáé óå ðáñÜèõñï ôïõ Üëëïõ. ¸ôóé ç ìåãáëýôåñç ôÝôïéá áêïëïõèßá ðïõ ìðïñåß íá
õðÜñîåé Ý÷åé, åêôüò áðü ôïí êëÜäï óôïí ïðïßï áíÞêåé ç ñßæá, n êëÜäïõò. Áõôïß
ðñïÝêõøáí áðü n åöáñìïãÝò ôïõ ôñïðéêïý êáíüíá. a

Ïñéóìüò 7.2.1. Ìå ôáõôü÷ñïíç áíáäñïìÞ ïñßæïõìå üôé:

� Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ðñüôáóç åíüò tableau Ô åßíáé ç
(T ) =

∨
{(b)| ï b åßíáé Ýíáò êëÜäïò ôïõ T} êáé

� ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ðñüôáóç åíüò êëÜäïõ b åßíáé ç
(b) = {E| ç E åßíáé ìéá ðñüôáóç óôïí b}∧∧
{�(T )| ôï T åßíáé Ýíá tableau ìÝóá óå Ýíá ðáñÜèõñï ôïõ b}

Ðñüôáóç 7.2.2. Áí åöáñìüæïíôáò Ýíáí êáíüíá óå ìéá åìöÜíéóç ôçò ðñüôáóçò
E ôïõ êëÜäïõ b ôïõ tableau T , êáôáëÞãïõìå óôï tableau U , ôüôå GL ` (T ) ↔
(U).

Áðüäåéîç.

� Áí åöáñìüóáìå ôïí ôñïðéêü êáíüíá, ôüôå ç E åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬�C.
¸óôù üôé ïé ðñïôÜóåéò ôïõ b ôçò ìïñöÞò �B åßíáé ïé �D1; : : : ;�Dn. Áí
c åßíáé ï êëÜäïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí b ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá,
ôüôå áõôüò Ý÷åé üëåò ôçò ðñïôÜóåéò ôïõ b êáé Ý÷åé åðéðëÝïí Ýíá ðáñÜèõñï ìå
Ýíá tableau ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ðñïôÜóåéò ¬C, �C, D1, �D1,. . . ,�Dn. ¸ôóé
(c) = (b)∧3(¬C ∧�C ∧D1 ∧�D1 ∧ · · · ∧�Dn) êáé Üñá GL ` (c) → (b).
¼ìùò GL ` (b) → ¬�C ∧ �D1 ∧ · · · ∧ �Dn, áöïý ôá ìÝëç áõôÞò ôçò
äéÜæåõîçò áíÞêïõí óôï (b) êáé áöïý áðü ôçí ðñüôáóç 7.1.2
GL ` ¬�C∧�D1∧· · ·∧�Dn → 3(¬C∧�C∧D1∧�D1∧· · ·∧Dn∧�Dn),
GL ` (b) → 3(¬C ∧�C ∧D1 ∧�D1 ∧ · · · ∧Dn ∧�Dn).
¸ôóé ôåëéêÜ GL ` (b) ↔ (c) êáé Üñá GL ` (T ) ↔ (U).

� Áí åöáñìüóáìå ôïí èåôéêü êáíüíá ãéá ôçí →, ôüôå ç E åßíáé ôçò ìïñöÞò
F → G. ÌåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá ï (b) ÷ùñßóôçêå óôïõò êëÜäïõò
(c) êáé (d) ôïõ tableau U þóôå íá éó÷ýïõí ïé
(c) = (d) ∧ ¬F êáé (d) = (b) ∧G.
¸÷ïõìå üôé GL ` (c) → (b). Áêüìá åðåéäÞ
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GL ` (b) → (F → G),
GL ` (b) → (¬F ∨ ¬G) êáé Üñá
GL ` (b) → (c) ∨ (d). ¸ôóé ôåëéêÜ
GL ` (b) ↔ (c) ∨ (d) êáé Üñá
GL ` (T ) ↔ (U).

AíÜëïãåò åßíáé êáé ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò Üëëïõò êáíüíåò. a

Ðñüôáóç 7.2.3. Áí åöáñìüæïíôáò Ýíáí êáíüíá ïðïõäÞðïôå óôï tableau T , êá-
ôáëÞãïõìå óôï tableau U , ôüôå GL ` (T ) ↔ (U).

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï âáèìü ôùí tableau.

� Áí ôï T Ý÷åé âáèìü 0, ôüôå äåí Ý÷åé ðáñÜèõñá êáé Üñá ï êáíüíáò åöáñìü-
æåôáé óå ìéá ðñüôáóç êÜðïéïõ êëÜäïõ ôïõ. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç
Ý÷ïõìå üôé GL ` (T ) ↔ (U).

� ¸óôù üôé ãéá êÜèå tableau ìå âáèìü k éó÷ýåé ç ðñüôáóç. Áí T åßíáé Ýíá
tableau óå Ýíá ðáñÜèõñï ôïõ êëÜäïõ d ôïõ tableau X ìå âáèìü k+1 êáé ç
åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá åß÷å ùò áðïôÝëåóìá ôï tableau U óôïí êëÜäï e ôïõ
tableau Y , ôüôå ôï T Ý÷åé âáèìü k êáé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç,
GL ` (T ) ↔ (U). Ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 1.3.8,
GL ` 3(T ) ↔ 3(U) Üñá
GL ` (d) ↔ (e) êáé ôåëéêÜ
GL ` (×) ↔ (Y ). a

Ðñüôáóç 7.2.4. Áí ôï T åßíáé Ýíá êëåéóôü tabeau, ôüôå GL ` ¬(T ).

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï âáèìü ôùí tableau.

� Áí ôï T Ý÷åé âáèìü 0, ôüôå äåí Ý÷åé ðáñÜèõñá. ÅðåéäÞ ôï T åßíáé êëåéóôü,
êÜèå âñá÷ßïíÜò ôïõ åßíáé êëåéóôüò êáé áöïý äåí Ý÷åé ðáñÜèõñá, óå áõôüí
åìöáíßæåôáé ï ⊥ Þ ìéá ðñüôáóç êáé ç áíôßèåôÞ ôçò. ¸ôóé ãéá êÜèå âñá÷ßïíá
b ôïõ T , GL ` ¬(b) êáé Üñá GL ` ¬(T ).

� ¸óôù üôé ãéá êÜèå tableau ìå âáèìü k éó÷ýåé ç ðñüôáóç. Áí X åßíáé Ýíá
êëåéóôü tableau ìå âáèìü k+ 1, ôüôå êÜèå âñá÷ßïíÜò ôïõ b åßíáé êëåéóôüò.
Áí óôïí b åìöáíßæåôáé ï ⊥ Þ ìéá ðñüôáóç êáé ç áíôßèåôÞ ôçò, GL ` ¬(b).
Áí óôïí b åìöáíßæåôáé Ýíá ðáñÜèõñï ìå Ýíá êëåéóôü tableau T , ôï T Ý÷åé
âáèìü k êáé GL ` ¬(T ). ¸ôóé GL ` �¬(T ), äçëáäÞ GL ` ¬3(T ) êáé Üñá
GL ` ¬(b).
Óå êÜèå ðåñßðôùóç ëïéðüí, ãéá êÜèå êëÜäï b ôïõ X, GL ` ¬(b) êáé Üñá
GL ` ¬(X). a

Ðñüôáóç 7.2.5. Áí ç äéáäéêáóßá óôáìáôÜåé óå Ýíá êëåéóôü tableau (T ), ôüôå
GL ` A.

Áðüäåéîç. Ôï áñ÷éêü tableau V Ý÷åé ìüíï ôçí ðñüôáóç ¬A óôç ñßæá ôïõ, Üñá
(V ) = ¬A êáé áðü ôçí ðñüôáóç 7.2.3, ìå åðáãùãÞ óôï ðëÞèïò ôùí êáíüíùí
ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí, GL ` ¬A ↔ (T ). ¼ìùò áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç
GL ` ¬(T ), êé Ýôóé GL ` A. a

100



7.2 Ç ìÝèïäïò tableaux åßíáé Ýãêõñç êáé ðëÞñçò

Áí ç äéáäéêáóßá óôáìáôÞóåé óå Ýíá áíïé÷ôü tableau T , èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé
Ýíá ìïíôÝëï ðïõ äåí éêáíïðïéåß ôçí A êáé Üñá GL 0 A. Óôï ðáñÜäåéãìá 7.1.4
åßäáìå üôé ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá ôÝôïéá ìïíôÝëá. Ãéá íá
ïñßóïõìå áêñéâþò Ýíá ìïíôÝëï èá åðéëÝãïõìå óå êÜèå tableau ôïí áñéóôåñüôåñï
áíïé÷ôü êëÜäï.

Ïñéóìüò 7.2.2. Áðü Ýíá áíïé÷ôü tableau T ïñßæïõìå ôï ìïíôÝëïM = (W;R; V ),
ùò åîÞò:

Èåùñïýìå ìéá ó÷Ýóç S óôïõò êëÜäïõò ôÝôïéá þóôå xSy áíí ï x åßíáé áíïé÷ôüò
êáé ï y åßíáé ï áñéóôåñüôåñïò áíïé÷ôüò êëÜäïò åíüò tableau óå Ýíá ðáñÜèõñï ôïõ
x.

Áí w ï áñéóôåñüôåñïò êëÜäïò ôïõ T , W = {x| ∃i > 0(wSix). Ôï W åßíáé
ðåðåñáóìÝíï áöïý ï âáèìüò ôïõ tableau åßíáé ðåðåñáóìÝíïò.

Ç R åßíáé ç ìåôáâáôéêÞ (áëëÜ ü÷é áõôïðáèÞò) êëåéóôüôçôá ôçò S, äçëáäÞ xRy
áíí {(x; y)| x; y ∈W ∧ ∃i > 1(xSiy)}. ÄçëáäÞ ïé êüóìïé ôïõ M åßíáé ï áñéóôå-
ñüôåñïò êëÜäïò ôïõ T êáé áí Ýíáò êëÜäïò x ìå ðáñÜèõñï ðïõ ðåñéÝ÷åé áíïé÷ôü
tableau áíÞêåé óôï W , ôüôå êáé ï áñéóôåñüôåñïò êëÜäïò áõôïý ôïõ tableau y
áíÞêåé óôï W êáé åðéðëÝïí xRy. Ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé áíáõôïðáèÞò.

H V åßíáé ìéá áðïôßìçóç ôÝôïéá þóôå xV p áíí ç ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p
áíÞêåé óôïí êëÜäï x.

Ôï M åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò äÝíôñï ôï ïðïßï äåí
ðåñéÝ÷åé áëõóßäá ìÞêïõò k > n, w0R : : : wk, üðïõ n åßíáé ï áñéèìüò ôùí õðïðñï-
ôÜóåùí ôçò A ôçò ìïñöÞò �B.

Ðñüôáóç 7.2.6. Ãéá êÜèå ðñüôáóç E êáé êÜèå x ∈W ,
áí ç E áíÞêåé óôïí x, ôüôå x � E êáé áí ç ¬E áíÞêåé óôïí x, ôüôå x 2 E.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôç ðïëõðëïêüôçôá ôçò ðñüôáóçò E.

� Áí Å = ⊥ Ôüôå áöïý ï X åßíáé áíïé÷ôüò, ï ⊥ äåí áíÞêåé óôçí x êáé x 2 ⊥.
� Áí E = p, üðïõ p ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.
Ôüôå áí ç p áíÞêåé óôïí x, ôüôå xV p êáé Üñá x � p.

Áí ç ¬p áíÞêåé óôïí x, ôüôå áöïý ï x åßíáé áíïé÷ôüò, ç p äåí áíÞêåé óå
áõôüí, Üñá äåí éó÷ýåé üôé xV p êáé Üñá x 2 p.

� Áí E = F → G. Ôüôå áí ç F → G áíÞêåé óôï x, ôüôå Ý÷åé åöáñìïóôåß ï
èåôéêüò êáíüíáò ôçò → óôéò åìöáíßóåéò ôçò óôï x êáé Üñá Þ ç ¬F áíÞêåé
óôï x Þ ç G áíÞêåé óôï x. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, x 2 ¬F Þ x � G
êáé Üñá x � F → G.

Áí ç ¬(F → G) áíÞêåé óôï x, ôüôå Ý÷åé åöáñìïóôåß ï áñíçôéêüò êáíüíáò
ôçò → óôéò åìöáíßóåéò ôçò óôï x êáé Üñá ç F êáé ç ¬G áíÞêïõí óôïí x.
Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, x � F êáé x 2 G êáé Üñá x 2 F → G.

� Áí E = �B. Ôüôå áí ç ¬�B áíÞêåé óôï x, ôüôå Ý÷åé åöáñìïóôåß ï ôñïðéêüò
êáíüíáò êáé Üñá õðÜñ÷åé Ýíá ðáñÜèõñï óôï x ðïõ Ý÷åé Ýíá tableau U , óôïõ
ïðïßïõ ôç ñßæá áíÞêåé ç ¬B. ¸óôù y ï áñéóôåñüôåñïò êëÜäïò ôïõ U . Ôüôå
xRy êáé ç ¬B áíÞêåé óôïí y áöïý åßíáé óôç ñßæá ôïõ U . Áðü ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, y 2 B êáé áöïý xRy, x 2 �B.
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7.2 Ç ìÝèïäïò tableaux åßíáé Ýãêõñç êáé ðëÞñçò

Áí ç �B áíÞêåé óôï x, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé áí uSv ôüôå óôïí u áíÞêåé
Ýíá ðáñÜèõñï ðïõ Ý÷åé Ýíá äÝíôñï ìå áíïé÷ôü êëÜäï v. ¢ñá åöáñìüóôçêå
óå êÜðïéá ðñüôáóç ï ôñïðéêüò êáíüíáò êáé Ýôóé óôç ñßæá ôïõ v áíÞêåé ç B
êáé ç �B. ¸ôóé áðü ôïí ïñéóìü ôçò R, áí xRy, ç B áíÞêåé óôïí y. Áðü
ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ãéá êÜèå y ìå xRy, y � B, Üñá x � �B. a

Ðñüôáóç 7.2.7. Áí ç äéáäéêáóßá óôáìáôÜåé óå Ýíá áíïé÷ôü tableau (T ), ôüôå
GL 0 A.

Áðüäåéîç. Ç ¬A áíÞêåé óôïí êëÜäï w, áöïý åßíáé óôç ñßæá ôïõ T . Áðü ôçí
ðñüôáóç 7.2.6, w 2 E. êáé Üñá M 2 A êáé ôï M åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìåôáâáôéêü
êáé áíáõôïðáèÝò. ¢ñá GL 0 A. a

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ç ìÝèïäïò ôùí tableaux ðÜíôá ôåñìáôßæåé êáé üôé áí ôåñ-
ìáôßóåé ìå êëåóôü tableaux, ôüôå GL ` Á êáé áí ôåñìáôßóåé ìå áíïé÷ôü tableau,
ôüôå GL ` ¬A êáé êáôáóêåõÜóáìå áðü ôçí A Ýíá ìïíôÝëï ðïõ åßíáé ðåðåñá-
óìÝíï, ìåôáâáôéêü êáé áíáõôïðáèÝò äÝíôñï. ¸ôóé äåßîáìå ðÝñá áðü ôïí áñ÷éêü
ìáò óôü÷ï, üôé ôï GL åßíáé Ýãêõñï êáé ðëÞñåò ùò ðñïò ôá ðåðåñáóìÝíá ìåôáâá-
ôéêÜ êáé áíáõôïðáèÞ äÝíôñá, ðïõ Ý÷ïõí áëõóßäåò ìÞêïõò ôï ðïëý n.
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