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Ðñüëïãïò

Ôï áíôéêåßìåíï ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò åßíáé äéôôü. Áöåíüò ãß-
íåôáé ìßá åðéóêüðçóç ôçò èåùñßáò ôõðéêþí ãëùóóþí, ðáñáôçñïýìåíç ìÝóá
áðü ôï ðñßóìá ôçò äéÜóçìçò éåñáñ÷ßáò ãñáììáôéêþí Chomsky, êáé ìå ó÷åôéêÞ
Ýìöáóç óôéò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò. Áíáëýåôáé ç ó÷Ýóç ôùí ôõðéêþí ãñáì-
ìáôéêþí ìå ìßá óåéñÜ õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí, ðïõ êé áõôÜ ìå ôç óåéñÜ ôïõò
êôßæïõí ìßá éåñáñ÷ßá, êáé ðáñïõóéÜæïíôáé óôáäéáêÜ. Óôç ìåëÝôç ôçò ðïëõðëï-
êüôçôáò êÜðïéùí áðü ôá ðáñáðÜíù õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, üôáí ðåñéïñßóïõìå
ïñéóìÝíïõò áðü ôïõò ðüñïõò ôïõò|Ýíáí ðïëëÜ õðïó÷üìåíï êëÜäï, áðü ôïí
ïðïßï åêðñïóùðåßôáé êáôÜ óçìáíôéêü âáèìü ç óýã÷ñïíç Ýñåõíá óôï ÷þñï|
áöéåñþíåôáé ôï äåýôåñï ìÝñïò ôçò åñãáóßáò.

Îåêéíïýìå åéóÜãïíôáò ôüóï ôï êßíçôñï ãéá ôç ìåëÝôç ôïõ ÷þñïõ, üóï
êáé ìåñéêÝò áðü ôéò êåíôñéêÝò éäÝåò ðïõ ôïí äéáðïôßæïõí, óôï ÊåöÜëáéï 1.
Óôï ÊåöÜëáéï 2 ìåëåôþíôáé ïé êáíïíéêÝò ãëþóóåò, êáèþò êáé ç óýíäåóç ôùí
êáíïíéêþí ãñáììáôéêþí ìå ôéò êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá áõ-
ôüìáôá. Ôï ÊåöÜëáéï 3 ðáñïõóéÜæåé ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, áëëÜ
êáé ôç ó÷Ýóç ôïõò ìå ôá áõôüìáôá óôïßâáò. Óêéáãñáöïýíôáé åðßóçò êÜðïéåò
èåìåëéþäåéò áñ÷Ýò, óôéò ïðïßåò âáóßæåôáé ç ëåéôïõñãßá ïñéóìÝíùí éäéáßôåñá
áðïäïôéêþí óõíôáêôéêþí áíáëõôþí ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé ùò áõôüìáôá óôïß-
âáò. Óôç óõíÝ÷åéá, óôï ÊåöÜëáéï 4 óôñåöüìáóôå óôéò Üëëåò äýï áðü ôéò
ôÝóóåñéò êëÜóåéò ãëùóóþí ðïõ ó÷çìáôßæåé ç éåñáñ÷ßá Chomsky: ôéò ãëþó-
óåò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò êáé ôá áíôßóôïé÷á õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, ôéò ìç÷áíÝò
Turing, êáé ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá êáé ôá áíôßóôïé÷á õðïëïãéóôéêÜ
ìïíôÝëá, ôá ãñáììéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá. ÔÝëïò, ôï ÊåöÜëáéï 5 óõíßóôáôáé
óôï êïììÜôé ôçò åñãáóßáò ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôïí êëÜäï ôçò ðïëõðëïêüôç-
ôáò õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðüñïõò.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ç èåùñßá ôõðéêþí ãëùóóþí Ý÷åé ôéò ñßæåò ôçò óå Ýíá ðëÞèïò áðü äéáöïñåôé-
êïýò ÷þñïõò. Ðñéí áêüìá áðü ôç äçìéïõñãßá ôïõ çëåêôñïíéêïý õðïëïãéóôÞ,
ìáèçìáôéêïß áó÷ïëïýìåíïé ìå ôá èåìÝëéá ôçò ëïãéêÞò åíäéáöÝñèçêáí ãéá ôïí
áëãïñéèìéêü õðïëïãéóìü êáé ó÷åäßáóáí áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò ãéá ôç ìåëÝôç
ôùí äõíáôïôÞôùí êáé ðåñéïñéóìþí ôçò õðïëïãéóôéêÞò äéáäéêáóßáò. ¹äç ôï
1936 ï A. Turing äçìéïýñãçóå ìéá ìç÷áíÞ ìå üëåò ôéò éêáíüôçôåò åíüò ðñáã-
ìáôéêïý óçìåñéíïý õðïëïãéóôÞ.

Ëßãï áñãüôåñá, êáôÜ ôéò äåêáåôßåò 1940 êáé 1950, áðëïýóôåñá åßäç ìç÷á-
íþí, ðïõ óÞìåñá åßíáé ãíùóôÜ ùò ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá, ìåëåôÞèçêáí áðü
äéÜöïñïõò åñåõíçôÝò. Ôá áõôüìáôá áõôÜ ãåííÞèçêáí ãéá íá åîõðçñåôÞóïõí
ôïõò âéïëüãïõò óôç ìåëÝôç óõóôçìÜôùí íåõñéêþí êõôôÜñùí (neuron nets) êáé
óôç ìïíôåëïðïßçóç ôçò ëåéôïõñãßáò ôïõ åãêåöÜëïõ, áëëÜ êáé ôïõò çëåêôñïëü-
ãïõò ìç÷áíéêïýò óôçí áíÜðôõîç êõêëùìÜôùí äéáêïðôþí (switching circuits)
ùò åñãáëåßï ãéá ôï ó÷åäéáóìü ìç÷áíéêïý åîïðëéóìïý (hardware).

ÐáñÜëëçëá, óôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1950 ï ãëùóóïëüãïò N. Chom-
sky îåêßíçóå ôç ìåëÝôç ôùí ôõðéêþí ãñáììáôéêþí, ìå óôü÷ï ôç äçìéïõñãßá
ìç÷áíéóìþí ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí öõóéêþí ãëùóóþí. Ïé ôõðéêÝò áõôÝò
ãñáììáôéêÝò öÜíçêå ðùò Ý÷ïõí ðïëý óôåíÝò ó÷Ýóåéò ìå áöçñçìÝíåò Ýííïéåò
ôçò åðéóôÞìçò õðïëïãéóôþí, üðùò ïé áëãüñéèìïé êáé ôá áõôüìáôá, êáé óÞìåñá
õðçñåôïýí ùò âÜóç ãéá êÜðïéá èåìåëéáêÜ ôìÞìáôá ëïãéóìéêïý, üðùò ôìÞìáôá
ìåôáãëùôôéóôþí (compilers) êáé åðåîåñãáóôþí êåéìÝíïõ (text processors).

Óôéò äåêáåôßåò ðïõ áêïëïýèçóáí, ç ìåëÝôç ôùí ôõðéêþí ãëùóóþí, êáé
éäéáßôåñá ôçò üøçò ôïõò ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, Üíèçóå
êáé Ýäùóå ôÝëïò óôç ìÜ÷ç ãéá ôç äéåõèÝôçóç ðïëëþí ðñáêôéêþí ðñïâëçìÜôùí,
áíÜìåóá óôá áðïßá êáé ôï êñßóéìï æÞôçìá ôçò áõôïìáôïðïßçóçò ôçò ãñáöÞò
ôùí ìåôáãëùôôéóôþí. Óå áíôßèåóç ëïéðüí ìå ôï ðëÞèïò ôùí åöáñìïãþí ôïõò,

1



1.1. ÁëöÜâçôá êáé óõìâïëïóåéñÝò

ç Üìåóç Ýñåõíá ðÜíù óôéò ôõðéêÝò ãëþóóåò óôéò ìÝñåò ìáò åßíáé ìéêñÞ.
Ôï åðßêåíôñï ôçò Ýñåõíáò óÞìåñá Ý÷åé ìåôáôïðéóôåß óå åðéìÝñïõò æçôÞ-

ìáôá, ðïõ öÝñïõí îå÷ùñéóôü åíäéáöÝñïí, áëëÜ êáé áéóéïäïîßá ãéá ôçí åðßëõóç
äéáöüñùí íÝùí ðñïâëçìÜôùí. ¸íáò ôÝôïéïò êëÜäïò, ðïõ õðüó÷åôáé íá áëëÜ-
îåé ðïëëÜ óôï ÷þñï ôçò áîéïðéóôßáò ëïãéóìéêïý (software reliability), åßíáé
áõôüò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðü-
ñïõò.

Ðñïôïý üìùò ìéëÞóïõìå ðåñéóóüôåñï ãéá üëá ôá ðáñáðÜíù, èá ðáñïõóéÜ-
óïõìå óôï êåöÜëáéï áõôü óõíïðôéêÜ ïñéóìÝíåò áðü ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ
êõñéáñ÷ïýí óôç èåùñßá ôùí ôõðéêþí ãëùóóþí.

1.1 ÁëöÜâçôá êáé óõìâïëïóåéñÝò

ÈåìåëéáêÞ åßíáé ç Ýííïéá ôïõ óõìâüëïõ (symbol), ðïõ åßíáé ìéá áöçñçìÝíç
ïíôüôçôá üðùò ãñÜììá Þ ëÝîç êÜðïéáò öõóéêÞò ãëþóóáò, êáé äå èá ïñßóïõìå
ðéï óõãêåêñéìÝíá. ¸íá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óõìâüëùí ïíïìÜæåôáé
áëöÜâçôï (alphabet). ÔÝôïéá åßíáé ôï ëáôéíéêü, Þ ôï äõáäéêü áëöÜâçôï
{0,1}.

Ìßá óõìâïëïóåéñÜ (string) Þ ëÝîç (word) åíüò áëöáâÞôïõ åßíáé ìßá ðå-
ðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óõìâüëùí ôïõ áëöáâÞôïõ. Ùò ìÞêïò (length) ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò w ïñßæïõìå ôï ìÞêïò ôçò ùò áêïëïõèßá, äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí
óõìâüëùí ôçò, êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå |w|. Ìå " èá óõìâïëßæïõìå ôçí êåíÞ
óõìâïëïóåéñÜ (empty string), ìÞêïõò 0.

Äýï óõìâïëïóåéñÝò x êáé y åíüò áëöáâÞôïõ ìðïñïýí íá óõíäõáóôïýí
ãéá íá ó÷çìáôßóïõí ìéá ôñßôç xy, ìå ôçí ðñÜîç ôçò ðáñÜèåóçò (concatena-
tion), ðïõ åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, áëëÜ ü÷é ãåíéêÜ áíôéìåôáèåôéêÞ. Ç êåíÞ
óõìâïëïóåéñÜ " ëåéôïõñãåß ùò ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá áõôÞ ôçí ðñÜîç, êáèþò
"w = w" = w ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ w.

Ç óõìâïëïóåéñÜ v åßíáé õðïóõìâïëïóåéñÜ (substring) ôçò óõìâïëïóåé-
ñÜò w áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò x êáé y; ôÝôïéåò þóôå w = xvy.
Áí x = " Þ y = "; ôüôå ç v åßíáé ðñüèåìá (pre�x) Þ êáôÜëçîç (su�x) ôçò w,
áíôßóôïé÷á. Ãéá êÜèå öõóéêü i, ç óõìâïëïóåéñÜ wi ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò

{
w0 = "
wi+1 = wiw;

åíþ ç áíôßóôñïöç (reversal, mirror image) ôçò w = a1a2 : : : an åßíáé ç wR =
an : : : a2a1.

Áêüìá, áí Ó åßíáé Ýíá áëöÜâçôï, óõìâïëßæïõìå ìå Ók ôï óýíïëï ôùí
óõìâïëïóåéñþí ìÞêïõò k ôïõ Ó. Óçìåéþíïõìå üôé Ó0 = {"}, áíåîáñôÞôùò
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1.2. Ãëþóóåò

ôïõ Ó. ¸ôóé, ôï óýíïëï üëùí ôùí óõìâïëïóåéñþí ôïõ Ó

Ó∗ =
⋃

i≥0

Ói

ðåñéÝ÷åé ðÜíôá ôçí êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ. Óõìâïëßæïíôáò ìå Ó+ ôï óýíïëï ôùí
ìç êåíþí óõìâïëïóåéñþí ôïõ Ó

Ó+ =
⋃

i>0

Ói;

Ý÷ïõìå
Ó∗ = Ó+ ∪ {"}:

1.2 Ãëþóóåò

Ç Ýííïéá ôçò ãëþóóáò åìðåñéêëåßåé ìéá ðïéêéëßá áðü öáéíïìåíéêÜ äéáöïñåôé-
êÝò êáôçãïñßåò: öõóéêÝò ãëþóóåò, ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý, ìáèçìáôéêÝò
ãëþóóåò. ¸íáò ãåíéêüò ïñéóìüò ôçò Ýííïéáò ïöåßëåé ëïéðüí íá óõìðåñéëÜâåé
üëïõò áõôïýò ôïõò ôýðïõò ãëùóóþí, ÷ùñßò åããåíåßò ðåñéïñéóìïýò ùò ðñïò ôï
åßäïò ôùí óôïé÷åßùí ðïõ èá áðïôåëïýí ìßá ãëþóóá.

¸ôóé, ãëþóóá (language) èá ïíïìÜæåôáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ôïõ
Ó∗, üðïõ Ó Ýíá áëöÜâçôï. ÅðïìÝíùò Ó∗, ∅ êáé Ó åßíáé ãëþóóåò. Êáèþò ôï
Ó∗ åßíáé áñéèìÞóéìá Üðåéñï, ôï ðëÞèïò üëùí ôùí ãëùóóþí åíüò äåäïìÝíïõ
áëöáâÞôïõ åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï. ÂÝâáéá ìßá ãëþóóá ìðïñåß íá åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíç Þ Üðåéñç (öõóéêÜ ïé ðéï åíäéáöÝñïõóåò åßíáé ïé Üðåéñåò), üìùò êÜèå
ãëþóóá åßíáé áíáãêáóìÝíç íá áíôëåß ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôçò áðü Ýíá óôáèåñü,
ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï êáé áõôü åßíáé ï ìüíïò óçìáíôéêüò ðåñéïñéóìüò óôï
ôé ìðïñåß íá åßíáé ìéá ãëþóóá.

Ìå âÜóç ëïéðüí áõôüí ôïí óõíïëïèåùñçôéêü ïñéóìü, ìðïñïýìå íá ïñß-
óïõìå Üðåéñï ðëÞèïò áðü ãëþóóåò, óýìöùíá ìå ôï ó÷Þìá

L = {w ∈ Ó∗ | ç w Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P}:
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãëþóóåò åßíáé ïé {0; 01; 011; 0111; : : : }, {w ∈ {0; 1}∗ | ç w
Ý÷åé ßóï ðëÞèïò áðü 0 êáé 1}, {w ∈ {a; b; c}∗ | w = wR}.

Åöüóïí ïé ãëþóóåò äåí åßíáé ðáñÜ óýíïëá, ïñßæïíôáé óå áõôÝò Üìåóá
ïé óõíÞèåéò óõíïëïèåùñçôéêÝò ðñÜîåéò: Ýíùóç, ôïìÞ, äéáöïñÜ, óõìðëÞñùìá.
Áêüìá ïñßæïíôáé ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï ãéá ôéò ãëþóóåò L1 êáé L2 ç ðáñÜ-
èåóç

L1L2 = {w ∈ Ó∗| w = xy; ãéá êÜðïéá x ∈ L1 êáé y ∈ L2};
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1.3. ÃñáììáôéêÝò

êáé ãéá ôç ãëþóóá L êáé ôï öõóéêü áñéèìü i;
{
L0 = {"}
Li+1 = LiL:

Ç êëåéóôüôçôá (closure) ôçò ðáñáðÜíù ðñÜîçò

L∗ =
⋃

i≥0

Li

ïíïìÜæåôáé óõ÷íÜ Kleene star1 êáé åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí óõìâïëïóåé-
ñþí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí ðáñÜèåóç ôõ÷üíôïò ðëÞèïõò óõìâïëïóåéñþí ôçò
L. Ç ∅ êáé ç {"} åßíáé Ýôóé ïé ìüíåò ãëþóóåò, ôùí ïðïßùí ç êëåéóôüôçôá äåí
åßíáé Üðåéñç. ÔÝëïò, ïñßæïõìå ôç ãëþóóá

L+ =
⋃

i>0

Li = LL∗

êáèþò êáé ôçí áíôßóôñïöç ôçò L,

LR = {w | wR ∈ L}:

1.3 ÃñáììáôéêÝò

¸íá ôõðéêü óýóôçìá ðïõ êáôÝ÷åé åîÝ÷ïõóá èÝóç óôç èåùñßá ìáò, êáèþò
õðçñåôåß ôçí ðáñáãùãÞ ôùí ëÝîåùí ìéáò ãëþóóáò, åßíáé ç ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ.
Ìßá ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ (generative grammar) G åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç
ôåôñÜäá G = (V; T; P; S), üðïõ

• V åßíáé Ýíá áëöÜâçôï. Ôá óýìâïëá ôïõ V êáëïýíôáé ìç ôåñìáôéêÜ
óýìâïëá (nonterminal symbols) Þ ìåôáâëçôÝò (variables).

• T åßíáé Ýíá áëöÜâçôï, ôÝôïéï þóôå V ∩ T = ∅, êáé ôá óýìâïëá ôïõ
ïðïßïõ êáëïýíôáé ôåñìáôéêÜ óýìâïëá (terminal symbols).

• P åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï áðü äéáôåôáãìÝíá æåýãç (�; �), üðïõ
�; � ∈ (V ∪ T )∗ êáé ôï � ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óýìâïëï áðü ôï V .
Ôá óôïé÷åßá ôïõ Ô ôá ïíïìÜæïõìå êáíüíåò (rules, productions) êáé
êáôÜ óýìâáóç ãñÜöïõìå �→ � áíôß ãéá (�; �).

1Ï üñïò áíáöÝñåôáé óôïí S. C. Kleene, ðïõ åéóÞãáãå ôçí Ýííïéá.
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1.3. ÃñáììáôéêÝò

• S åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ V êáé ôï êáëïýìå áñ÷éêü óýìâïëï (start
symbol, initial symbol).

Ïé êáíüíåò ìéáò ãñáììáôéêÞò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ðáñÜãïõìå íÝåò ëÝîåéò
áðü äïóìÝíåò, áíôéêáèéóôþíôáò Ýíá êïììÜôé ôçò ëÝîçò üìïéï ìå ôï áñéóôåñü
ìÝëïò åíüò êáíüíá, ìå ôï äåîß ôïõ ìÝëïò.

ÁõóôçñÜ, äåäïìÝíçò ìßáò ãñáììáôéêÞò G = (V; T; P; S) êáé ôùí óõìâïëï-
óåéñþí u; v ∈ Ó∗, ëÝìå üôé ç v ðáñÜãåôáé (is derivable) áðü ôç u óå Ýíá
âÞìá, êáé ãñÜöïõìå

u⇒G v;

áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷ïõí óõìâïëïóåéñÝò x; y ∈ (V ∪T )∗ êáé êáíüíáòA→ v′ ∈
P; Ýôóé þóôå u = xAy êáé v = xv′y. ÊÜèå áêïëïõèßá ôçò ìïñöÞò

u0 ⇒G u1 ⇒G : : :⇒G un

èá ïíïìÜæåôáé ðáñáãùãÞ (derivation) óå n âÞìáôá ôçò un áðü ôç u0. Ç
ó÷Ýóç ⇒∗

G åßíáé ç áíáêëáóôéêÞ ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò ⇒G. ÄçëáäÞ
ëÝìå üôé ç v ðáñÜãåôáé áðü ôç u, êáé ãñÜöïõìå

u⇒∗
G v;

áí êáé ìüíï áí u = v Þ õðÜñ÷åé óõìâïëïóåéñÜ u′; Ýôóé þóôå u ⇒∗
G u′ êáé

u′ ⇒G v. Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò ìåëåôÜìå ôç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò
⇒G , ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå ⇒+

G , êáé äçëþíåé ðáñáãùãÞ ôïõëÜ÷éóôïí åíüò
âÞìáôïò.

ÐñïêåéìÝíïõ íá ðåñéïñßóïõìå ôéò åðéëïãÝò ðïõ Ý÷ïõìå êáôÜ ôçí ðáñáãùãÞ
ìéáò ëÝîçò, åßíáé óõ÷íÜ ÷ñÞóéìï íá áðáéôÞóïõìå óå êÜèå âÞìá íá áíôéêá-
èéóôïýìå ôçí áñéóôåñüôåñç ìåôáâëçôÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò óõìâïëïóåéñÜò ìå ôï
äåîéü ìÝëïò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ êáíüíá. Ìßá ôÝôïéá ðáñáãùãÞ ëÝãåôáé áñéóôå-
ñüôåñç ðáñáãùãÞ (leftmost derivation) êáé óõìâïëßæåôáé ìå ⇒lm êáé ⇒∗

lm
ãéá Ýíá Þ ðïëëÜ âÞìáôá, áíôßóôïé÷á. Ïìïßùò, óå êÜèå âÞìá ìéáò äåîéüôåñçò
ðáñáãùãÞò (rightmost derivation) áíôéêáèéóôïýìå ôç äåîéüôåñç ìåôáâëçôÞ
êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ⇒rm êáé ⇒∗

rm.
Éäéáßôåñçò óçìáóßáò åßíáé ïé óõìâïëïóåéñÝò ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôï áñ÷éêü

óýìâïëï S. ÁõôÝò êáëïýíôáé ðñïôáóéáêÝò ìïñöÝò (sentential forms). Ç
ãëþóóá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí G (language generated by G) ïñßæåôáé ùò

L(G) = {w ∈ T ∗ | S ⇒∗
G w}

= {w | S ⇒∗
G w}

⋂
T ∗;

äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé áêñéâþò åêåßíåò ôéò ëÝîåéò ðïõ åßíáé ðñïôáóéáêÝò ìïñöÝò
êáé áðïôåëïýíôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôåñìáôéêÜ óýìâïëá. ÔÝëïò, êáëïýìå
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1.4. ÓõíôáêôéêÜ äÝíôñá êáé áìöéóçìßá

ôéò ãñáììáôéêÝò G1 êáé G2 éóïäýíáìåò (equivalent) åÜí ðáñÜãïõí ôçí ßäéá
ãëþóóá, äçëáäÞ éó÷ýåé L(G1) = L(G2).

ÐáñÜäåéãìá 1.3.1. Ìéá áðëÞ ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ åßíáé ç G = ({S}; {a; b}; P;
S); üðïõ ôï Ñ áðïôåëåßôáé áðü ôïõò êáíüíåò S → aSb êáé S → ".2 Ðáñáôç-
ñïýìå ðùò ìéá äõíáôÞ ðáñáãùãÞ åßíáé ç

S ⇒ aSb⇒ aaSbb⇒ aabb:

Äåí åßíáé äýóêïëï íá äïýìå üôé L(G) = {anbn | n ≥ 0}: (Ç óõìðåñßëçøç
L(G) ⊆ {anbn | n ≥ 0} åßíáé ðñïöáíÞò êáé ç áíôßóôñïöç äåß÷íåôáé ìå áðëÞ
åðáãùãÞ óôï n.)

1.4 ÓõíôáêôéêÜ äÝíôñá êáé áìöéóçìßá

ÕðÜñ÷åé Ýíáò ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ôùí ðáñáãùãþí ìßáò ãñáììáôéêÞò ðïõ
Ý÷åé áðïäåé÷èåß éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïò, êáèþò âñßóêåé åöáñìïãÞ óôç ëåéôïõñãßá
ôùí ìåôáãëùôôéóôþí, óôç óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç (parsing, syntax analysis) ëÝ-
îåùí, áëëÜ êáé óôç äéåñåýíçóç áìöéóçìßáò (ambiguity) ãñáììáôéêþí.

¸óôù ç ãñáììáôéêÞ G = (V; T; P; S). Ôá óõíôáêôéêÜ äÝíôñá (parse
trees) ãéá ôçí G åßíáé ôá äÝíôñá ðïõ Ý÷ïõí ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

1. ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò Ý÷åé ùò åðéãñáöÞ Ýíá óôïé÷åßï ôïõ V .

2. ÊÜèå öýëëï Ý÷åé ùò åðéãñáöÞ Ýíá óôïé÷åßï ôïõ V ∪ T ∪ {"}. Ùóôüóï,
áí Ý÷åé ùò åðéãñáöÞ ôï ", ôüôå åßíáé ôï ìïíáäéêü ðáéäß ôïõ ãïíÝá ôïõ.

3. Áí Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò Ý÷åé åðéãñáöÞ Á, êáé ôá ðáéäéÜ ôïõ Ý÷ïõí
åðéãñáöÝò

×1; ×2; : : : ; ×k

áíôßóôïé÷á, áðü ôá áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ, ôüôå ï

A→ X1X2 : : : Xk

åßíáé êáíüíáò ôïõ P .

Áí êïéôÜîïõìå áðü ôá áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ ôéò åðéãñáöÝò ôùí öýëëùí åíüò
óõíôáêôéêïý äÝíôñïõ êáé ôéò ðáñáèÝóïõìå, ðáßñíïõìå ìßá óõìâïëïóåéñÜ ðïõ
êáëåßôáé ðáñáãüìåíç óõìâïëïóåéñÜ ôïõ óõíôáêôéêïý äÝíôñïõ (yield of

2Ãéá óõíôïìßá ãñÜöïõìå S → aSb | ". Ãåíéêüôåñá, ïé êáíüíåò A→ á1; Á→ á2; : : : ; A→
án èá óõìâïëßæïíôáé ìå Á→ á1|á2| : : : |án.
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1.4. ÓõíôáêôéêÜ äÝíôñá êáé áìöéóçìßá

S

S

S

a

a

b

b

ε

Ó÷Þìá 1.1: Ôï óõíôáêôéêü äÝíôñï ðïõ áðåéêïíßæåé ôçí ðáñáãùãÞ S ⇒∗ aabb
ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 1.3.1.

the parse tree) êáé åýêïëá âëÝðïõìå üôé ðáñÜãåôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ
åðéãñÜöåé ôç ñßæá ôïõ. ÁëëÜ êáé áðü ìßá äåäïìÝíç ðáñáãùãÞ ìéáò óõìâï-
ëïóåéñÜò ìðïñïýìå ìåèïäéêÜ íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï óõíôáêôéêü
äÝíôñï. ¸ôóé öáßíåôáé üôé ç ó÷Ýóç óõíôáêôéêþí äÝíôñùí êáé ðáñáãùãþí
óõìâïëïóåéñþí åßíáé Üìåóç.

ÂÝâáéá åßíáé äõíáôüí óå Ýíá óõíôáêôéêü äÝíôñï íá áíôéóôïé÷ïýí ðåñéóóü-
ôåñåò áðü ìßá ðáñáãùãÝò, ôùí ïðïßùí üìùò ïé äéáöïñÝò ïöåßëïíôáé ìüíï óôç
óåéñÜ åöáñìïãÞò ôùí êáíüíùí. Óõíåðþò ôá óõíôáêôéêÜ äÝíôñá óôçí ïõóßá
áíáðáñéóôïýí êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ðáñáãùãþí, êáé óõãêåêñéìÝíá ôéò êëÜ-
óåéò ðáñáãùãþí ðïõ, êáèþò ïé äéáöïñÝò ôïõò åßíáé åðéöáíåéáêÝò, èåùñïýíôáé
üìïéåò. Åíôïýôïéò, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò üôé êÜèå óõíôáêôéêü äÝ-
íôñï Ý÷åé áêñéâþò ìßá áñéóôåñüôåñç êáé áêñéâþò ìßá äåîéüôåñç ðáñáãùãÞ,
êáé áíôßóôñïöá.

ÐÝñáí üìùò ôùí åðéöáíåéáêþí äéáöïñþí óôéò ðáñáãùãÝò, ìßá óõìâïëï-
óåéñÜ ìðïñåß íá ðáñÜãåôáé áðü ìßá ãñáììáôéêÞ ìå äýï ðáñáãùãÝò ðïõ äéá-
öÝñïõí êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü êáé äå èåùñïýíôáé üìïéåò, äçëáäÞ ìå äýï äéá-
öïñåôéêÜ óõíôáêôéêÜ äÝíôñá Þ, éóïäýíáìá, ìå äýï äéáöïñåôéêÝò áñéóôåñüôå-
ñåò ðáñáãùãÝò (êáé äýï äéáöïñåôéêÝò äåîéüôåñåò). ¸ôóé, ìßá ãñáììáôéêÞ
G ïíïìÜæåôáé äéöïñïýìåíç (ambiguous) áí ðáñÜãåé ìßá ëÝîç w ∈ L(G);
óôçí ïðïßá ìðïñïýí íá áíôéóôïé÷çèïýí äýï äéáöïñåôéêÜ óõíôáêôéêÜ äÝíôñá.
Áíôßèåôá, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ óå êÜèå ëÝîç w ∈ L(G) áíôéóôïé÷åß Ýíá ìüíï
óõíôáêôéêü äÝíôñï, ç G ïíïìÜæåôáé ìç äéöïñïýìåíç (unambiguous). Ìßá
ãëþóóá ëÝãåôáé åããåíþò äéöïñïýìåíç (inherently ambiguous) åÜí üëåò ïé
ãñáììáôéêÝò ðïõ ôçí ðáñÜãïõí åßíáé äéöïñïýìåíåò.
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ÐáñÜäåéãìá 1.4.1. Áò èåùñÞóïõìå ôç ãñáììáôéêÞ G = ({S;A;B;C;D};
{a; b; c; d}; P; S), üðïõ ôï Ñ ðåñéÝ÷åé ôïõò êáíüíåò:

S → AB |C
A→ aAb | ab
B → cBd | cd
C → aCd | aDd
D → bDc | bc:

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ç G åßíáé äéöïñïýìåíç, êáèþò õðÜñ÷åé ëÝîç ôçò L(G),
óôçí ïðïßá áíôéóôïé÷ïýí äýï äéáöïñåôéêÝò áñéóôåñüôåñåò ðáñáãùãÝò (êáé, óõ-
íåðþò, äýï äéáöïñåôéêÜ óõíôáêôéêÜ äÝíôñá):

S ⇒lm AB ⇒lm aAbB ⇒lm aabbB ⇒lm aabbcBd⇒lm aabbccdd
S ⇒lm C ⇒lm aCd ⇒lm aaDdd⇒lm aabDcdd⇒lm aabbccdd

Áðïäåéêíýåôáé ìÜëéóôá üôé ç ãëþóóá L(G) = {anbncmdm | n ≥ 1;m ≥ 1} ∪
{anbmcmdn | n ≥ 1;m ≥ 1} åßíáé åããåíþò äéöïñïýìåíç.

ÖõóéêÜ ïé äéöïñïýìåíåò ãñáììáôéêÝò åßíáé Üêñùò áíåðéèýìçôåò óôç óõíôá-
êôéêÞ áíÜëõóç, êáèþò äåí áðïäßäïõí ìïíáäéêÞ £áíÜãíùóç¤ Þ £óçìáóßá¤ óôéò
ëÝîåéò ôïõò. Äõóôõ÷þò, ôï ðñüâëçìá áí ìßá äåäïìÝíç ãñáììáôéêÞ åßíáé äé-
öïñïýìåíç åßíáé áíáðïêñßóéìï, êáé, áêüìá ÷åéñüôåñá, áðïäåéêíýåôáé ç ýðáñîç
åããåíþò äéöïñïýìåíùí ãñáììáôéêþí. Áðü ôçí Üëëç, åßíáé ðáñÞãïñï ôï ãåãï-
íüò üôé ãéá ðïëëÝò ÷ñÞóéìåò ãñáììáôéêÝò, üðùò åêåßíåò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôç
äïìÞ ôùí ðñïãñáììÜôùí ìßáò ôõðéêÞò ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý, åßíáé ðÜ-
íôïôå äõíáôü íá áðáëåßøïõìå ôçí áìöéóçìßá êáôáóêåõÜæïíôáò ìßá éóïäýíáìç,
ìç äéöïñïýìåíç ãñáììáôéêÞ.

1.5 H Éåñáñ÷ßá Chomsky

ÐáñÜ ôéò åðéèõìßåò ìáò, ôï ðñüâëçìá åÜí äýï äåäïìÝíåò ãñáììáôéêÝò åßíáé
éóïäýíáìåò åßíáé êáé áõôü áíáðïêñßóéìï, êé Ýôóé äåí õðÜñ÷åé ãåíéêüò ôñüðïò
íá ôáîéíïìÞóïõìå ôéò ãñáììáôéêÝò ùò ðñïò ôç ãëþóóá ðïõ ðáñÜãïõí. Ï ãíù-
óôüò ãëùóóïëüãïò, êáé èåìåëéùôÞò ôçò èåùñßáò ôõðéêþí ãñáììáôéêþí, Noam
Chomsky, üìùò, åéóÞãáãå ôá Ýôç 1956 êáé 1959 ìßá ìÝèïäï ôáîéíüìçóçò ôùí
ãñáììáôéêþí ìå âÜóç ôç ìïñöÞ ôùí êáíüíùí ôïõò. Ç ôáîéíüìçóç áõôÞ, ðïõ
óôü÷åõå áñ÷éêÜ (êáé ìÜôáéá) óôçí åýñåóç êáôÜëëçëùí ìïíôÝëùí ðåñéãñáöÞò
ôùí öõóéêþí ãëùóóþí, ôïðïèåôåß ôéò ãñáììáôéêÝò óå ìßá éåñáñ÷ßá ôåóóÜñùí
êëÜóåùí êáé Ýìåéíå ãíùóôÞ ùò Éåñáñ÷ßá Chomsky.

¸óôù G = (V; T; P; S) ìßá ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ. Ç G åßíáé:
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ôýðïõ 0 áí äåí õðÜñ÷åé êáíåíüò åßäïõò ðñüóèåôïò ðåñéïñéóìüò óôç ìïñöÞ
ôùí êáíüíùí ôçò,

ôýðïõ 1 áí êÜèå êáíüíáò óôï P åßíáé ôçò ìïñöÞò �1Á�2 → �1��2, üðïõ
�1; �2; � ∈ (V ∪ T )∗; A ∈ V êáé � 6= ". Êáô' åîáßñåóéí åðéôñÝðåôáé óôï
Ñ ï êáíüíáò S → "· ôüôå üìùò ôï S äåí ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé óôï äåîß
ìÝëïò êáíåíüò êáíüíá,

ôýðïõ 2 áí êÜèå êáíüíáò óôï Ñ Ý÷åé ôç ìïñöÞ Á → �, üðïõ Á ∈ V êáé
� ∈ (V ∪ T )∗,

ôýðïõ 3 áí üëïé ïé êáíüíåò óôï Ñ åßíáé óå ìßá áðü ôéò ìïñöÝò

3a. Á→ wB Þ Á→ w
3b. Á→ Bw Þ Á→ w,

üðïõ Á;B ∈ V; w ∈ T ∗.

Ìßá ãëþóóá êáëåßôáé ôýðïõ i (i = 0; 1; 2; 3) åÜí ðáñÜãåôáé áðü ìßá ãñáììá-
ôéêÞ ôïõ ßäéïõ ôýðïõ. Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ôýðïõ i óõìâïëßæåôáé ìå Li.

Ïé ãñáììáôéêÝò ôýðïõ 0 êáëïýíôáé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò
(unrestricted, phrase structure, semi-Thue), åíþ ïé ôýðïõ 1 ïíïìÜæïíôáé
ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá (context-sensitive), êáèþò, óýìöùíá ìå ôç
ìïñöÞ ôïõò, ç áíôéêáôÜóôáóç ìßáò ìåôáâëçôÞò ìå ìßá ëÝîç åßíáé äõíáôÞ ìüíï
áíÜìåóá óå óõãêåêñéìÝíá óõìöñáæüìåíá. Áíôßèåôá, ïé ãñáììáôéêÝò ôýðïõ
2 ïíïìÜæïíôáé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (context-free), áöïý åðé-
ôñÝðïõí ôÝôïéåò áíôéêáôáóôÜóåéò óå ïðïéïäÞðïôå ðåñéâÜëëïí. Ïé ãñáììáôé-
êÝò ôùí ïðïßùí ïé êáíüíåò åßíáé óôç ìïñöÞ 3a ëÝãïíôáé äåîéïãñáììéêÝò
(rightlinear) ãñáììáôéêÝò, åíþ üôáí ðñüêåéôáé ãéá ôç ìïñöÞ 3b ìéëÜìå ãéá
áñéóôåñïãñáììéêÝò (leftlinear). Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé÷ôåß üôé ïé äåîéï-
ãñáììéêÝò êáé áñéóôåñïãñáììéêÝò ãñáììáôéêÝò Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðáñáãùãéêÞ
éó÷ý, äçëáäÞ åßíáé éóïäýíáìåò. ¸ôóé, ï óõãêåêñéìÝíïò äéá÷ùñéóìüò äåí åßíáé
ïõóéþäçò, êáé ïé ãñáììáôéêÝò ôýðïõ 3 ëÝãïíôáé ãåíéêÜ êáíïíéêÝò (regular)
ãñáììáôéêÝò.

Âáóéêü åßíáé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá, ðïõ ìáò ðëçñïöïñåß üôé üëåò ïé ãëþó-
óåò óôçí éåñáñ÷ßá äéáèÝôïõí ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò, ôïõëÜ÷é-
óôïí ùò ðñïò êÜðïéåò èåìåëéþäåéò ðñÜîåéò. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé îå÷ùñéóôÜ ãéá
êáèåìßá áðü ôéò ðñÜîåéò êáé ìðïñåß íá âñåèåß óôï [16].

Èåþñçìá 1.5.1. ÊÜèå ìßá áðü ôéò êëÜóåéò Li, i = 0; 1; 2; 3, åßíáé êëåéóôÞ
ùò ðñïò Ýíùóç, ðáñÜèåóç êáé Kleene star.
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Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò üôé êÜèå ãëþóóá ôýðïõ 3 åßíáé
êáé ôýðïõ 2, üðùò åðßóçò üôé êÜèå ãëþóóá ïðïéïõäÞðïôå ôýðïõ åßíáé ôåôñéì-
ìÝíá êáé ôýðïõ 0. Áõôü óçìáßíåé üôé

L3 ⊆ L2 ⊆ L0 êáé L1 ⊆ L0 ;

üìùò ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò êëÜóåéò L2 êáé L1 äåí åßíáé ðñïöáíÞò, ëüãù ôïõ
ðåñéïñéóìïý ãéá ôï ". Áðïäåéêíýåôáé ðùò êáé ç óõìðåñßëçøç

L2 ⊆ L1

áëçèåýåé. ÅðéðëÝïí, üðùò èá äïýìå, üëåò ïé ðáñáðÜíù óõìðåñéëÞøåéò åßíáé
ãíÞóéåò, äßíïíôÜò ìáò ìßá ãíÞóéá éåñáñ÷ßá:

L3 ( L2 ( L1 ( L0:

Óôç óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå áíáëõôéêÜ êÜèå ìßá áðü ôéò êëÜóåéò ãëùóóþí ðïõ
óõíéóôïýí ôçí éåñáñ÷ßá Chomsky. Èá äéåñåõíÞóïõìå åðßóçò ìßá éåñáñ÷ßá üëï
êáé ðéï åîåëéãìÝíùí õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí|áõôïìÜôùí|ðïõ áíôéóôïé÷åß
áêñéâþò óôçí ðáñáðÜíù éåñáñ÷ßá ãëùóóþí.
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ÊåöÜëáéï 2

ÊáíïíéêÝò Ãëþóóåò

Îåêéíþíôáò ôç ìåëÝôç ôçò éåñáñ÷ßáò Chomsky áðü ôç âÜóç ðñïò ôçí êï-
ñõöÞ, äçëáäÞ áðü ôéò ðéï ðåñéïñéóìÝíåò êëÜóåéò ãëùóóþí ðñïò ôéò åõñýôåñåò,
åîåôÜæïõìå êáô' áñ÷Üò ôçí êëÜóç L3, ôéò êáíïíéêÝò ãëþóóåò. Ïé ãëþóóåò
áõôÝò óõíäÝïíôáé Üññçêôá ìå ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá, ðïõ èá ïñßóïõìå ðá-
ñáêÜôù, êáé ôá ïðïßá, ðáñÜ ôéò ðåñéïñéóìÝíåò äõíáôüôçôÝò ôïõò, âñßóêïõí
ðëçèþñá åöáñìïãþí óôï ó÷åäéáóìü ðïëëþí êïéíþí ôýðùí áëãïñßèìùí êáé
ðñïãñáììÜôùí. ×áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá áðïôåëïýí ç öÜóç ôçò ëåêôé-
êÞò áíÜëõóçò åíüò ìåôáãëùôôéóôÞ (êáôÜ ôçí ïðïßá áíáãíùñßæïíôáé óôïé÷åßá
åíüò ðñïãñÜììáôïò, üðùò ôï £begin¤ êáé ôï £if¤), áëëÜ êáé ôï ðñüâëçìá
åíôïðéóìïý åìöÜíéóçò ìßáò ëÝîçò.

2.1 ÊáíïíéêÝò åêöñÜóåéò

ÐÝñá áðü ôç äéÜêñéóÞ ôïõò óå äåîéïãñáììéêÝò êáé áñéóôåñïãñáììéêÝò, ïé êá-
íïíéêÝò ãëþóóåò Ý÷ïõí áêüìá Ýíáí åíäéáöÝñïíôá ÷áñáêôçñéóìü. Åßíáé óáöÝò
êáô' áñ÷Üò üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíç ãëþóóá åßíáé êáíïíéêÞ, áöïý ðáñÜãåôáé áðü
ôçí êáíïíéêÞ ãñáììáôéêÞ ðïõ Ý÷åé ôïí êáíüíá S → w ãéá êÜèå ëÝîç w ôçò
ãëþóóáò. ÅðéðëÝïí üìùò, îÝñïõìå áðü ôï Èåþñçìá 1.5.1 üôé ç êëÜóç ôùí
êáíïíéêþí ãëùóóþí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò Ýíùóç, ðáñÜèåóç êáé Kleene star.
ÊáôÜ óõíÝðåéá, áí îåêéíÞóïõìå áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëÝîåùí êáé åöáñ-
ìüóïõìå óå áõôÝò ôéò ðáñáðÜíù ðñÜîåéò, ç ãëþóóá ðïõ èá ðñïêýøåé èá åßíáé
êáíïíéêÞ. Óå áõôÞ ôç ìÝèïäï óõíßóôáôáé ç éäÝá ôùí êáíïíéêþí åêöñÜóåùí
åíüò áëöáâÞôïõ Ó, ðïõ ãåííÞèçêå áðü ôïí S. C. Kleene ôï 1956 ìå óôü÷ï ôç
ìåëÝôç éäéïôÞôùí ôùí óõóôçìÜôùí íåýñùí (nerve nets) êáé ïñßæåôáé áõóôçñÜ
ùò åîÞò:

1. Ïé óôáèåñÝò " êáé ∅, êáèþò êáé êÜèå óôïé÷åßï a ∈ Ó åßíáé êáíïíéêÝò
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åêöñÜóåéò.

2. Áí ïé � êáé � åßíáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò, ôüôå êáé ç �+� åßíáé êáíïíéêÞ
Ýêöñáóç.

3. Áí ïé � êáé � åßíáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò, ôüôå êáé ç �� åßíáé êáíïíéêÞ
Ýêöñáóç.

4. Áí ç � åßíáé êáíïíéêÞ Ýêöñáóç, ôüôå êáé ç �∗ åßíáé êáíïíéêÞ Ýêöñáóç.

Ïé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò áíáðáñéóôïýí êáíïíéêÝò ãëþóóåò, üðùò ïñßæåé ç óõ-
íÜñôçóç L , ðïõ óå êÜèå êáíïíéêÞ Ýêöñáóç � áíôéóôïé÷åß ôç ãëþóóá L (�)
ðïõ áíáðáñßóôáôáé áðü ôçí � ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï:

1. L (") = {"}; L (∅) = ∅ êáé L (a) = {a} ãéá êÜèå a ∈ Ó.

2. Áí ïé � êáé � åßíáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò, ôüôå L (�+�) = L (�) ∪L (�).

3. Áí ïé � êáé � åßíáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò, ôüôå L (��) = L (�)L (�).

4. Áí ç � åßíáé êáíïíéêÞ Ýêöñáóç, ôüôå L (�∗) = (L (�))∗.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ∅∗ åßíáé ìßá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ áíáðáñéóôÜ ôç ãëþóóá
L (∅∗) = {"} êáé ç 0∗10∗ åßíáé ìßá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí
êáíïíéêÞ ãëþóóá L (0∗10∗) = {w ∈ {0; 1}∗ | ç w ðåñéÝ÷åé áêñéâþò Ýíá 1}: H
(a+ b)∗a åßíáé ìßá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ìå L ((a+ b)∗a) = {a; b}∗{a} = {w ∈
{a; b}∗ | ç w ôåëåéþíåé óå a}:

Ôï åñþôçìá ðïõ áíáêýðôåé åßíáé åÜí éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, áí, äçëáäÞ,
ôåëéêÜ ìéá ãëþóóá åßíáé êáíïíéêÞ ôüôå êáé ìüíï ôüôå, üôáí õðÜñ÷åé ìßá êá-
íïíéêÞ Ýêöñáóç ðïõ ôçí áíáðáñéóôÜ. Åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé ç áðÜíôçóç
åßíáé êáôáöáôéêÞ.

Èåþñçìá 2.1.1. ÊÜèå êáíïíéêÞ Ýêöñáóç áíáðáñéóôÜ ìßá êáíïíéêÞ ãëþóóá
êáé, áíôßóôñïöá, êÜèå êáíïíéêÞ ãëþóóá áíáðáñßóôáôáé áðü ìßá êáíïíéêÞ
Ýêöñáóç.

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ôï åõèý åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.5.1, üðùò
åîçãÞóáìå óôçí áñ÷Þ ôçò åíüôçôáò. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, äåäïìÝíçò ìéáò êá-
íïíéêÞò ãëþóóáò L, êáôáóêåõÜæïõìå ìßá ãëþóóá ðïõ éóïýôáé ìå ôçí L êáé
ãéá ôçí ïðïßá äåß÷íåôáé åýêïëá üôé áíáðáñßóôáôáé áðü êáíïíéêÞ Ýêöñáóç.
ËåðôïìÝñåéåò âñßóêïíôáé óôï [16].
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2.2 ÐåðåñáóìÝíá Áõôüìáôá

Ùò ôï óçìåßï áõôü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå äéáöüñùí åéäþí ãñáììáôéêÝò ãéá íá ðá-
ñÜãïõìå ôõðéêÝò ãëþóóåò. Öáßíåôáé üìùò áñêåôÜ ëïãéêü êáé íá ïñßóåé êá-
íåßò ìßá ôõðéêÞ ãëþóóá ìå ôç âïÞèåéá êÜðïéáò ìç÷áíÞò ðïõ åðåîåñãÜæåôáé
óýìâïëá êáé óõìâïëïóåéñÝò. Ìéá ôÝôïéá ìç÷áíÞ åßíáé ôï ðåðåñáóìÝíï áõ-
ôüìáôï (�nite automaton) Þ ìç÷áíÞ ðåðåñáóìÝíùí êáôáóôÜóåùí (�nite
state machine), ðïõ óõíéóôÜ Ýíá åîáéñåôéêÜ ðåñéïñéóìÝíï ìïíôÝëï ðñáãìáôé-
êïý õðïëïãéóôÞ. Ôï ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï áðïôåëåß Ýíá ìïíôÝëï õðïëïãéóôÞ
ìå ðåðåñáóìÝíç êáé ðñïêáèïñéóìÝíç ìíÞìç, ðïõ äÝ÷åôáé ùò åßóïäï ìßá óõì-
âïëïóåéñÜ êáé äåí ðáñÜãåé êáèüëïõ Ýîïäï, ðáñÜ ìüíï ìßá Ýíäåéîç ãéá ôï åÜí
ç åßóïäïò èåùñåßôáé áðïäåêôÞ Þ ü÷é.

Áí êáé Ýíá ôüóï áðëü õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ßóùò íá ìïéÜæåé õðåñâïëéêÜ
áðëïúêü þóôå íá áîßæåé óïâáñÞ ìåëÝôç, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìðïñåß íá êÜíåé
ðïëëÜ ÷ñÞóéìá ðñÜãìáôá. ÌÜëéóôá áëëçëåðéäñïýìå êáèçìåñéíÜ ìå ôÝôïéïõ
åßäïõò ìç÷áíÝò, êáèþò âñßóêïíôáé óôçí êáñäéÜ äéáöüñùí çëåêôñïìç÷áíéêþí
óõóêåõþí. Ãéá íá ïíïìáôßóïõìå ìåñéêÝò ìüíï, ïé åðåîåñãáóôÝò áõôüìáôùí
èõñþí, áíåëêõóôÞñùí, çëåêôñéêþí èåñìïóôáôþí, üðùò åðßóçò êáé ðïëëþí ïé-
êéáêþí óõóêåõþí, åßíáé ó÷åäéáóìÝíïé ìå âÜóç ôç ìåèïäïëïãßá ôùí ðåðåñá-
óìÝíùí áõôïìÜôùí.1

ÂÝâáéá, üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, õðÜñ÷åé êáé ðëçèþñá åöáñìïãþí £ãëùó-
óïëïãéêÞò¤ öýóçò. Ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ïé ðéèáíïôéêïß ïìüëïãïß
ôïõò, ïé áëõóßäåò Markov2 (Markov chains), åßíáé âáóéêÜ åñãáëåßá ãéá ôçí
áíáãíþñéóç ëåêôéêþí ó÷çìÜôùí (patterns) óå äåäïìÝíá êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
åõñÝùò óôçí åðåîåñãáóßá ëüãïõ (speech processing). Åêôüò áõôïý, ðëÞèïò
Üëëùí ÷ñÞóåùí Ý÷åé âñåèåß ãéá ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ôüóï óå äéáöüñùí
åéäþí ðñïãñÜììáôá åðåîåñãáóßáò êåéìÝíïõ Þ áíáæÞôçóçò öáêÝëùí, üóï êáé
ùò ìáèçìáôéêÝò Ýííïéåò ìå åöáñìïãÞ óå Üëëåò ðåñéï÷Ýò, üðùò áõôÞ ôçò ëïãé-
êÞò.

Åðáíåñ÷üìåíïé üìùò óôç ó÷Ýóç ôùí õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ôéò ôõðé-
êÝò ãñáììáôéêÝò, äå èá Þôáí ðáñáêéíäõíåõìÝíï íá õðïóôçñßîïõìå ðùò, êáôÜ
ìßá Ýííïéá, ïé ãñáììáôéêÝò, áðü ôç ìßá, êáé ôá áõôüìáôá, áðü ôçí Üëëç, áíôé-

1Áêüìá êáé ï ßäéïò ï çëåêôñïíéêüò õðïëïãéóôÞò èá ìðïñïýóå ðéèáíüí íá èåùñçèåß ùò Ýíá
ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, áí õðïèÝóïõìå üôé ïé éêáíüôçôåò ìíÞìçò ôïõ åßíáé ðåðåñáóìÝíåò.
¼ìùò ìßá ôÝôïéá áíôßëçøç äå äåß÷íåé íá ùöåëåß, êáèþò ç åðéâïëÞ åíüò ôå÷íçôïý ïñßïõ óôç
ìíÞìç äå öáßíåôáé íá óõìâáäßæåé ìå ôçí Ýííïéá ôïõ õðïëïãéóìïý. Ãéá íá ðÜìå áêüìá ðéï
ìáêñéÜ, êáé ï áíèñþðéíïò åãêÝöáëïò èá Þôáí åíäå÷ïìÝíùò äõíáôü íá ìïíôåëïðïéçèåß ùò
Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï. Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç üìùò ôï ìÝãåèïò ôïõ áõôïìÜôïõ
èá Þôáí ôüóï ìåãÜëï, ðïõ ìßá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç äýóêïëá èá åß÷å êÜðïéï ðñáêôéêü üöåëïò.

2Ïé áëõóßäåò Markov Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß áêüìá êáé ãéá ôçí ðñüâëåøç áëëáãþí óôéò
ôéìÝò ôùí ÷ñçìáôéóôçñßùí.
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êáôïðôñßæïõí ôéò äýï üøåéò ôïõ ßäéïõ íïìßóìáôïò, äçëáäÞ ôçò ÷ñÞóçò ìéáò
ãëþóóáò. ÓõãêåêñéìÝíá, ï ïìéëçôÞò (ç ðçãÞ) åíåñãåß ùò ðáñáãùãüò ãëþó-
óáò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ãñáììáôéêÞ ùò ìÝóï óýíèåóçò, åíþ ï áêñïáôÞò (ï
äÝêôçò) åíåñãåß ùò áíáãíùñéóôÞò ãëþóóáò êáé ÷ñçóéìïðïéåß ôï áõôüìáôï ùò
ìÝóï áíÜëõóçò. Ç åéêüíá áõôÞ óáöþò èá ãßíåé ðåñéóóüôåñï áíôéëçðôÞ óôçí
ðïñåßá, üðïõ èá äïýìå áðü áõóôçñÞ óêïðéÜ ôç ëåéôïõñãßá ôùí áõôïìÜôùí.

2.2.1 ÍôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá

¸íá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï áðïôåëåßôáé êáôÜ âÜóç áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óý-
íïëï êáôáóôÜóåùí êáé áðü Ýíá óýíïëï äõíáôþí ìåôáâÜóåùí áðü ôç ìßá êá-
ôÜóôáóç óôçí Üëëç, ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé ìå ôçí áíÜãíùóç ôçò óõìâïëï-
óåéñÜò ìå ôçí ïðïßá Ý÷åé ôñïöïäïôçèåß ùò åßóïäï. Ï üñïò £íôåôåñìéíéóôéêü¤
áíáöÝñåôáé óôï ãåãïíüò üôé ãéá êÜèå åßóïäï õðÜñ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ êáôÜóôáóç
óôçí ïðïßá ôï áõôüìáôï ìðïñåß íá ìåôáâåß áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá, óå áíôßèåóç ìå
ôï £ìç íôåôåñìéíéóôéêü¤, ðïõ èá äïýìå áìÝóùò ìåôÜ.

ÁõóôçñÜ, Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï (deterministic
�nite automaton) DFA åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç ðåíôÜäá A = (Q;Ó; ä; q0; F ),
üðïõ

• Q åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, ôá óôïé÷åßá ôïõ ïðïßïõ êá-
ëïýíôáé êáôáóôÜóåéò (states),

• Ó åßíáé Ýíá áëöÜâçôï, ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ (input alphabet),

• ä : Q×Ó → Q êáëåßôáé óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò (transition function),

• q0 ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç (start state) êáé

• F ⊆ Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåëéêþí êáôáóôÜóåùí (�nal, accepting
states).

Áñ÷éêÜ ôï Á åßíáé óôçí êáôÜóôáóç q0 êáé äéáâÜæåé ôï ðñþôï óýìâïëï ôçò
åéóüäïõ ôïõ, ðïõ åßíáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ áðü ôï Ó. Ôüôå åêôåëåß ìßá áêï-
ëïõèßá ìåôáâÜóåùí Þ êéíÞóåùí3 áðü ìßá êáôÜóôáóç óå Üëëç, üðùò êáèïñßæåé

3Åßíáé ðñïöáíÝò ôé åííïïýìå ìå ôïí üñï ìåôÜâáóç Þ êßíçóç (move), ðïõ áõóôçñÜ
ìðïñåß íá ïñéóôåß ùò ìßá ôñéÜäá ì = (p; a; q) ∈ Q× Ó ×Q; üðïõ q ∈ ä(p; á): Ç ì êáëåßôáé
ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åÜí |ä(p; a)| > 1.

Åðßóçò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå óõ÷íÜ ôïí üñï õðïëïãéóìüò (computation) ãéá ôç ëÝîç
w = a1 : : : an ∈ Ó∗, ðïõ åßíáé ìéá áêïëïõèßá êéíÞóåùí ì1 : : : ìn, üðïõ ìi = (pi−1; ai; pi)
êáé p0 = q0. Ï ðáñáðÜíù õðïëïãéóìüò èá ëÝìå üôé ïäçãåß óå áðïäï÷Þ ôçò w, áí pn ∈ F .
Óôï åîÞò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ðáñáðÜíù Ýííïéåò êáé ãéá Üëëá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá,
ðáñáëåßðïíôáò ôïõò áõóôçñïýò ïñéóìïýò.

14



2.2. ÐåðåñáóìÝíá Áõôüìáôá

ç ä, åíþ äéáâÜæåé Ýíá-Ýíá ôá õðüëïéðá óýìâïëá ôçò åéóüäïõ. ¸ôóé, áí ôï Á
åßíáé óôçí êáôÜóôáóç q ∈ Q êáé ôï óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåé åßíáé ôï a ∈ Ó, ôüôå
ç ä(q; a) åßíáé ç ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíç êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ðåñíÜ. Áí ìå
ôçí áíÜãíùóç ôïõ ôåëåõôáßïõ óõìâüëïõ âñåèåß óå ìßá êáôÜóôáóç áðü ôï F ,
ôüôå ç åßóïäïò ãßíåôáé äåêôÞ|äéáöïñåôéêÜ áðïññßðôåôáé.

Åßíáé öáíåñü üôé Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï åßíáé áäýíá-
ôïí íá ìðåé óå Üðåéñç áêïëïõèßá êéíÞóåùí (in�nite loops) áí ç åßóïäüò ôïõ
åßíáé ðåðåñáóìÝíç, áöïý ãéá êÜèå íÝá êßíçóç ïöåßëåé íá äéáâÜóåé Ýíá óýìâïëï
áðü ôçí åßóïäï. ÅðïìÝíùò, ìåôÜ áðü éóÜñéèìåò ìå ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ êé-
íÞóåéò, åßíáé áíáãêáóìÝíï íá äþóåé ìßá óáöÞ áðÜíôçóç ãéá ôï åÜí ôç äÝ÷åôáé
Þ ü÷é.

Ç ëåéôïõñãßá åíüò äåäïìÝíïõ DFA êáèïñßæåôáé ëïéðüí áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá
êáôÜóôáóç êáé ôï ôìÞìá ôçò óõìâïëïóåéñÜò ðïõ äåí Ý÷åé áêüìá äéáâáóôåß.
¸ôóé, ïñßæïõìå ùò óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç (con�guration) Þ óôéãìéáßá ðåñé-
ãñáöÞ (instantaneous description) ôïõ DFA Á = (Q;Ó; ä; q0; F ) Ýíá ïðïéï-
äÞðïôå óôïé÷åßï ôïõ Q×Ó∗. Áí (q; w); (q′; w′) åßíáé äýï óõíïëéêÝò êáôáóôÜ-
óåéò ôïõ Á, ëÝìå üôé ç (q; w) ðáñÜãåé (yields) ôçí (q′; w′) óå Ýíá âÞìá, êáé
ãñÜöïõìå

(q; w) `Á (q′; w′);

áí êáé ìüíï áí w = aw′ êáé ä(q; a) = q′, ãéá êÜðïéï a ∈ Ó. Óõìâïëßæïõìå
ôçí áíáêëáóôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò ìå `∗Á êáé ç

(q; w) `∗Á (q′; w′)

äéáâÜæåôáé: ç (q; w) ðáñÜãåé ôçí (q′; w′). Ìßá óõìâïëïóåéñÜ w ∈ Ó∗ ãß-
íåôáé äåêôÞ (is accepted) áðü ôï Á áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé q ∈ F; Ýôóé
þóôå

(q0; w) `∗Á (q; "):

ÔÝëïò, ç ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ áðü ôï Á Þ ç ãëþóóá ôïõ Á åßíáé

L(A) = {w ∈ Ó∗ | (q0; w) `∗Á (q; ") ãéá êÜðïéï q ∈ F};
äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí ðïõ äÝ÷åôáé ôï Á.

ÐáñÜäåéãìá 2.2.1. Áðåéêïíßæïõìå ìå äýï åý÷ñçóôïõò ôñüðïõò, ôïí ðßíáêá
êáôáóôÜóåùí (transition table) êáé ôï äéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí (transition di-
agram), Ýíá DFAA ðïõ äÝ÷åôáé ôç ãëþóóá L(A) = {w ∈ {a; b}∗ | ç w ðåñéÝ÷åé
Üñôéï ðëÞèïò áðü b}:

Óôïí ðßíáêá êáôáóôÜóåùí óçìåéþíïõìå ôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ìå → êáé
ôéò ôåëéêÝò ìå ∗, åíþ óôï äéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç îå-
÷ùñßæåé ÷Üñç óôï âÝëïò ÷ùñßò óçìåßï åêêßíçóçò ðïõ ïäçãåß óå áõôÞ, êáé ïé
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a b
∗ → q0 q0 q1

q1 q1 q0

Ðßíáêáò 2.1: Ðßíáêáò êáôáóôÜóåùí ãéá ôï DFA ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.1. Ç
åßóïäïò ôïõ ðßíáêá ãéá ôç ãñáììÞ q êáé ôç óôÞëç x åßíáé ç ôéìÞ ä(q; x).

q0 q1

?

�

-

�

b

-

a

a

b

Ó÷Þìá 2.1: ÄéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí ãéá ôï DFA ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.1.

ôåëéêÝò áðü ôï äéðëü êýêëï. Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ôõ÷áßíåé ç ìïíáäéêÞ
ôåëéêÞ êáôÜóôáóç q0 íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ.

2.2.2 Ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá

Óôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ðïõ åßäáìå êÜèå âÞìá åíüò õðïëïãéóìïý áêïëïõ-
èåß ôï ðñïçãïýìåíï êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï, äçëáäÞ ï õðïëïãéóìüò åßíáé íôå-
ôåñìéíéóôéêüò. Ç Ýííïéá ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò, ðïõ êáôÜ êÜðïéï
ôñüðï ôõðïðïéåß ôçí áíèñþðéíç óõìðåñéöïñÜ ôïõ ìáíôÝìáôïò, äåí ðñïïñßæåôáé
ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ñåáëéóôéêþí õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí. Åßíáé üìùò åîáé-
ñåôéêÞò ÷ñçóéìüôçôáò óôç èåùñßá õðïëïãéóìïý, êáèþò óõ÷íÜ åðéôõã÷Üíåé íá
áðëïðïéÞóåé óçìáíôéêÜ ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí áõôïìÜôùí, üðùò, âÝâáéá, êáé ôéò
áðïäåßîåéò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå áõôÜ.

Ôï ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï äéáöÝñåé áðü ôï íôåôåñìéíé-
óôéêü óôï óçìåßï üôé óôï ðñþôï, ãéá ìßá äåäïìÝíç óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç, åßíáé
åðéôñåðôÝò ìçäÝí, ìßá, Þ ðåñéóóüôåñåò ìåôáâÜóåéò, êáé, åðéðëÝïí, åðéôñÝðåôáé
ç áëëáãÞ êáôÜóôáóçò ÷ùñßò êáèüëïõ áíÜãíùóç åéóüäïõ. ÁõóôçñÜ ëïéðüí,
Ýíá ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï (nondeterministic �nite
automaton) ÍFA åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç ðåíôÜäá A = (Q;Ó; ä; q0; F ), üðïõ

• Q åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí,

• Ó åßíáé ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ,

• ä : Q× Ó ∪ {"} → P(Q) åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò,

16



2.2. ÐåðåñáóìÝíá Áõôüìáôá

• q0 ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç êáé

• F ⊆ Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåëéêþí êáôáóôÜóåùí.

¸ôóé, ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åíüò NFA ðáßñíåé ôéìÝò óôï äõíáìïóýíïëï ôïõ
óõíüëïõ êáôáóôÜóåùí êáé ãéá êÜèå êáôÜóôáóç êáé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Ó∪{"}
åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï êáôáóôÜóåùí. Áõôü óçìáßíåé üôé ï ìç íôåôåñìéíéóìüò
ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíá åßäïò ðáñÜëëçëïõ õðïëïãéóìïý, êáôÜ ôïí ïðïßï
äéÜöïñåò £äéåñãáóßåò¤ åêôåëïýíôáé ôáõôü÷ñïíá.

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ íôåôåñìéíéóôéêïý ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜ-
ôïõ, ç óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ ÍFA Á = (Q;Ó; ä; q0; F ) åßíáé êáé ðÜëé
ïðïéïäÞðïôå óôïé÷åßï ôïõ Q × Ó∗. Áí (q; w); (q′; w′) åßíáé äýï óõíïëéêÝò
êáôáóôÜóåéò ôïõ Á, ç (q; w) ðáñÜãåé ôçí (q′; w′) óå Ýíá âÞìá,

(q; w) `Á (q′; w′);

áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé a ∈ Ó ∪ {"}; ôÝôïéï þóôå w = aw′ êáé q′ ∈ ä(q; a):
Ðáñáôçñïýìå üôé ç `Á äåí åßíáé ðéá õðï÷ñåùôéêÜ óõíÜñôçóç, áëëÜ ó÷Ýóç,
áöïý ìéá óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ìðïñåß íá ðáñÜãåé ðïëëÝò óõíïëéêÝò êáôáóôÜ-
óåéò, Þ êáé êáìßá. Ïé õðüëïéðåò Ýííïéåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá ðåðåñáóìÝíá
áõôüìáôá ìÝíïõí áíáëëïßùôåò ìå ôçí ðñïóèÞêç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý. Ç
áíáêëáóôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò `Á óõìâïëßæåôáé ðÜëé ìå `∗Á : Ìßá
óõìâïëïóåéñÜ w ∈ Ó∗ ãßíåôáé äåêôÞ áðü ôï Á áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé
q ∈ F; Ýôóé þóôå

(q0; w) `∗Á (q; ");

êáé ç ãëþóóá ôïõ Á åßíáé ç

L(A) = {w ∈ Ó∗ | (q0; w) `∗Á (q; ") ãéá êÜðïéï q ∈ F}:

ÐáñÜäåéãìá 2.2.2. To NFA A ìå ôïí Ðßíáêá êáôáóôÜóåùí 2.2 êáé ôï äéÜ-
ãñáììá êáôáóôÜóåùí ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.2 äÝ÷åôáé ôç ãëþóóá L(A) = {w ∈
{0; 1}∗ | ç w ôåëåéþíåé óå 01}:

0 1
→ q0 {q0; q1} {q0}
q1 ∅ {q2}

∗ q2 ∅ ∅
Ðßíáêáò 2.2: Ðßíáêáò êáôáóôÜóåùí ãéá ôï NFA ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.2.
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q0 q1 q2
-

0, 1

?

-
1

-
0

Ó÷Þìá 2.2: ÄéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí ãéá ôï NFA ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.2.

Åßíáé óáöÝò üôé Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï äåí åßíáé ðáñÜ
ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìç íôåôåñìéíéóôéêïý. ÅðïìÝíùò ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí
ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò áðü íôåôåñìéíéóôéêÜ áõôüìáôá åßíáé õðïóýíïëï åêåßíçò
ôùí ãëùóóþí ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò áðü ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ. Ðáñ' üëç üìùò
ôçí ðñïöáíÞ éó÷ý êáé ãåíéêüôçôá ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí áõôïìÜôùí, áõôÜ
äåí ðñïêýðôïõí ðéï éó÷õñÜ áðü ôá íôåôåñìéíéóôéêÜ óå ü,ôé áöïñÜ ôéò ãëþóóåò
ðïõ äÝ÷ïíôáé. Ïé ðáñáðÜíù êëÜóåéò åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ßóåò, ãåãïíüò
ü÷é ìüíï åíôõðùóéáêü, áëëÜ êáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï, êáèþò ôéò ðåñéóóüôåñåò
öïñÝò ç ðåñéãñáöÞ ìßáò äåäïìÝíçò ãëþóóáò ãßíåôáé ðïëý ðéï åýêïëá ìÝóù
åíüò NFA ðáñÜ åíüò DFA. ËÝìå üôé äýï áõôüìáôá Á1 êáé Á2 åßíáé éóïäýíáìá
(equivalent) åÜí äÝ÷ïíôáé ôçí ßäéá ãëþóóá, äçëáäÞ L(A1) = L(A2):

Èåþñçìá 2.2.1. Ãéá êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï õðÜñ-
÷åé Ýíá éóïäýíáìï íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåðñáóìÝíï áõôüìáôï.

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ìßá âáèýôåñç åîÝôáóç ôçò Ýííïéáò ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý
óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí áñêåß ãéá íá êáôáëÜâïõìå ôçí
éäÝá ôçò áðüäåéîçò. ÐñÜãìáôé, ôï óýíïëï ôùí ôñå÷ïõóþí êáôáóôÜóåùí åíüò
NFA åßíáé, üðùò åßäáìå, Ýíá õðïóýíïëï ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ êáôáóôÜ-
óåùí. ¸ôóé, ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå ôïí ôñüðï ëåéôïõñãßáò ôïõ ùò Ýíá,
äéáöïñåôéêü êÜèå óôéãìÞ, óýíïëï ôñå÷ïõóþí êáôáóôÜóåùí. ÊÜèå ôÝôïéï óý-
íïëï üìùò åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèåß ùò ìßá ìïíáäéêÞ êáôÜóôáóç åíüò DFA
ìå ôüóåò êáôáóôÜóåéò, üóá êáé ôá õðïóýíïëá ôïõ óõíüëïõ êáôáóôÜóåùí ôïõ
NFA. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ðñïóïìïéþíïõìå ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ NFA ìÝóù
åíüò DFA, ðïõ üìùò äéáèÝôåé åêèåôéêÜ ðåñéóóüôåñåò êáôáóôÜóåéò. Ç êáôá-
óêåõáóôéêÞ áõôÞ ìÝèïäïò åßíáé ãíùóôÞ ùò ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò õðïóõíüëïõ
(subset construction) êáé ðåñéãñÜöåôáé óå ðëÞñç Ýêôáóç óôï [6].

Ôï ãåãïíüò üôé ôï DFA ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá NFA ìå ôç ìÝèïäï êá-
ôáóêåõÞò õðïóõíüëïõ Ý÷åé ùò óýíïëï êáôáóôÜóåùí ôï äõíáìïóýíïëï ôïõ
óõíüëïõ êáôáóôÜóåùí ôïõ NFA, Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ôçí åêèåôéêÞ áýîçóç ôïõ
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ðëÞèïõò êáôáóôÜóåùí ôïõ áñ÷éêïý NFA. Ðïëý óõ÷íÜ, üìùò, óõìâáßíåé êÜ-
ðïéåò áðü ôéò íÝåò êáôáóôÜóåéò íá åßíáé áðñïóðÝëáóôåò, êáé åðïìÝíùò Ü÷ñç-
óôåò. ¸ôóé, óôçí ðñÜîç ôï DFA Ý÷åé óõíÞèùò ôüóåò ðåñßðïõ êáôáóôÜóåéò,
üóåò êáé ôï NFA, áí êáé óõ÷íÜ áñêåôÜ ðåñéóóüôåñåò ìåôáâÜóåéò. Ùóôüóï,
áõôü äåí åßíáé ðÜíôá åöéêôü· õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò, óôéò ïðïßåò ôï ìéêñü-
ôåñï DFA ðïõ äÝ÷åôáé ìßá ãëþóóá Ý÷åé 2n êáôáóôÜóåéò, åíþ ôï ìéêñüôåñï
éóïäýíáìï NFA ìüíï n.

Óôï Ó÷Þìá 2.3 áðåéêïíßæåôáé ôï äéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí åíüò NFA ìå
n+1 êáôáóôÜóåéò, ðïõ äÝ÷åôáé üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò áðü 0 êáé 1, ôùí ïðïßùí
ôï n-ïóôü óýìâïëï áðü ôï ôÝëïò åßíáé 1. ÅðåéäÞ Ýíá ïðïéïäÞðïôå éóïäýíáìï
DFA èá ðñÝðåé íá £èõìÜôáé¤ ôá ôåëåõôáßá n óýìâïëá ðïõ Ý÷åé äéáâÜóåé, åýêïëá
âëÝðïõìå ðùò äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü 2n êáôáóôÜóåéò. Ó÷åôéêÜ ìå
áõôü ôï èÝìá èá ìéëÞóïõìå îáíÜ óôï ÊåöÜëáéï 5.

q0 q1 q2 qn

?

- - - - --

0, 1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 11

Ó÷Þìá 2.3: Ìßá £êáêÞ¤ ðåñßðôùóç ãéá ôç ìÝèïäï êáôáóêåõÞò õðïóõíüëïõ.

2.2.3 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êáôåõèýíóåùí

ÈåùñÞóáìå ôï ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï ùò Ýíá åßäïò ìïíÜäáò åëÝã÷ïõ ìå ìßá
êåöáëÞ êáé ìßá ôáéíßá åéóüäïõ, óôçí ïðïßá ç êåöáëÞ ìðïñåß íá êéíåßôáé äéáâÜ-
æïíôáò ôï ðåñéå÷üìåíü ôçò ìüíï ðñïò ôá äåîéÜ. Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ðñïóèÝóáìå
ôï ìç íôåôåñìéíéóìü, ðïõ åðÝôñåøå óå ðïëëÜ £áíôßãñáöá¤ ôçò ìïíÜäáò åëÝã÷ïõ
íá ëåéôïõñãïýí ðáñÜëëçëá. Åßäáìå üôé áõôü ôï ðëåïíÝêôçìá äåí áýîçóå ôçí
éó÷ý ôïõ íôåôåñìéíéóôéêïý ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ áðü õðïëïãéóôéêÞò ðëåõ-
ñÜò. Ìßá Üëëç åíäéáöÝñïõóá åðÝêôáóç, ðïõ ïìïßùò áäõíáôåß íá ôï åíéó÷ýóåé
õðïëïãéóôéêÜ, åßíáé ç äõíáôüôçôá êßíçóçò ôçò êåöáëÞò ü÷é ìüíï ðñïò ôá äåîéÜ,
áëëÜ êáé ðñïò ôá áñéóôåñÜ.

¸íá íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï äýï êáôåõèýíóåùí (two-
way deterministic �nite automaton 2DFA) åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç ðåíôÜäá

Á = (Q;Ó; ä; q0; F );

üðïõ ôá Q;Ó; q0; F åßíáé üðùò ïñßóôçêáí óôï íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï
áõôüìáôï êáé ä : Q×Ó → Q× {L;R} åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò. Áí ãéá
q; p ∈ Q êáé a ∈ Ó; ä(q; a) = (p; L); ôüôå óôçí êáôÜóôáóç q êáé äéáâÜæïíôáò
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ôï óýìâïëï a; ôï 2DFA ðåñíÜ óôçí êáôÜóôáóç p êéíþíôáò ôçí êåöáëÞ ôïõ
Ýíá óýìâïëï áñéóôåñÜ· áí ä(q; a) = (p;R); ôüôå ðåñíÜ óôçí êáôÜóôáóç p
êéíþíôáò ôçí êåöáëÞ ôïõ Ýíá óýìâïëï äåîéÜ.

Ùò óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ 2DFA Á = (Q;Ó; ä; q0; F ) ïñßæïõìå Ýíá
óôïé÷åßï ôïõ Q× Ó∗ × Ó∗ êáé ç óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç (q; �;×�) õðïäçëþíåé
ôüôå üôé ç ìç÷áíÞ åßíáé óôçí êáôÜóôáóç q; ìå ôçí êåöáëÞ íá äéáâÜæåé ôï ×
êáé ìå � óôá áñéóôåñÜ ôçò. Áí (q; �×;Õ�); (q′; �′; �′) åßíáé äýï óõíïëéêÝò
êáôáóôÜóåéò ôïõ Á; ç (q; �×;Õ�) ðáñÜãåé ôçí (q′; �′; �′) óå Ýíá âÞìá,

(q; �×;Õ�) `Á (q′; �′; �′);

áí êáé ìüíï áí ä(q; Õ ) = (q′;D) êáé éó÷ýåé Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù:

1. D = L; �′ = �; �′ = ×Õ�
2. D = R; �′ = �XÕ; �′ = �

H áíáêëáóôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò `Á óõìâïëßæåôáé ìå `∗Á. Ôï
2DFA äÝ÷åôáé ìßá óõìâïëïóåéñÜ åÜí öôÜóåé óôï äåîß Üêñï ôçò ôáéíßáò åéóüäïõ
êáé ôçí ßäéá óôéãìÞ âñåèåß óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç. ¸ôóé, ìßá óõìâïëïóåéñÜ
w ∈ Ó∗ ãßíåôáé äåêôÞ áðü ôï Á áí õðÜñ÷åé q ∈ F; ôÝôïéï þóôå

(q0; "; w) `∗A (q; w; "):

ÅðïìÝíùò, ùò ãëþóóá ôïõ Á ïñßæåôáé ç

L(A) = {w ∈ Ó∗ | (q0; "; w) `∗A (q; w; ") ãéá êÜðïéï q ∈ F}:

ÐáñÜäåéãìá 2.2.3. Ôï 2DFA A ìå ôïí Ðßíáêá êáôáóôÜóåùí 2.3 Ý÷åé ôñåéò
êáôáóôÜóåéò, ðïõ üëåò åßíáé ôåëéêÝò. Îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç q0, ôï Á
åðáíáëáìâÜíåé ôçí åîÞò áêïëïõèßá êéíÞóåùí: ìåôáêéíåß ôçí êåöáëÞ ôïõ ðñïò
ôá äåîéÜ ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóåé äýï 1 (ü÷é êáô' áíÜãêçí äéáäï÷éêÜ). Ìüëéò
óõìâåß áõôü, áñ÷ßæåé íá ôçí êéíåß ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìÝ÷ñé íá äéáâÜóåé Ýíá 0,
ïðüôå êáé îáíáìðáßíåé óôçí êáôÜóôáóç q0, îáíáñ÷ßæïíôáò ôç äéáäéêáóßá.

Ðáñáôçñþíôáò ôïí Ðßíáêá 2.3 ãßíåôáé óáöÝò üôé ãéá íá öôÜóåé óôï äåîß
Üêñï ôçò ôáéíßáò åéóüäïõ ç êåöáëÞ ôïõ Á, ðñÝðåé êáé áñêåß íá ìç óõíáíôÞóåé

0 1
∗ → q0 (q0; R) (q1; R)
→ q1 (q1; R) (q2; L)
→ q2 (q0; R) (q2; L)

Ðßíáêáò 2.3: Ðßíáêáò êáôáóôÜóåùí ãéá ôï 2DFA ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.3.

20



2.3. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò

äýï äéáäï÷éêÜ 1. ¢ñá ç ãëþóóá ôïõ åßíáé ç L(A) = {w ∈ {0; 1}∗ | ç w äåí
ðåñéÝ÷åé äýï äéáäï÷éêÜ 1}:
ÖõóéêÜ, ôï ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï äýï êáôåõèýíóåùí ìðïñåß íá ïñéóôåß êáé
óôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åêäï÷Þ. ¸ôóé, áíÜëïãá ìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï
óõíäõÜæïõí íôåôåñìéíéóìü Þ ìç, êáé êßíçóç óå ìßá êáôåýèõíóç Þ äýï, ôá
ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ÷ùñßæïíôáé óå ôÝóóåñéò êáôçãïñßåò:

• ÍôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá (DFAs Þ 1DFAs)

• Ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá (NFAs Þ 1NFAs)

• ÍôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êáôåõèýíóåùí (2DFAs)

• Ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êáôåõèýíóåùí (2NFAs)

¼ðùò ðéèáíüôáôá ìáíôåýåé êáíåßò, ïýôå êáé ôá 2NFAs ðáñïõóéÜæïõí áõîç-
ìÝíåò õðïëïãéóôéêÝò äõíáôüôçôåò óå ó÷Ýóç ìå ôá Üëëá ôñßá ìïíôÝëá, ìå áðï-
ôÝëåóìá êáé ïé ôÝóóåñéò êëÜóåéò áõôïìÜôùí íá äÝ÷ïíôáé ôéò ßäéåò áêñéâþò
ãëþóóåò. ¼ìùò áðü ìßá Üëëç ïðôéêÞ ãùíßá, áõôÞ ôçò ðïëõðëïêüôçôáò, ôá
ðñÜãìáôá äåí åßíáé êáèüëïõ ôüóï áðëÜ. Ãé' áõôÞ èá ðïýìå ðåñéóóüôåñá óôï
ÊåöÜëáéï 5.

2.3 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò

Ôï êýñéï óõìðÝñáóìá ôçò ôåëåõôáßáò åíüôçôáò Þôáí üôé ç êëÜóç ôùí ãëùó-
óþí ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò áðü ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ðáñáìÝíåé ç ßäéá, Ýóôù
êé áí ðñïóôåèåß ôï ôüóï éó÷õñü ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý. Áõôü
õðïäåéêíýåé üôé ç óõãêåêñéìÝíç êëÜóç äéáèÝôåé êÜðïéï åßäïò óôáèåñüôçôáò,
åöüóïí ïñßæåôáé áðü äýï äéáöïñåôéêÝò ðñïóåããßóåéò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá
äïýìå áêüìá Ýíá óçìáíôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ßäéáò êëÜóçò, ðåñáéôÝñù áðü-
äåéîç ãéá ôï ðüóï áîéïèáýìáóôá óôáèåñÞ åßíáé: Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ
ãßíïíôáé äåêôÝò áðü ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá|íôåôåñìéíéóôéêÜ Þ ìç, ìßáò Þ äýï
êáôåõèýíóåùí|åßíáé ç ßäéá êëÜóç ìå åêåßíç ôùí êáíïíéêþí ãëùóóþí, ôùí
ãëùóóþí, äçëáäÞ, ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü êáíïíéêÝò ãñáììáôéêÝò.

Ôï ãåãïíüò üôé ïé êáíïíéêÝò ãñáììáôéêÝò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá
åßíáé éóïäýíáìá ùò ðñïò ôçí ðáñáãùãéêÞ éó÷ý ôïõò äåß÷íåé ìÜëëïí áîéïóç-
ìåßùôï, åÜí óêåöôåß êáíåßò ðüóï (åðéöáíåéáêÜ) äéáöïñåôéêïß åßíáé ïé åìðëåêü-
ìåíïé ìç÷áíéóìïß óôçí êÜèå ðåñßðôùóç. ¼ìùò áí åììåßíïõìå óôéò ïìïéüôçôåò
ðïõ âñßóêïíôáé óôçí ïõóßá ôùí äýï êáôáóêåõþí, äåí åßíáé äýóêïëï íá áíôé-
ëçöèïýìå üôé ïé õðïëïãéóìïß åíüò ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ áíôéóôïé÷ïýí óå
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2.3. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò

áíôßóôñïöåò ðáñáãùãÝò ìéáò áñéóôåñïãñáììéêÞò ãñáììáôéêÞò. Óôï [16] äåß-
÷íåôáé êáé áõóôçñÜ ðþò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá êáíïíéêÞ ãñáììá-
ôéêÞ áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, êáé áíôßóôñïöá.

Ðáñ' üëá áõôÜ, ç ðáñáðÜíù éóïäõíáìßá åßíáé ßóùò ðéï Üìåóï äéáéóèçôéêÜ
íá äåé÷ôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ýííïéá ôùí êáíïíéêþí åêöñÜóåùí, üðùò ôçí
ïñßóáìå óôçí Eíüôçôá 2.1. ÓõãêåêñéìÝíá, äåß÷íåôáé üôé êÜèå ãëþóóá ðïõ
ãßíåôáé äåêôÞ áðü êÜðïéïí ôýðï ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ (ãéá ëüãïõò åõêï-
ëßáò õðïèÝôïõìå DFA) áíáðáñßóôáôáé áðü êÜðïéá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç, áëëÜ êáé
áíôßóôñïöá, üôé êÜèå ãëþóóá ðïõ áíáðáñßóôáôáé áðü êáíïíéêÞ Ýêöñáóç ãß-
íåôáé äåêôÞ áðü êÜðïéïí ôýðï ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ (ãéá ôçí êáôåýèõíóç
áõôÞ åßíáé åõêïëüôåñï íá õðïèÝóïõìå NFA).

Ðñüôáóç 2.3.1. Áí L = L(A) ãéá Ýíá DFA Á, ôüôå õðÜñ÷åé êáíïíéêÞ
Ýêöñáóç �; ôÝôïéá þóôå L = L (�):

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ç éäÝá åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôéò êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò
ðïõ áíáðáñéóôïýí ôá óýíïëá óõìâïëïóåéñþí ðïõ £äéáâÜæïõìå¤ äéáôñÝ÷ïíôáò
ôá ìïíïðÜôéá ôïõ äéáãñÜììáôïò êáôáóôÜóåùí ôïõ Á. ÁíáëõôéêÞ áðüäåéîç
õðÜñ÷åé óôï [6].

Ðñüôáóç 2.3.2. Áí L = L (�) ãéá ìßá êáíïíéêÞ Ýêöñáóç �, ôüôå õðÜñ÷åé
NFA A; ôÝôïéï þóôå L = L(A):

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò êáíïíéêÞò Ýêöñáóçò
�. ÁíáëõôéêÜ óôï [6].

ÌÜëéóôá åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêü ôï ãåãïíüò üôé Ý÷åé áíáðôõ÷èåß ðëÞèïò áðü
óõóôÞìáôá ãñáöÞò ìåôáãëùôôéóôþí, ðïõ ìåôáôñÝðïõí áõôüìáôá êáíïíéêÝò
åêöñÜóåéò óå ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá, þóôå íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ùò ëåêôéêïß
áíáëõôÝò.

Èåþñçìá 2.3.1. Ìßá ãëþóóá åßíáé êáíïíéêÞ áí êáé ìüíï áí ãßíåôáé äåêôÞ
áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò, ëüãù ôùí ÈåùñçìÜôùí 2.1.1
êáé 2.2.1.
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ÊåöÜëáéï 3

Ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åéóçãÜãáìå äýï äéáöïñåôéêÝò, áí êáé éóïäýíáìåò,
ìåèüäïõò ðåñéãñáöÞò ãëùóóþí: ôéò êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá
áõôüìáôá. Åßäáìå üôé ðïëëÝò ãëþóóåò ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ìå áõôïýò
ôïõò ôñüðïõò. ÊÜðïéåò Üëëåò üìùò äåí ìðïñïýí.

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá, ìßá ðïëý ðéï éó÷õñÞ ìÝèïäï ðåñéãñáöÞò ãëùóóþí. Ïé ãñáììáôéêÝò
áõôÝò, ïé ãñáììáôéêÝò ôýðïõ 2 ôçò éåñáñ÷ßáò ôïõ Chomsky, ðáñÜãïõí ôçí
êëÜóç ãëùóóþí L2; ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí êëÜóç ôùí êáíïíéêþí ãëùóóþí L3;
êáé åßíáé ìÜëëïí ç ðéï åíäéáöÝñïõóá êëÜóç ùò ðñïò ôéò åöáñìïãÝò. ¼ðùò
êáé ðñïçãïõìÝíùò, èá ïñßóïõìå êáé ìßá ðïëý ÷ñÞóéìç êëÜóç ìç÷áíþí ðïõ
äÝ÷ïíôáé áêñéâþò áõôÝò ôéò ãëþóóåò, ôçí êëÜóç ôùí áõôïìÜôùí óôïßâáò.

3.1 Óçìáóßá êáé êáíïíéêÝò ìïñöÝò ôùí ãñáììáôéêþí
÷ùñßò óõìöñáæüìåíá

Ïé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (CFGs) ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ðñþôá áðü
ôïõò ãëùóóïëüãïõò ãéá ôç ìåëÝôç ôùí öõóéêþí ãëùóóþí, êáèþò áé÷ìáëùôß-
æïõí êáé ìðïñïýí íá áðïäþóïõí êÜðïéá áðü ôá óçìáíôéêÜ óôïé÷åßá áíáäñï-
ìÞò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí êáôáóêåõÞ ôùí ðñïôÜóåùí ìßáò öõóéêÞò ãëþóóáò.
Ùóôüóï, ãéá äéÜöïñïõò ëüãïõò ïé ãñáììáôéêÝò áõôÝò äå èåùñïýíôáé ãåíéêÜ
åðáñêÝò ìïíôÝëï ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí áíèñùðßíùí ãëùóóþí, áöïý ãéá êÜôé
ôÝôïéï åßíáé áðáñáßôçôç ôïõëÜ÷éóôïí êáé ç ýðáñîç êÜðïéáò óçìáóéïëïãéêÞò
ðëçñïöïñßáò ðïõ èá áðïêëåßåé ôçí ðáñáãùãÞ óõíôáêôéêÜ óùóôþí, áëëÜ ÷ù-
ñßò íüçìá ðñïôÜóåùí. Ï ó÷åäéáóìüò ôÝôïéùí ìç÷áíéóìþí ãéá ìåãÜëá õðï-
óýíïëá öõóéêþí ãëùóóþí Üëëùóôå Ý÷åé áðïôåëÝóåé åñåõíçôéêÞ ðñüêëçóç ãéá
áñêåôÝò äåêáåôßåò. Ç éäÝá, üìùò, ôùí CFGs Ý÷åé èåùñçôéêÞ áîßá ãéá ôçí
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3.1. Óçìáóßá êáé êáíïíéêÝò ìïñöÝò ôùí ãñáììáôéêþí ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá

ðñïóðÜèåéá óõæÞôçóçò ãéá ôçí áíèñþðéíç ãëþóóá êáé êáôÝ÷åé êåíôñéêÞ èÝóç
óôçí åðéóôÞìç ôçò õðïëïãéóôéêÞò ãëùóóïëïãßáò (computational linguistics).

Áðü ôçí Üëëç, ôï ðñáêôéêü üöåëïò ôùí CFGs ãéá ôéò ãëþóóåò ðñïãñáì-
ìáôéóìïý åßíáé ôåñÜóôéï, êáèþò ïé ôõðéêÝò ðåñéãñáöÝò ôùí ãëùóóþí ðñïãñáì-
ìáôéóìïý ìÝóù CFGs áíôéêáôÝóôçóáí ôéò ðáëéÝò ìáêñïóêåëåßò, êáé ðïëëÝò
öïñÝò åëëéðåßò, Þ êáé äéöïñïýìåíåò ðåñéãñáöÝò. ÁëëÜ êáé óôç ÷ñÞóç ôçò XML
(eXtensible Markup Language), ôçò ãëþóóáò ðïõ ðåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï áðï-
èÞêåõóçò ôùí äåäïìÝíùí óå Ýíá çëåêôñïíéêü Ýíôõðï êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõ-
ñÝùò óôï çëåêôñïíéêü åìðüñéï (e-commerce), äéáäñáìáôßæïõí ïé CFGs æùôéêü
ñüëï.

ÐÝñá áð' áõôÜ, ïé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé ìåãÜëçò ðñá-
êôéêÞò óðïõäáéüôçôáò ãéá ôçí ôå÷íïëïãßá ìåôáãëùôôéóôþí (compiler technol-
ogy), üðïõ ç õéïèÝôçóÞ ôïõò ôç äåêáåôßá ôïõ 1960 ìåôÝôñåøå ôçí êáôáóêåõÞ
óõíôáêôéêþí áíáëõôþí (parsers) áðü ðåñßðëïêç, ÷ñïíïâüñá äéáäéêáóßá ìå óõ-
÷íÜ áíåðáñêÝò áðïôÝëåóìá, óå áðëÞ äïõëåéÜ ñïõôßíáò ðïõ äåí êáôáëáìâÜíåé
ðáñÜ Ýíá ìéêñü ðïóïóôü ôïõ óõíïëéêïý ÷ñüíïõ ìåôáãëþôôéóçò. Ãéá ðáñÜ-
äåéãìá, ïé ãñáììáôéêÝò áõôÝò åßíáé ÷ñÞóéìåò êáôÜ ôçí ðåñéãñáöÞ áñéèìçôéêþí
åêöñÜóåùí ìå ôõ÷áßï ðëÞèïò ïñèÜ ôïðïèåôçìÝíùí (balanced) ðáñåíèÝóåùí,
Þ êáôÜ ôçí ðåñéãñáöÞ äïìçìÝíùí ôìçìÜôùí êþäéêá (block structures), üðùò
áõôþí ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá æåýãç £begin¤ { £end¤ Þ £if¤ { £else¤, óôéò ãëþó-
óåò ðñïãñáììáôéóìïý.

Ãéá êáìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù ëåéôïõñãßåò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò (parsing,
syntax analysis) äåí åðáñêïýí ïé êáíïíéêÝò ãñáììáôéêÝò, ïé ïðïßåò, ùóôüóï,
ìÝóù áëãïñßèìùí ðïõ âáóßæïíôáé óôéò êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò êáé ôá ðåðåñá-
óìÝíá áõôüìáôá, åìðëÝêïíôáé, üðùò åßäáìå, óôï óôÜäéï ôçò ëåêôéêÞò áíÜëõ-
óçò (lexical analysis). Óçìåéþíïõìå üôé ôï óôÜäéï áõôü ðñïçãåßôáé åêåßíïõ ôçò
óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò êáé óõíßóôáôáé óôïí åíôïðéóìü äåóìåõìÝíùí ëÝîåùí
ôçò ãëþóóáò, ïíïìÜôùí ìåôáâëçôþí (identi�ers) Þ êáé áñéèìçôéêþí óôáèåñþí.

Óõ÷íÜ åßíáé âïëéêü êáôÜ ôçí åñãáóßá ìå ìßá CFG, ïé êáíüíåò ôçò íá
âñßóêïíôáé óå üóï ôï äõíáôüí áðëïýóôåñç ìïñöÞ, åíþ, öõóéêÜ, ç ãëþóóá
ðïõ ðáñÜãåé íá ðáñáìÝíåé ç ßäéá. Ìßá áðü ôéò áðëïýóôåñåò êáé ÷ñçóéìüôå-
ñåò ôÝôïéåò ìïñöÝò åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky, ðïõ åéóÞ÷èç áðü ôï N.
Chomsky ôï 1959, êáé, ðáñ' üëï ðïõ ïýôå áõôÞ öÜíçêå éäéáßôåñá áîéüëïãç ãéá
ôç ãëùóóïëïãßá, Ý÷åé âñåé óçìáíôéêÝò Üëëåò ÷ñÞóåéò, üðùò Ýíáí ðïëý áðïäï-
ôéêü Ýëåã÷ï ãéá ôï åÜí ìßá ëÝîç ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðü ìßá äåäïìÝíç CFG.
Ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G = (V; T; P; S) åßíáé óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ Chomsky (Chomsky normal form), áí êÜèå êáíüíáò óôï P åßíáé óå
ìßá áðü ôéò åîÞò äýï áðëÝò ìïñöÝò:
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• Á→ BC; üðïõ Á;B;C ∈ V; Þ

• A→ a; üðïõ A ∈ V êáé a ∈ T:
Ãéá íá öÝñïõìå ôçí G óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky, åêôåëïýìå ðñþôá ìßá
óåéñÜ áðü ìåôáó÷çìáôéóìïýò, êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïßïõò áðëïðïéåß ôç ìïñöÞ
ôçò ãñáììáôéêÞò êáé Ý÷åé îå÷ùñéóôÞ ÷ñçóéìüôçôá. ÓõãêåêñéìÝíá, áðáëåß-
öïõìå:

1. ôïõò "-êáíüíåò ("-productions), äçëáäÞ ôïõò êáíüíåò ôçò ìïñöÞòÁ→ ",
Á ∈ V;

2. ôïõò ìïíáäéáßïõò êáíüíåò (unit productions), äçëáäÞ ôïõò êáíüíåò ôçò
ìïñöÞò Á→ Â; Á;Â ∈ V;

3. ôá Ü÷ñçóôá óýìâïëá (useless symbols), äçëáäÞ ôá óýìâïëá ôïõ V ∪ T
ðïõ äåí åìöáíßæïíôáé óå êáìßá ðáñáãùãÞ óõìâïëïóåéñÜò ôåñìáôéêþí
áðü ôï S.

Áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ìç ôåôñéììÝíç CFG ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå
CFG óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky. Áõôü ðáñÝ÷åé Ýíá ðïëý óçìáíôéêü ðëåïíÝ-
êôçìá, äéüôé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky åðéôñÝðåé óå Ýíáí áðëü ðïëõùíõìéêü
áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììáôéóìïý íá áðïöáóßæåé, äåäïìÝíçò ìßáò CFG
G êáé ìßáò óõìâïëïóåéñÜò w, áí w ∈ L(G):

Èåþñçìá 3.1.1. Áí ç ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G ðáñÜãåé ôïõëÜ-
÷éóôïí ìßá ëÝîç åêôüò ôïõ "; ôüôå õðÜñ÷åé ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
G′ óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky, ôÝôïéá þóôå L(G′) = L(G)− {"}:
ÉäÝá áðüäåéîçò. Áñ÷éêÜ äåß÷íåôáé üôé ãéá êÜèå CFG G ðïõ ðáñÜãåé ôïõëÜ-
÷éóôïí ìßá ëÝîç åêôüò ôïõ "; õðÜñ÷åé ìßá CFG G′′ ôÝôïéá þóôå íá ìçí Ý÷åé
êáíüíåò ôçò ìïñöÞò 1. êáé 2. Þ Ü÷ñçóôá óýìâïëá, êáé L(G′′) = L(G)− {"}:
Áðü ôï óçìåßï áõôü åßíáé ðïëý åýêïëï ðéá íá Ýñèåé ç ãñáììáôéêÞ óå êá-
íïíéêÞ ìïñöÞ Chomsky êáé ãßíåôáé ìÝóù ôçò åéóáãùãÞò ìéáò óåéñÜò íÝùí
ìåôáâëçôþí ðïõ äå äéáäñáìáôßæïõí ïõóéáóôéêü ñüëï êáé áðëÜ âïçèïýí íá
éêáíïðïéçèïýí ïé óõíèÞêåò ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò. ËåðôïìÝñåéåò ìðïñåß íá
âñåé êáíåßò óôï [6].

Ìßá Üëëç åíäéáöÝñïõóá êáíïíéêÞ ìïñöÞ ãñáììáôéêþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
åéóÞ÷èç ôï 1965 áðü ôç S. Greibach êáé óõããåíåýåé êÜðùò ìå ôç ìïñöÞ ôùí
êáíïíéêþí ãñáììáôéêþí, ìå ôçí ïõóéáóôéêÞ äéáöïñÜ üôé óôçí ðñïêåéìÝíç ðå-
ñßðôùóç ôá äåîéÜ ìÝëç ôùí êáíüíùí åíäÝ÷åôáé íá ðåñéÝ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò
áðü ìßá ìåôáâëçôÝò. ÓõãêåêñéìÝíá, ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
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G = (V; T; P; S) åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach (Greibach normal
form), áí êÜèå êáíüíáò óôï Ñ åßíáé ôçò ìïñöÞò

Á→ aX; üðïõ A ∈ V; a ∈ T; × ∈ V ∗:

Áðïäåéêíýåôáé ðùò êÜèå CFG ÷ùñßò ôï " óôç ãëþóóá ôçò åßíáé éóïäýíáìç ìå
ìßá CFG óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach.

Èåþñçìá 3.1.2. Áí ç ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G äåí ðáñÜãåé ôï ";
ôüôå õðÜñ÷åé ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G′ óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach,
ôÝôïéá þóôå L(G′) = L(G):

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ç áðüäåéîç åßíáé áñêåôÜ ôå÷íéêÞ êáé âáóßæåôáé óå ïñéóìÝíá
ëÞììáôá, óýìöùíá ìå ôá ïðïßá ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå åëáöñþò ôïõò êáíüíåò
ìéáò CFG êáôÜ óõãêåêñéìÝíïõò ôñüðïõò, ÷ùñßò íá åðçñåáóôåß ç ãëþóóá ðïõ
ðáñÜãåé ç CFG. ËåðôïìÝñåéåò âñßóêïíôáé óôï, êëáóéêü ãéá ôç èåùñßá ôõðéêþí
ãëùóóþí, [7].

Ïé ãñáììáôéêÝò óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach Ý÷ïõí ôï éäéáßôåñï ÷áñáêôçñé-
óôéêü üôé óå áõôÝò ç ðáñáãùãÞ ìßáò óõìâïëïóåéñÜò ôåñìáôéêþí Ý÷åé ðÜíôá
áêñéâþò ôüóá âÞìáôá, üóï êáé ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò.

3.2 Áõôüìáôá óôïßâáò

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åßäáìå üôé ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá åßíáé éóï-
äýíáìá óå ðáñáãùãéêÞ éó÷ý ìå ôéò êáíïíéêÝò ãñáììáôéêÝò. Åýêïëá ìðïñåß
êáíåßò íá ìáíôÝøåé üìùò üôé ìßá ãëþóóá üðùò ç L = {anbn | n ≥ 0}; ðïõ
åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, èá áðáéôïýóå ãéá ôçí áðïäï÷Þ ôçò áðü
Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï Üðåéñï ðëÞèïò êáôáóôÜóåùí, ðñïêåéìÝíïõ ôï áõ-
ôüìáôï íá £èõìÜôáé¤ ðüóá a Ý÷åé äéáâÜóåé ðñïôïý óõíáíôÞóåé ôï ðñþôï b ôçò
åéóüäïõ. Áõôü õðïäåéêíýåé ôçí áíÜãêç íá óõìâéâáóôïýìå ìå ôçí éäÝá åíüò
Üðåéñïõ áõôïìÜôïõ. Ùóôüóï, åðåéäÞ ìßá áðåõèåßáò ãåíßêåõóç áõôïý ôïõ åß-
äïõò åßíáé õðåñâïëéêÜ åõñåßá, ðñïò ôï ðáñüí èá áó÷ïëçèïýìå ìå åéäéêÝò äïìÝò
ðïõ åñãÜæïíôáé ìå èåùñçôéêÜ áðåñéüñéóôï üãêï äåäïìÝíùí ìå Ýíáí ó÷åôéêÜ
áðëü ôñüðï.

¸íáò åîáéñåôéêÞò óçìáóßáò ôýðïò ôÝôïéáò äïìÞò åßíáé ôï áõôüìáôï óôïß-
âáò, ôï ïðïßï óôçí ïõóßá åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, ìå ôï åðéðñü-
óèåôï ÷áñáêôçñéóôéêü üôé äéáèÝôåé ìßá Üðåéñçò ÷ùñçôéêüôçôáò óôïßâá (stack,
store), ÷Üñç óôçí ïðïßá ìðïñåß íá áðïèçêåýåé|êáé óõíåðþò íá £èõìÜôáé¤|
ðëçñïöïñßá Üðåéñïõ ìåãÝèïõò. Ìå Ýíáí, üìùò, êáèüëïõ áóÞìáíôï ðåñéïñéóìü:
Ôï áõôüìáôï Ý÷åé ðñüóâáóç óôç óôïßâá êáôÜ Ýíáí last-in, �rst-out ôñüðï,
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êáèþò áðïèçêåýåé ôá íÝá äåäïìÝíá ðÜíôá óôçí êïñõöÞ ôçò óôïßâáò êáé ìðïñåß
íá äéáâÜóåé ìüíï ü,ôé áðïèçêåýôçêå ôåëåõôáßá. Ãéá íá ãßíïõìå ðéï óáöåßò,
Ýíá áõôüìáôï óôïßâáò (pushdown automaton PDA) åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç
åðôÜäá P = (Q;Ó; Ã; ä; q0; Z0; F ); üðïõ

• Q åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí,

• Ó åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ),

• Ã åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï óôïßâáò),

• ä : Q× Ó ∪ {"} × Ã → P(Q× Ã∗) åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò,

• q0 ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç,

• Æ0 ∈ Ã åßíáé ôï áñ÷éêü óýìâïëï óôïßâáò (ôï ìüíï óýìâïëï ðïõ
âñßóêåôáé óôá ðåñéå÷üìåíá ôçò óôïßâáò üôáí îåêéíÜ Ýíáò õðïëïãéóìüò),

• F ⊆ Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåëéêþí êáôáóôÜóåùí.

Ôï áõôüìáôï óôïßâáò ëáìâÜíåé ëïéðüí õðüøç ãéá ôç ìåôÜâáóÞ ôïõ êÜèå öïñÜ
ü÷é ìüíï ôçí ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç êáé ôï óýìâïëï ôçò åéóüäïõ ðïõ äéáâÜæåé,
áëëÜ êáé ôï óýìâïëï ðïõ âñßóêåôáé óôçí êïñõöÞ ôçò óôïßâáò.1 Êáèþò ìå-
ôáâáßíåé óôï åðüìåíï óôÜäéï êáôáíáëþíïíôáò åßóïäï, ìðïñåß ðáñÜëëçëá íá
áíôéêáôáóôÞóåé ôï óýìâïëï ôçò êïñõöÞò ôçò óôïßâáò ìå êÜðïéá óõìâïëïóåé-
ñÜ· Ýôóé, áí áíôéêáôáóôÞóåé ôï × ìå ôï 
× , üðïõ × ∈ Ã; 
 ∈ Ã∗; óôçí ðñÜîç
åéóÜãåé (pushes) óôç óôïßâá ôï 
, åíþ áí áíôéêáôáóôÞóåé ôï ×; × ∈ Ã; ìå
ôï ", óôçí ðñÜîç åîÜãåé (pops) ôï × áðü ôç óôïßâá. Ðñïöáíþò ìðïñåß êáé
íá áíôéêáôáóôÞóåé êÜðïéï óýìâïëï ìå ôïí åáõôü ôïõ, áöÞíïíôáò ôç óôïßâá
áíÝðáöç.

Ãéá ôç óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç åíüò PDA èá ðñÝðåé öõóéêÜ íá óõíõðïëï-
ãéóôåß êáé ç ðáñÜìåôñïò ôçò óôïßâáò. ¸ôóé, ç óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ
PDA P = (Q;Ó; Ã; ä; q0; Z0; F ) åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Q × Ó∗ × Ã∗: Áí
(q; w; 
); (q′; w′; 
′) åßíáé äýï óõíïëéêÝò êáôáóôÜóåéò, ëÝìå üôé ç (q; w; 
)
ðáñÜãåé óå Ýíá âÞìá ôç (q′; w′; 
′),

(q; w; 
) `P (q′; w′; 
′);

áí w′ = aw; 
 = ×�; 
′ = �� ãéá êÜðïéá a ∈ Ó; X ∈ Ã; �; � ∈ Ã∗ êáé
(q′; �) ∈ ä(q; a;X): Ùò óõíÞèùò, óõìâïëßæïõìå ôçí áíáêëáóôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ
êëåéóôüôçôá ôçò `Ñ ìå `∗Ñ .

1ÊáôÜ óýìâáóç, èåùñïýìå üôé áí 
 ∈ Ã∗ åßíáé ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò óôïßâáò, ôï óýìâïëï
ðïõ âñßóêåôáé óôçí êïñõöÞ ôçò åßíáé åêåßíï óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ 
; åíþ ôï óýìâïëï ôïõ
ðÜôïõ ôçò åßíáé åêåßíï óôï äåîß.
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Áðïäï÷Þ êáé ãëþóóá

ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ðñïóåããßóåéò ó÷åôéêÜ ìå ôï õðü ðïéåò óõíèÞêåò èá èåù-
ñïýìå üôé Ýíá PDA äÝ÷åôáé ìßá ëÝîç. ÐáñáìÝíïíôáò óôï ðíåýìá ôçò áðïäï÷Þò
áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, èá ëÝìå üôé ç óõìâïëïóåéñÜ w ∈ Ó∗ ãßíå-
ôáé äåêôÞ óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç (is accepted by �nal state) áðü ôï P , áí
õðÜñ÷ïõí q ∈ F; � ∈ Ã∗; Ýôóé þóôå

(q0; w; Z0) `∗P (q; "; �):

ÅíáëëáêôéêÜ, äßíïíôáò Ýìöáóç óôç óôïßâá êáé ü÷é óôéò êáôáóôÜóåéò, èá ëÝìå
üôé ç óõìâïëïóåéñÜ w ∈ Ó∗ ãßíåôáé äåêôÞ ìå êåíÞ óôïßâá (is accepted by
empty stack) áðü ôï P , áí ãéá ôõ÷ïýóá êáôÜóôáóç q ∈ Q Ý÷ïõìå

(q0; w; Z0) `∗P (q; "; "):

Áíôßóôïé÷á, ç ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç áðü ôï
P åßíáé ç

L(Ñ) = {w ∈ Ó∗ | (q0; w; Z0) `∗P (q; "; �) ãéá êÜðïéá q ∈ F; � ∈ Ã∗};

åíþ ç ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ ìå êåíÞ óôïßâá áðü ôï P åßíáé ç

N(Ñ) = {w ∈ Ó∗ | (q0; w; Z0) `∗P (q; "; ") ãéá êÜðïéo q ∈ Q}:

Ïé äýï áõôÝò ìÝèïäïé åßíáé éóïäýíáìåò, ìå ôçí Ýííïéá üôé ìßá ãëþóóá ãßíåôáé
äåêôÞ óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç áðü êÜðïéï PDA áí êáé ìüíï áí ãßíåôáé äåêôÞ ìå
êåíÞ óôïßâá áðü êÜðïéï (ü÷é áðáñáßôçôá ôï ßäéï) PDA.

Èåþñçìá 3.2.1. L = L(PF ) ãéá êÜðïéï PDA PF áí êáé ìüíï áí L = N(PN )
ãéá êÜðïéï PDA PN .

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ãéá ôï åõèý, îåêéíþíôáò áðü Ýíá PDA PF , êáôáóêåõÜæïõìå
Ýíá PDA PN ðïõ ëåéôïõñãåß êáôÜ âÜóç ðñïóïìïéþíïíôáò ôç ëåéôïõñãßá ôïõ
PF , ìå ôç äéáöïñÜ üôé áäåéÜæåé ôç óôïßâá ôïõ üôáí ôï PF âñåèåß óå ôåëéêÞ
êáôÜóôáóç äéáâÜæïíôáò ìéá ëÝîç. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, îåêéíþíôáò áðü Ýíá
PDA PN êáôáóêåõÜæïõìå áðü áõôü Ýíá PDA PF , ôï ïðïßï ðñïóïìïéþíåé
ôï PN êáé ïäçãåßôáé óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ìüëéò ç óôïßâá ôïõ PN áäåéÜóåé.
Êáìßá êáôåýèõíóç äåí ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñåò äõóêïëßåò, áëëÜ Ý÷ïõí êÜðïéåò
ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ðïõ õðÜñ÷ïõí óôï [6].

Áêüìá, êÜðïéåò öïñÝò áðáéôïýìå ç áðïäï÷Þ íá ãßíåôáé óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç
êáé ìå êåíÞ óôïßâá. Êáé ðÜëé, üìùò, ðñïêýðôåé üôé ç ðñïóÝããéóç áõôÞ åßíáé
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q0 q1 q2

? ?

- --

0, 0/ε

1, 1/ε

ε, Z0/Z0

ε, Z0/Z0

ε, 0/0

ε, 1/1

0, Z0/0Z0

1, Z0/1Z0

0, 0/00

0, 1/01

1, 0/10

1, 1/11

Ó÷Þìá 3.1: ÃåíéêåõìÝíï äéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí ðïõ áíáðáñéóôÜ ôï PDA
ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 3.2.1.

éóïäýíáìç ìå ôéò õðüëïéðåò. ¸ôóé, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò äéÜöïñïõò ôñüðïõò
áðïäï÷Þò êáôÜ âïýëçóç êáé ìéëÜìå ãéá ôç ãëþóóá ôïõ Ñ. Åíôïýôïéò, äåäï-
ìÝíïõ åíüò PDA, ïé ãëþóóåò ðïõ áõôü äÝ÷åôáé óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç êáé ïé
ãëþóóåò ðïõ äÝ÷åôáé ìå êåíÞ óôïßâá åßíáé óõíÞèùò äéáöïñåôéêÝò.

ÐáñÜäåéãìá 3.2.1. Ôï PDA P ìå ôï ãåíéêåõìÝíï äéÜãñáììá êáôáóôÜóåùí
ôïõ Ó÷Þìáôïò 3.1 äÝ÷åôáé ôç ãëþóóá LwwR = {wwR | w ∈ {0; 1}∗}.

Ãéá íá áðåéêïíßóïõìå ôéò ìåôáâïëÝò óôç óôïßâá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí åîÞò
óõìâïëéóìü: Ç åôéêÝôá a;X=� ðÜíù áðü ôï âÝëïò ìå áñ÷Þ ôçí êáôÜóôáóç p
êáé ôÝëïò ôçí êáôÜóôáóç q õðïäçëþíåé üôé (p; �) ∈ ä(q; a;X).

3.3 Áõôüìáôá óôïßâáò êáé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñá-
æüìåíá

¼ðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, Ýíá áõôüìáôï óôïßâáò åßíáé áêñéâþò ü,ôé ÷ñåéÜ-
æåôáé ãéá ôçí áðïäï÷Þ ïðïéáóäÞðïôå ãëþóóáò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. Ôï ãå-
ãïíüò áõôü åßíáé ìåãÜëçò óçìáóßáò, êáé ìáèçìáôéêÞò, áëëÜ êáé ðñáêôéêÞò:
ìáèçìáôéêÞò, äéüôé, üðùò êáé ìå ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá, óõíäõÜæïíôáé äéá-
öïñåôéêÝò áõóôçñÝò ðñïóåããßóåéò ôçò ßäéáò êëÜóçò ãëùóóþí, ðñïóöÝñïíôáò
Ýôóé ôç äõíáôüôçôá ãéá ðåñéóóüôåñç åðïðôåßá· êáé ðñáêôéêÞò, äéüôé ðáñÝ÷ï-
íôáé ôá èåìÝëéá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ óõíôáêôéêþí áíáëõôþí ãéá £ðñáãìáôéêÝò¤
ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, üðùò åßíáé ïé ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý.

Ãéá íá äåßîïõìå ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá, áöåíüò êáôáóêåõÜæïõìå, äå-
äïìÝíçò ìßáò CFG, Ýíá PDA ðïõ äÝ÷åôáé ìå êåíÞ óôïßâá áêñéâþò ôç ãëþóóá
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ðïõ ðáñÜãåé ç ãñáììáôéêÞ.

Ðñüôáóç 3.3.1. Áí L=L(G) ãéá ìßá CFG G, ôüôå õðÜñ÷åé PDA P, ôÝôïéï
þóôå L=N(P).

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ç éäÝá åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï PDA Ýôóé, þóôå íá ðñï-
óïìïéþíåé ôçí áêïëïõèßá ôùí áñéóôåñüôåñùí ðáñáãùãþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ç
ãñáììáôéêÞ ãéá íá ðáñáãÜãåé ìßá ëÝîç. Ãéá íá ôï ðåôý÷åé áõôü, ôï PDA
÷ñçóéìïðïéåß ìå äñáóôéêü ôñüðï ôç óôïßâá ôïõ, åíþ ïé êáôáóôÜóåéò äåí ðáß-
æïõí êáíÝíá ñüëï. Ìå ëßãá ëüãéá, ôï PDA îåêéíÜ ìå ôï áñ÷éêü óýìâïëï
ôçò ãñáììáôéêÞò óôç óôïßâá ôïõ êáé óå êÜèå âÞìá, åßôå áíôéêáèéóôÜ ôï óýì-
âïëï ôçò êïñõöÞò ôçò óôïßâáò, óå ðåñßðôùóç ðïõ áõôü åßíáé ìéá ìåôáâëçôÞ
Á, ìå ôï äåîß ìÝëïò êÜðïéïõ êáíüíá Á → �; åßôå, óå ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé
ôåñìáôéêü êáé óõìðßðôåé ìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï ôçò åéóüäïõ, ôï åîÜãåé áðü ôç
óôïßâá, ðñïêåéìÝíïõ íá áðïêáëõöèåß ç åðüìåíç áñéóôåñüôåñç ìåôáâëçôÞ êáé
íá óõíå÷éóôåß ç äéáäéêáóßá. ËåðôïìÝñåéåò óôï [6].

Áíôßóôñïöá, äåäïìÝíïõ åíüò PDA, êáôáóêåõÜæïõìå ìßá CFG ðïõ ðáñÜãåé
áêñéâþò ôç ãëþóóá ðïõ äÝ÷åôáé ôï áõôüìáôï ìå êåíÞ óôïßâá.

Ðñüôáóç 3.3.2. Áí L=N(P) ãéá Ýíá PDA P, ôüôå õðÜñ÷åé CFG G, ôÝôïéá
þóôå L=L(G).

ÉäÝá áðüäåéîçò. ÁõôÞ ç êáôáóêåõÞ âáóßæåôáé óôç äéáðßóôùóç üôé êáôÜ ôïõò
õðïëïãéóìïýò åíüò PDA, áõôü ðïõ óôçí ïõóßá ìåôñÜ åßíáé ç åéóáãùãÞ êáé
åîáãùãÞ óõìâüëùí áðü ôç óôïßâá. ¸ôóé, ç ãñáììáôéêÞ öôéÜ÷íåôáé ìå ôñüðï
þóôå ïé ìåôáâëçôÝò ôçò íá ðáñÜãïõí ôéò ëÝîåéò åêåßíåò, ìå ôéò ïðïßåò ôñïöï-
äïôïýìåíï ôï áõôüìáôï óôïßâáò èá êÜíåé Ýíáí õðïëïãéóìü êáôáëÞãïíôáò íá
åîÜãåé Ýíá óýìâïëï áðü ôç óôïßâá. ËåðôïìÝñåéåò óôï [6].

¸ôóé áðïññÝåé Üìåóá ôï Èåþñçìá éóïäõíáìßáò ãñáììáôéêþí ÷ùñßò óõìöñá-
æüìåíá êáé áõôïìÜôùí óôïßâáò.

Èåþñçìá 3.3.1. Ìßá ãëþóóá åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá áí êáé
ìüíï áí ãßíåôáé äåêôÞ áðü Ýíá áõôüìáôï óôïßâáò.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôéò ÐñïôÜóåéò 3.3.1 êáé 3.3.2, óå óõíäõáóìü ìå ôï
Èåþñçìá 3.2.1.

3.4 Aõôüìáôá óôïßâáò êáé íôåôåñìéíéóìüò

Áí êáé ïñßóáìå ôï áõôüìáôï óôïßâáò ùò ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, éäéáß-
ôåñïõ åíäéáöÝñïíôïò åßíáé ç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðåñßðôùóç. Áõôü óõìâáßíåé ëüãù
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ôçò áíÜãêçò íá âñåèïýí áðïäïôéêïß óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò ãéá ôïõò ìåôáãëùô-
ôéóôÝò ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý, äçëáäÞ áëãüñéèìïé ðïõ áðïöáóßæïõí
áí ìßá ëÝîç åßíáé óôç ãëþóóá ðïõ ðáñÜãåé ìßá äåäïìÝíç ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá, êáé, áí íáé, êáôáóêåõÜæïõí ôï óõíôáêôéêü ôçò äÝíôñï. ÔÝ-
ôïéïõ åßäïõò áëãüñéèìïé õðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé, üðùò ï áëãüñéèìïò äõíáìéêïý
ðñïãñáììáôéóìïý óôïí ïðïßï áíáöåñèÞêáìå óôçí Åíüôçôá 3.1, áëëÜ êáé áñ-
êåôÝò ðáñáëëáãÝò ôïõ. ¼ìùò ïé áëãüñéèìïé áõôïß, áí êáé ðïëõùíõìéêïß,
åßíáé õðåñâïëéêÜ áñãïß ãéá íá ÷åéñéóôïýí ðñïãñÜììáôá ìå äåêÜäåò ÷éëéÜäåò
åíôïëþí, êáèþò ï ðéï áðïäïôéêüò áðü áõôïýò ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï áíÜëïãï ðñïò
ôï ÷ñüíï ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü äýï n× n ðéíÜêùí.2 ¸ôóé,
ðëÞèïò åíáëëáêôéêþí ðñïóåããßóåùí óôï ðñüâëçìá ôçò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò
Ý÷åé áíáðôõ÷èåß ôéò ôåëåõôáßåò ôÝóóåñéò äåêáåôßåò áðü ó÷åäéáóôÝò ìåôáãëùô-
ôéóôþí. Ïé ðéï åðéôõ÷çìÝíåò áðü áõôÝò óõìâáßíåé íá Ý÷ïõí ôç ñßæá ôïõò óôçí
éäÝá ôïõ áõôïìÜôïõ óôïßâáò.

Ðáñ' üëá áõôÜ, Ýíá áõôüìáôï óôïßâáò äåí åßíáé êáôÜëëçëï ãéá Üìåóç
÷ñÞóç óôçí ðñáêôéêÞ ôçò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò, áöïý ëåéôïõñãåß ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÜ. Ôï êñßóéìï, ëïéðüí, åñþôçìá, åßíáé åÜí ìðïñïýìå ðÜíôá íá
êÜíïõìå ôá áõôüìáôá óôïßâáò íá ëåéôïõñãïýí íôåôåñìéíéóôéêÜ, åÜí, äçëáäÞ,
ï ìç íôåôåñìéíéóìüò óôçí ðåñßðôùóç ôùí áõôïìÜôùí óôïßâáò äåí ðñïóöÝñåé
áðü ðëåõñÜò õðïëïãéóéìüôçôáò åðéðëÝïí éó÷ý, üðùò óõíÝâç ìå ôá ðåðåñáóìÝíá
áõôïìÜôá. Äõóôõ÷þò ç áðÜíôçóç áõôÞ ôç öïñÜ åßíáé áñíçôéêÞ.

ÕðÜñ÷ïõí ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ðïõ äå ãßíïíôáé äåêôÝò áðü êá-
íÝíá íôåôåñìéíéóôéêü áõôüìáôï óôïßâáò. Ãéá ôçí áêñßâåéá, ç êëÜóç ôùí ãëùó-
óþí ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò áðü íôåôåñìéíéóôéêÜ áõôüìáôá óôïßâáò ðåñéÝ÷åé ãíÞ-
óéá üëåò ôéò êáíïíéêÝò ãëþóóåò (áöïý Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñáóìÝíï áõ-
ôüìáôï ðñïóïìïéþíåôáé ôåôñéììÝíá áðü Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü áõôüìáôï óôïß-
âáò ðïõ áðëÜ áãíïåß ôç óôïßâá ôïõ), áëëÜ ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí êëÜóç
ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. ÌÜëéóôá, ôï ðñüâëçìá åÜí ìßá ôõ÷áßá
ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ãßíåôáé äåêôÞ áðü êÜðïéï íôåôåñìéíéóôéêü áõ-
ôüìáôï óôïßâáò åßíáé áíáðïêñßóéìï. Ç èåôéêÞ, üìùò, üøç ôïõ æçôÞìáôïò åßíáé
üôé ôïõëÜ÷éóôïí ãéá ôéò ðåñéóóüôåñåò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý ðñïêýðôåé
ðÜíôïôå åöéêôÞ ç êáôáóêåõÞ íôåôåñìéíéóôéêþí áõôïìÜôùí óôïßâáò ðïõ äÝ÷ï-
íôáé üëá ôá óõíôáêôéêÜ ïñèÜ ðñïãñÜììáôá.

ÄéáéóèçôéêÜ, Ýíá áõôüìáôï óôïßâáò åßíáé íôåôåñìéíéóôéêü åÜí äåí Ý÷åé ðïôÝ
äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ôçò åðüìåíçò êßíçóÞò ôïõ, åÜí, äçëáäÞ, ãéá êÜèå óõíï-
ëéêÞ êáôÜóôáóç õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìßá óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ðïõ ìðïñåß íá ôç
äéáäå÷ôåß. ¸ôóé, ïíïìÜæïõìå ôï PDA P = (Q;Ó; Ã; ä; q0; Z0; F ) íôåôåñìéíé-
óôéêü áõôüìáôï óôïßâáò DPDA, áí ãéá êÜèå q ∈ Q; a ∈ Ó ∪ {"}; × ∈ Ã;

2Tåëåõôáßá ï ÷ñüíïò áõôüò åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ O(n2:3:::).

31



3.5. ÓõíôáêôéêÞ áíÜëõóç

ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóÞò ôïõ ðëçñïß ôéò åîÞò äýï óõíèÞêåò:

1. | ä(q; a;X)| ≤ 1:

2. Áí | ä(q; a;X)| = 1, ôüôå | ä(q; ";X)| = 0.

ËÝìå üôé ç ãëþóóá L Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ðñïèÝìáôïò (pre�x property) áí
äåí õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò ëÝîåéò óôç ãëþóóá, ôÝôïéåò þóôå ç ìßá íá
åßíáé ðñüèåìá ôçò Üëëçò. Áðïäåéêíýåôáé ðùò áí ìßá ãëþóóá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá
ðñïèÝìáôïò êáé ãßíåôáé äåêôÞ áðü Ýíá DPDA óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç, ôüôå êáé
ìüíï ôüôå ãßíåôáé äåêôÞ áðü Ýíá DPDA ìå êåíÞ óôïßâá. ÐñïêåéìÝíïõ ïé
Ýííïéåò ôçò áðïäï÷Þò íá åßíáé éóïäýíáìåò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí DPDAs,
÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá ìéêñü ôÝ÷íáóìá: Ãéá íá åîåôÜóïõìå áí ìéá ãëþóóá ãß-
íåôáé äåêôÞ áðü Ýíá DPDA, ðñþôá ôç ìåôáôñÝðïõìå åëáöñþò, ðñïóäßäïíôÜò
ôçò ôçí éäéüôçôá ðñïèÝìáôïò. ÓõãêåêñéìÝíá, åðéêïëëïýìå óôï ôÝëïò êÜèå
ëÝîçò ôçò L ⊆ Ó∗ Ýíá êáéíïýñéï, åéäéêü óýìâïëï $ 6∈ Ó êáé äçìéïõñãïýìå ôç
íÝá ãëþóóá L$ = {w$ | w ∈ L}, ôçò ïðïßáò ðñïöáíþò êáìßá ëÝîç äåí åßíáé
ðñüèåìá Üëëçò. ¸ôóé, ìðïñïýìå íá ëÝìå üôé ç L åßíáé ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ
ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, áí ç L$ åßíáé ãëþóóá êÜðïéïõ DPDA.

Áîéïóçìåßùôï åßíáé ôï ãåãïíüò üôé êÜèå íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá Ý÷åé ìéá ìç äéöïñïýìåíç ãñáììáôéêÞ ðïõ ôçí ðáñÜãåé. Äç-
ëáäÞ êáìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá äåí åßíáé åããåíþò
äéöïñïýìåíç, óôïé÷åßï áðáñáßôçôï ãéá ôç óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç. ÖõóéêÜ äåí
éó÷ýåé ôï ßäéï ãéá üëåò ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, ãåãïíüò ðïõ, êáé
áõôü, äåß÷íåé ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá äéá÷ùñéóìïý ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò óõì-
öñáæüìåíá.

Èåþñçìá 3.4.1. Ç êëÜóç ôùí íôåôåñìéíéóôéêþí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá åßíáé ãíÞóéá õðïêëÜóç ôçò L2.

Áðüäåéîç. Ç ãëþóóá LwwR; ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ áðü ôï PDA ôïõ Ðáñáäåßãìá-
ôïò 3.2.1, äåí ìðïñåß íá ãßíåé äåêôÞ áðü êáíÝíá DPDA. Ôï åðé÷åßñçìá ãßíåôáé
åýêïëá áíôéëçðôü: ¸íá DPDA ðïõ Ý÷åé Þäç äéáâÜóåé ìßá óõìâïëïóåéñÜ ôçò
ìïñöÞò 0n110n èá ðñÝðåé áíáãêáóôéêÜ íá Ý÷åé áäåéÜóåé ôç óôïßâá ôïõ, ìå
áðïôÝëåóìá íá ìç £èõìÜôáé¤ ðéá ôïí áñéèìü n êáé íá ìçí ìðïñåß íá äå÷ôåß ôç
0n1102n110n, ðïõ áíÞêåé óôç ãëþóóá.

3.5 ÓõíôáêôéêÞ áíÜëõóç

¸÷ïíôáò îåêáèáñßóåé üôé äåí ìðïñïýí üëåò ïé ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
íá ãßíïõí äåêôÝò áðü íôåôåñìéíéóôéêÜ áõôüìáôá óôïßâáò, êé Ýôóé äåí Ý÷ïõí
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üëåò ãñÞãïñïõò áëãïñßèìïõò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò, óôñåöüìáóôå ôþñá óôéò
÷ñÞóéìåò êáôçãïñßåò ãëùóóþí, ðïõ Ý÷ïõí. Ïé ðéï äéáäåäïìÝíïé áëãüñéèìïé
óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò ãéá ôéò ãëþóóåò áõôÝò âáóßæïíôáé óôéò åîÞò äýï ìå-
èüäïõò: ôç ìÝèïäï óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò áðü ôçí êïñõöÞ ðñïò ôïí ðÜôï
(top-down) êáé åêåßíç áðü ôïí ðÜôï ðñïò ôçí êïñõöÞ (bottom-up), üðïõ,
âÝâáéá, áíáöåñüìáóôå óôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôïõ óõíôáêôéêïý äÝíôñïõ.

Ôï æçôïýìåíï åßíáé, êáèþò äéáâÜæåôáé ç åßóïäïò (ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ
áíáëýåôáé), íá åíôïðßæåôáé óå êÜèå âÞìá ï óùóôüò êáíüíáò ôçò ãñáììáôé-
êÞò (ï êáíüíáò, äçëáäÞ, ðïõ ïäÞãçóå óôçí ðáñáãùãÞ ôçò óõãêåêñéìÝíçò
óõìâïëïóåéñÜò)|ðñÜãìá áðáñáßôçôï, åöüóïí äïõëåýïõìå íôåôåñìéíéóôéêÜ êáé
äåí ìðïñïýìå íá £ìáíôÝøïõìå¤. Ðþò, üìùò, åßíáé êÜôé ôÝôïéï åöéêôü, üôáí
ðéèáíüí ðåñéóóüôåñïé áðü Ýíáò êáíüíáò åßíáé åöáñìüóéìïé, êáé ç ëÝîç áêüìá
äåí Ý÷åé äéáâáóôåß åî ïëïêëÞñïõ; ÃåíéêÜ äåí åßíáé. Óõ÷íÜ üìùò óõìâáßíåé,
ìßá óýíôïìç ìáôéÜ óå ðåñéïñéóìÝíï ðëÞèïò óõìâüëùí áðü ôï êïììÜôé ôçò
åéóüäïõ ðïõ äåí Ý÷åé áêüìá äéáâáóôåß íá åßíáé áñêåôÞ ãéá íá ëçöèïýí óù-
óôÝò áðïöÜóåéò óå êÜèå óçìåßï ôçò äéáäéêáóßáò. Óå áõôü óõíßóôáôáé ç éäÝá
ôçò ðñüâëåøçò (lookahead), óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá, ðñïêåéìÝíïõ êáôÜ ôç
óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç íá áðïöáóßóïõìå ãéá ôï óùóôü êáíüíá ôçò ãñáììáôé-
êÞò, âáóéæüìáóôå óôç èåþñçóç ðåñéïñéóìÝíïõ, óôáèåñïý ìÞêïõò êÜèå öïñÜ,
ðñïèÝìáôïò ôïõ ôìÞìáôïò ôçò åéóüäïõ ðïõ äåí Ý÷åé áêüìá äéáâáóôåß.

¸ôóé öôÜíïõìå óå äýï âáóéêÝò ðñïóåããßóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò óõíôá-
êôéêÞò áíÜëõóçò: óôçí LL(k) óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç, êáôÜ ôçí ïðïßá ç åßóïäïò
äéáâÜæåôáé áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ (Left-to-right), ç êáôáóêåõÞ ôïõ óõ-
íôáêôéêïý äÝíôñïõ áíáðáñéóôÜ ìßá áñéóôåñüôåñç (Leftmost) ðáñáãùãÞ êáé
÷ñçóéìïðïéåßôáé ðñüâëåøç ìÞêïõò k, êáé, óôç äõúêÞ ôçò Ýííïéá, ôçí LR(k)
óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç, êáôÜ ôçí ïðïßá ç åßóïäïò äéáâÜæåôáé ðÜëé áðü áñéóôåñÜ
ðñïò ôá äåîéÜ (Left-to-right), áëëÜ ç êáôáóêåõÞ ôïõ óõíôáêôéêïý äÝíôñïõ åäþ
áíáðáñéóôÜ ìßá äåîéüôåñç (Rightmost) ðáñáãùãÞ óå áíôßóôñïöç óåéñÜ, åíþ
ç ðñüâëåøç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßíáé ìÞêïõò k. Ç ðñþôç óõíéóôÜ ìÝèïäï
áíÜëõóçò áðü ôçí êïñõöÞ ðñïò ôïí ðÜôï, åíþ ç äåýôåñç áðü ôïí ðÜôï ðñïò
ôçí êïñõöÞ.

3.5.1 Ç óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç LL(k)

¸óôù ç ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G = (V; T; P; S) êáé ç ëÝîç w ∈ T ∗,
ôçí ïðïßá áíáëýïõìå. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå Þäç âñåé Ýíá áñ÷éêü ôìÞìá
êÜðïéáò áñéóôåñüôåñçò ðáñáãùãÞò ôçò w,

S ⇒∗
lm xA�;
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üðïõ w = xy; ãéá êÜðïéá x; y ∈ T ∗; A ∈ V; � ∈ (V ∪T )∗. Ôï åðüìåíï âÞìá
óôçí áñéóôåñüôåñç ðáñáãùãÞ ïöåßëåé íá åßíáé ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåôáâëçôÞò
Á ìå ôï äåîéü ìÝëïò � êÜðïéïõ êáíüíá

Á→ � ∈ P:
Óå ðåñßðôùóç ðïõ óôï Ñ õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñïé áðü Ýíáò êáíüíåò ìå ôï Á
óôï áñéóôåñü ìÝëïò, èá ðñÝðåé íá ãßíåé ìßá åðéëïãÞ áíÜìåóÜ ôïõò, ìå êñéôÞñéï
ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ âñßóêåôáé ü÷é ìüíï óôï x, ôï áñ÷éêü êïììÜôé ôïõ w; áëëÜ
ðéèáíüí êáé óôï õðüëïéðï, ôï y: Áí ôþñá óå êÜèå ôÝôïéá óôéãìÞ åßíáé äõíáôü
íá ëçöèåß óùóôÞ áðüöáóç åîåôÜæïíôáò ôá ðñþôá ôï ðïëý k óýìâïëá áðü ôï
y, ç G ïíïìÜæåôáé ãñáììáôéêÞ LL(k).

Ðñïôïý äþóïõìå Ýíáí áõóôçñü, áêñéâÞ ïñéóìü ãéá áõôÞ ôçí Ýííïéá, Ý÷åé
åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõãêåêñéìÝíç åðé-
ëïãÞ ìðïñåß íá ãßíåôáé ðÜíôá ÷ùñßò êáèüëïõ åðéèåþñçóç ôïõ y; äçëáäÞ ìå 0
óýìâïëá ðñüâëåøç, Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ìßá LL(0) ãñáììáôéêÞ. Ïé LL(0)
ãñáììáôéêÝò äåí åßíáé êáé ôüóï áîéüëïãåò, åöüóïí, üðùò åßíáé ðñïöáíÝò, ðá-
ñÜãïõí ôï ðïëý ìßá ëÝîç. Áíôßèåôá, ïé LL(1) ãñáììáôéêÝò Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß
éäéáßôåñá ÷ñÞóéìåò, êáèþò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìå åðéôõ÷ßá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ
ìåôáãëùôôéóôþí ãéá ðïëëÝò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý. Åäþ Üëëùóôå âñß-
óêåé êáé ìßá åîáéñåôéêÞ åöáñìïãÞ ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach, ðïõ ðåñéãñÜ-
øáìå óôçí Åíüôçôá 3.1, áöïý üôáí ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé
óå áõôÞ ôç ìïñöÞ, åßíáé Üìåóï íá åëÝãîïõìå åÜí åßíáé LL(1).

Óõìâïëßæïõìå ìå w¹k ôï ìÞêïõò k áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ w,

w¹k =
{
x; áí w = xy ãéá êÜðïéá x; y ìå |x| = k
w; áí |w| ≤ k

êáé ïíïìÜæïõìå ôç ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G = (V; T; P; S); ãñáì-
ìáôéêÞ LL(k) (LL(k) grammar) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå æåýãïò áñéóôåñü-
ôåñùí ðáñáãùãþí ôçò ìïñöÞò

S ⇒∗ xA� ⇒ x�� ⇒∗ xy
êáé S ⇒∗ xA� ⇒ x�′� ⇒∗ xz;

üðïõ x; y; z ∈ T ∗; A ∈ V êáé �; �; �′ ∈ (V ∪ T )∗;

áí y¹k = z¹k; ôüôå � = �′:

Áðü ôïí ïñéóìü óõíåðÜãåôáé Üìåóá üôé ìßá ãñáììáôéêÞ LL(k) äåí ìðïñåß íá
åßíáé äéöïñïýìåíç.

Èåþñçìá 3.5.1. ÊÜèå LL(k) ãñáììáôéêÞ åßíáé ìç äéöïñïýìåíç.
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Áðüäåéîç. Óå ìßá äéöïñïýìåíç ãñáììáôéêÞ õðÜñ÷åé ëÝîç ìå äýï äéáöïñåôé-
êÝò áñéóôåñüôåñåò ðáñáãùãÝò, ãåãïíüò ðïõ ðñïöáíþò ðáñáâéÜæåé ôçí LL(k)
óõíèÞêç.

×Üñç óôéò åéäéêÝò éäéüôçôÝò ôçò, ëïéðüí, ìðïñåß ìßá LL(k) ãñáììáôéêÞ íá
ðñïóïìïéùèåß åýêïëá áðü Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü áõôüìáôï óôïßâáò. Ç óõãêå-
êñéìÝíç êáôáóêåõÞ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ óôçñßæåôáé óôçí ßäéá éäÝá ìå åêåßíç
ôçò Ðñüôáóçò 3.3.1 êáé ôï áõôüìáôï ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé ÷ñçóéìïðïéåß ìå ôïí
ßäéï ôñüðï ôç óôïßâá ôïõ ãéá íá ðñïóïìïéþóåé áñéóôåñüôåñç ðáñáãùãÞ, ìüíï
ðïõ ôþñá, ðñïêåéìÝíïõ íá åßíáé íôåôåñìéíéóôéêü, åðéëÝãåé ðñïò áíôéêáôÜóôáóç
ôçò ìåôáâëçôÞò Á ôï äåîß ìÝëïò � ôïõ ìïíáäéêïý óùóôïý êáíüíá ôçò ãñáì-
ìáôéêÞò Á → �: ¸ôóé, ç åðéëïãÞ ôïõ ðëÝïí äå ãßíåôáé áðü ôï óýíïëï üëùí
ôùí êáíüíùí, áëëÜ áðü Ýíá óýíïëï ðñüâëåøçò (lookahead set), ôï ïðïßï óå
ìßá LL(k) ãñáììáôéêÞ åßíáé ðÜíôá ìïíïóýíïëï êáé öõóéêÜ ðñïóäéïñßæåôáé ìå
ôç âïÞèåéá ôçò ðñüâëåøçò.

ÂÝâáéá, ðñÝðåé íá ôïíéóôåß ðùò ü÷é ìüíï åßíáé äõíáôüí ãéá ìßá ãñáììá-
ôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá íá ìçí åðáñêåß ç ðñüâëåøç|ïóïäÞðïôå ìåãÜëïõ
ìÞêïõò|ãéá íá âñåèåß ìïíáäéêüò óùóôüò êáíüíáò óå êÜèå ðåñßðôùóç, áëëÜ,
åðéðëÝïí, ãéá ìßá ãñáììáôéêÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ðñüâëåøç, åíäå÷ïìÝíùò íá
ìçí õðÜñ÷åé êáíÝíáò ôñüðïò íá ìåéùèåß ôï ìÞêïò ôçò ôåëåõôáßáò. Ãéá ôçí
áêñßâåéá, ãéá êÜèå k ≥ 0 õðÜñ÷ïõí LL(k + 1) ãñáììáôéêÝò, ðïõ äåí åßíáé
éóïäýíáìåò ìå êáìßá LL(k) ãñáììáôéêÞ.

Èåþñçìá 3.5.2. Ãéá êÜèå k ≥ 0 ç êëÜóç ôùí ãñáììáôéêþí LL(k) ðåñéÝ÷åôáé
ãíÞóéá óå åêåßíç ôùí LL(k + 1).

Ðáñáëåßðïõìå ôçí ðëÞñç áðüäåéîç, ðïõ Ýãéíå áðü ôïí R. Kurki-Suonio ôï
1969. Áíôß ãéá áõôÞ, èá äþóïõìå ðáñÜäåéãìá ãñáììáôéêÞò ðïõ åßíáé LL(2)
êáé ü÷é LL(1). Èåùñïýìå ôçí

G = ({S}; {a; b}; {S → aaSb | ab | bb}; S);

ðïõ ðáñÜãåé ôç ãëþóóá

L(G) = {a2m+1bm+1 | m ≥ 0} ∪ {a2mbm+2 | m ≥ 0}:
H G äåí åßíáé LL(1), áöïý

S ⇒∗ aaaaSbb⇒ aaaaabbb
S ⇒∗ aaaaSbb⇒ aaaaaaSbbb⇒ aaaaaabbbbb

êáé abbb ¹1 = a = aabbbbb ¹1; åíþ ab 6= aaSb; ðïõ áíôéôßèåôáé óôïí
ïñéóìü ôçò LL(1): Áðü ôçí Üëëç, ç ßäéá ãñáììáôéêÞ ðñïöáíþò åßíáé LL(2),
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áöïý ç ðñüâëåøç ìÞêïõò 2 åýêïëá õðïäåéêíýåé ôï óùóôü êáíüíá: áí Ý÷ïõìå
aa; ï óùóôüò êáíüíáò åßíáé ï S → aaSb; áí Ý÷ïõìå ab; åßíáé ï S → ab; êáé
áí Ý÷ïõìå bb; ï S → bb.

Áêüìá, äåí õðÜñ÷åé ãåíéêÞ ìÝèïäïò ìåôáôñïðÞò ìßáò ãñáììáôéêÞò ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá óå éóïäýíáìç ãñáììáôéêÞ LL(k). ÁñêåôÝò öïñÝò, ùóôüóï,
Ý÷ïõí áðïôÝëåóìá êÜðïéïé áðëïß åõñåôéêïß êáíüíåò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
üôáí ïé ëüãïé ðïõ åìðïäßæïõí ôç äéáäéêáóßá ôçò ðñüâëåøçò íá åõïäùèåß åßíáé
åðéöáíåéáêïß.

Ìßá ôÝôïéá ðåñßðôùóç åßíáé üôáí ç ãñáììáôéêÞ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï êáíü-
íåò ìå ðáíïìïéüôõðï ü÷é ìüíï ôï áñéóôåñü ìÝëïò, áëëÜ êáé ôï ðñþôï êïììÜôé
ôïõ äåîéïý, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò

Á→ ��1 ; : : : ; A→ ��n;

ìå � 6= " êáé n ≥ 2: Ôüôå ìðïñïýìå åýêïëá íá áðáëåßøïõìå ôá üìïéá êïììÜ-
ôéá áðü ôïõò êáíüíåò ìå ôçí ôå÷íéêÞ ôçò áñéóôåñÞò ðáñáãïíôïðïßçóçò (left
factoring), óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá áíôéêáèéóôïýìå ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò ìå
ôïõò

Á→ �Á′

Á′ → �1 ; : : : ; A′ → �n;

üðïõ ç Á′ åßíáé ìßá êáéíïýñéá ìåôáâëçôÞ. Ç áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ Ý÷åé ùò
áðïôÝëåóìá ôçí áíáâïëÞ ôçò áðüöáóçò áíÜìåóá óôïõò áñ÷éêïýò êáíüíåò,
þóðïõ íá óõãêåíôñùèïýí ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò, åíþ ç ãëþóóá ðïõ ðá-
ñÜãåôáé ðáñáìÝíåé ç ßäéá. Áðïäåéêíýåôáé üôé ïé áñéóôåñÜ ðáñáãïíôïðïéçìÝíåò
ãñáììáôéêÝò åßíáé áêñéâþò ïé LL(1) ãñáììáôéêÝò.

Ìßá Üëëç åíäéáöÝñïõóá ôÝôïéá ðåñßðôùóç åßíáé üôáí ç ãñáììáôéêÞ Ý÷åé
êáíüíåò, óôïõò ïðïßïõò ç ìåôáâëçôÞ ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò åðáíáëáìâÜíåôáé
ùò ðñþôï óýìâïëï óôï äåîß. Ôï öáéíüìåíï áõôü ëÝãåôáé áñéóôåñÞ áíáäñïìÞ
(left recursion) êáé ìðïñïýìå íá áðáëëÜîïõìå ôç ãñáììáôéêÞ áðü áõôü ìå ìßá
ìéêñÞ åðÝìâáóç. Áí

Á→ Á�1 ; : : : ; Á→ Á�n
A→ �1 ; : : : ; Á→ �m;

åßíáé üëïé ïé êáíüíåò ìå ôç ìåôáâëçôÞ Á óôï áñéóôåñü ìÝëïò (üðïõ ôá �i; 1 ≤
i ≤ m; åßíáé óõìâïëïóåéñÝò ðïõ äåí îåêéíïýí ìå Á), ôüôå ôïõò áíôéêáèéóôïýìå
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ìå ôïõò

Á→ �1A′ ; : : : ; Á→ �mA′

Á′ → �1A′ ; : : : ; A′ → �nA′

A′ → ";

üðïõ ç Á′ åßíáé íÝá ìåôáâëçôÞ. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé÷ôåß üôé ç ãñáì-
ìáôéêÞ ðïõ ðñïêýðôåé ðáñÜãåé ôçí ßäéá ãëþóóá ìå ôçí áñ÷éêÞ, åíþ ôþñá ïé
áìöéâïëßåò ó÷åôéêÜ ìå ôçí åðéëïãÞ êáíüíá ßóùò îåêáèáñßæïíôáé ìå ôçí ðñü-
âëåøç. Óçìåéþíïõìå üôé ç ìåôáôñïðÞ ìßáò ãñáììáôéêÞò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Greibach öáßíåôáé êáé åäþ ÷ñÞóéìç, êáèþò óôçí ðïñåßá ôçò
áðáëåßöåôáé êáé ç áñéóôåñÞ áíáäñïìÞ. Ðáñ' üëá áõôÜ, ç áðáëïéöÞ ôçò áñéóôå-
ñÞò áíáäñïìÞò äåí áñêåß ðÜíôá ãéá íá ðÜñïõìå ãñáììáôéêÞ LL(k). ÌÜëéóôá,
áðïäåéêíýåôáé üôé áí ìßá ãñáììáôéêÞ Ý÷åé ôÝôïéïõ åßäïõò áñéóôåñÞ áíáäñïìÞ,
þóôå íá õðÜñ÷åé ðáñáãùãÞ ôçò ìïñöÞò

Á ⇒+ Á�;

êáé åðéðëÝïí åßíáé áðÝñéôôç (nonredundant), äçëáäÞ äåí Ý÷åé Ü÷ñçóôá óýì-
âïëá, ôüôå äåí åßíáé LL(k) ãéá êáíÝíá k.

3.5.2 Ç óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç LR(k)

Åêôüò áðü ôçí êáôáóêåõÞ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí ðñïç-
ãïýìåíç õðïåíüôçôá, õðÜñ÷åé êáé Ýíáò áêüìá, áñêåôÜ äéáöïñåôéêüò, ôñüðïò
êáôáóêåõÞò áõôïìÜôïõ óôïßâáò ðïõ äÝ÷åôáé ôç ãëþóóá ðïõ ðáñÜãåé ìßá ãñáì-
ìáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ç áíáêáôáóêåõÞ åíüò óõ-
íôáêôéêïý äÝíôñïõ áðü ôá öýëëá ðñïò ôç ñßæá, êáé ü÷é áíôßóôñïöá, üðùò
óõíÝâç ðñïçãïõìÝíùò, êáé ïé ãñáììáôéêÝò ðïõ ðñïóöÝñïíôáé ãéá êÜôé ôÝôïéï
åßíáé ïé ãñáììáôéêÝò LR(k).

Ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá G = (V; T; P; S) ëÝãåôáé ãñáììá-
ôéêÞ LR(k) (LR(k) grammar) áí êáé ìüíï áí ôï Ñ äåí ðåñéëáìâÜíåé ôïí
êáíüíá S → S êáé, åðéðëÝïí, ãéá êÜèå æåýãïò äåîéüôåñùí ðáñáãùãþí ôçò
ìïñöÞò

S ⇒∗ �Ax ⇒∗ ��′x
êáé S ⇒∗ �Bx′ ⇒∗ ��′x′;

üðïõ �; �′; �; �′ ∈ (V ∪ T )∗; A;B ∈ V êáé x; x′ ∈ T ∗;
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áí ��′x¹ (|��′|+ k) = ��′x′ ¹ (|��′|+ k);
ôüôå � = �; A = B; �′ = �′:

Ç áðáßôçóç íá ìçí õðÜñ÷åé êáíüíáò S → S åßíáé áðáñáßôçôç, þóôå íá ìç
÷áñáêôçñéóôïýí ùò LR(k) êÜðïéåò ãñáììáôéêÝò ðïõ ðëçñïýí ôéò õðüëïéðåò
óõíèÞêåò, üìùò åßíáé äéöïñïýìåíåò.3 ¸ôóé åîáóöáëßæåôáé êáé ðÜëé üôé ìßá
ãñáììáôéêÞ LR(k) ïðùóäÞðïôå äåí åßíáé äéöïñïýìåíç.

Èåþñçìá 3.5.3. ÊÜèå LR(k) ãñáììáôéêÞ åßíáé ìç äéöïñïýìåíç.

Áðüäåéîç. Êáé ðÜëé Üìåóç áðü ôïí ïñéóìü, áöïý ìßá äéöïñïýìåíç ãñáììáôéêÞ
ðáñÜãåé äýï ëÝîåéò ìå äéáöïñåôéêÝò äåîéüôåñåò ðáñáãùãÝò.

Åðßóçò, êáé ðÜëé óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí LL(1) ãñáììáôéêþí,
áðïäåéêíýåôáé üôé ïé ãñáììáôéêÝò LR(k) ó÷çìáôßæïõí ìßá ãíÞóéá áýîïõóá
éåñáñ÷ßá.

Èåþñçìá 3.5.4. Ãéá êÜèå k ≥ 0 ç êëÜóç ôùí ãñáììáôéêþí LR(k) ðåñéÝ÷åôáé
ãíÞóéá óå åêåßíç ôùí LR(k + 1).

Áðüäåéîç. Ç ãñáììáôéêÞG = ({S;A}; {a; b; c; d}; {S → abkc |Abkd; A→ a})
áðïôåëåß ðáñÜäåéãìá LR(k + 1) ãñáììáôéêÞò ðïõ äåí åßíáé LR(k), ãéá êÜèå
k ≥ 0.

Ïé LR(k) ãñáììáôéêÝò Ý÷ïõí ðïëëÝò åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò. Ãéá ðáñÜ-
äåéãìá, äåß÷íåôáé üôé êÜèå LR(0) ãñáììáôéêÞ ðáñÜãåé ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ
ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, êáé êÜèå íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõì-
öñáæüìåíá ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ðñïèÝìáôïò ðáñÜãåôáé áðü ìßá LR(0) ãñáì-
ìáôéêÞ. Ãéá ôçí áðüäåéîç ðáñáðÝìðïõìå óôï [7].

Èåþñçìá 3.5.5. Ç ãëþóóá L ðáñÜãåôáé áðü ìßá LR(0) ãñáììáôéêÞ áí êáé
ìüíï áí åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ìå ôçí éäéüôçôá
ðñïèÝìáôïò.

Áðü ôï ðáñáðÜíù ïäçãïýìáóôå Üìåóá óå Ýíáí áêñéâÞ ÷áñáêôçñéóìü ôùí íôå-
ôåñìéíéóôéêþí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá:

Ðüñéóìá 3.5.1. Ç L åßíáé ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
áí êáé ìüíï áí ç L$ ðáñÜãåôáé áðü ìßá ãñáììáôéêÞ LR(0).

3Ìßá ôÝôïéá åßíáé ç S → a |S :
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Áðüäåéîç. Áí ç L åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, ôüôå
åßíáé êáé ç L$, êáèþò åýêïëá êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá DPDA ãéá ôçí L$. ÅîÜë-
ëïõ, ãéá ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá L, ç L$ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ðñïèÝìáôïò, êáé áðü
ôï Èåþñçìá 3.5.5 óõíÜãåôáé üôé ç L$ ðáñÜãåôáé áðü ìßá LR(0) ãñáììáôéêÞ.

Áíôßóôñïöá, áí ç L$ ðáñÜãåôáé áðü ìßá LR(0) ãñáììáôéêÞ, ôüôå ëüãù
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.5.5, ç L$ åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá. Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé áí ç L1 åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá êáé ç L2 êáíïíéêÞ ãëþóóá, ôüôå ç L1=L2 åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ
ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá, üðïõ

L1=L2 = {x | õðÜñ÷åé w ∈ L2 ôÝôïéï þóôå xw ∈ L1}:
Áöïý ëïéðüí L = L$={$}; ðñïêýðôåé üôé ç L åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá
÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.

Áðü ôï Èåþñçìá 3.5.5 öáßíåôáé üôé ç óõíèÞêç ôùí LR(0) ãñáììáôéêþí åßíáé
ìÜëëïí õðåñâïëéêÜ ðåñéïñéóôéêÞ þóôå íá ðáñá÷èïýí âïëéêÝò, öõóéêÝò ãñáì-
ìáôéêÝò ãéá ôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý. Áí üìùò ðñïóèÝóïõìå ôç äõíá-
ôüôçôá ãéá ðñüâëåøç áêüìá åíüò óõìâüëïõ, öôÜíïõìå óå ìßá êëÜóç ãñáììá-
ôéêþí åîáéñåôéêÞò óçìáóßáò ãéá ôï ó÷åäéáóìü ìåôáãëùôôéóôþí, êáèþò ðáñÜ-
ãïõí ãëþóóåò áñêåôÜ åõñåßåò, þóôå íá ðåñéëáìâÜíïõí ó÷åäüí êÜèå ãëþóóá
ðñïãñáììáôéóìïý, êáé ôáõôü÷ñïíá áñêåôÜ ðåñéïñéóìÝíåò, þóôå íá áíáëýï-
íôáé óõíôáêôéêÜ ìå áðïäïôéêü ôñüðï: ôéò íôåôåñìéíéóôéêÝò ãëþóóåò ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá.

Óôï éäéáßôåñá ðåñéåêôéêü [12]|ðïõ, ãåíéêåýïíôáò ìéá óåéñÜ áðü äçìï-
óéåýóåéò ó÷åôéêÝò ìå õðïêëÜóåéò ôùí CFGs ðïõ Ý÷ïõí áðïäïôéêïýò áëãïñßè-
ìïõò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò, åéóÜãåé ôéò LR(k) ãñáììáôéêÝò|äåß÷íåôáé üôé ç
ãëþóóá êÜèå LR(k) ãñáììáôéêÞò åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõì-
öñáæüìåíá, êáé êÜèå íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ðáñÜãåôáé
áðü ìßá LR(1) ãñáììáôéêÞ.

Èåþñçìá 3.5.6. Ç L åßíáé ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
áí êáé ìüíï áí ðáñÜãåôáé áðü ìßá ãñáììáôéêÞ LR(1).

¸ôóé, óå ü,ôé áöïñÜ ôéò ãñáììáôéêÝò LR(k), óôçí ïõóßá ìüíï ïé ðåñéðôþóåéò
k = 0 êáé k = 1 åßíáé óçìáíôéêÝò.

ÖõóéêÜ, ðñïêåéìÝíïõ íá åëÝãîïõìå áí ìßá ãñáììáôéêÞ åßíáé LR(k), õðÜñ-
÷ïõí ðïëý ðéï áðïäïôéêïß ôñüðïé áðü ôïí Üìåóï Ýëåã÷ï ôïõ åÜí éêáíïðïéåßôáé
ç óõíèÞêç ðïõ äþóáìå óôïí ïñéóìü. ÊÜðïéïé áðü áõôïýò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé óõ÷íÜ óôï ó÷åäéáóìü ìåôáãëùôôéóôþí, åêôåëïýí ôáõôü÷ñïíá êáé ôçí
êáôáóêåõÞ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ ãéá ôç äåäïìÝíç ãñáììá-
ôéêÞ, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé üíôùò LR(k). Áõôüò, âÝâáéá, äåí åßíáé ðáñÜ

39



3.5. ÓõíôáêôéêÞ áíÜëõóç

Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü áõôüìáôï óôïßâáò, ðïõ, üðùò åßðáìå óôçí áñ÷Þ ôçò õðïå-
íüôçôáò, ëåéôïõñãåß ìå Ýíáí ðñùôüôõðï ôñüðï.

Ôï áõôüìáôï óôïßâáò áõôÞ ôç öïñÜ ôïðïèåôåß óôç óôïßâá ôï ðñþôï óýì-
âïëï ôçò åéóüäïõ êáé, óå êÜèå âÞìá, åßôå áíôéêáèéóôÜ ôç óõìâïëïóåéñÜ �R ôçò
êïñõöÞò ôçò óôïßâáò ìå ôï áñéóôåñü ìÝëïò êÜðïéïõ êáíüíá ôçò ãñáììáôéêÞò
Á→ �; åßôå, áí áðïöáóßóåé üôé äåí Ý÷åé öôÜóåé óôï êáôÜëëçëï óçìåßï ãéá íá
åöáñìüóåé (áíôßóôñïöá) êÜðïéïí êáíüíá, äéáâÜæåé ôï åðüìåíï óýìâïëï ôçò
åéóüäïõ êáé ôï åéóÜãåé óôç óôïßâá.4 Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ôï áõôüìáôï ðåôõ-
÷áßíåé íá ðñïóïìïéþóåé áêñéâþò, áëëÜ óå áíôßóôñïöç óåéñÜ, äçëáäÞ áðü ôï
ôåëåõôáßï âÞìá ðñïò ôï ðñþôï, ôéò äåîéüôåñåò ðáñáãùãÝò ôçò ãñáììáôéêÞò.

Ðáñáôçñïýìå, âÝâáéá, üôé óå êÜèå óôéãìÞ ôï áõôüìáôï Ýñ÷åôáé áíôéìÝôùðï
ìå ðïëëÝò åðéëïãÝò. ÓõãêåêñéìÝíá, ðñÝðåé íá áðïöáóßæåé åÜí èá åöáñìüóåé
êÜðïéïí êáíüíá Þ èá åéóÜãåé óôç óôïßâá ôï åðüìåíï óýìâïëï, áëëÜ êáé ìå
ðïéïí ôñüðï èá åöáñìüóåé êáíüíá, äçëáäÞ ðüóá óýìâïëá ôçò óôïßâáò èá áíôé-
êáôáóôÞóåé êáé ìå ðïéá ìåôáâëçôÞ. ¼ëá ôá ðáñáðÜíù óå ìßá LR(k) ãñáì-
ìáôéêÞ êáèïñßæïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñüâëåøçò. Óôçí ðñÜîç áõôü ãßíåôáé
åöéêôü ìå äéÜöïñá ìÝóá, üðùò ìå ôïí ïñéóìü êÜðïéáò ó÷Ýóçò ðñïôåñáéüôç-
ôáò, Þ áêüìá êáé ìå ôçí êáôáóêåõÞ åíüò ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ, ôá ïðïßá
óõìâïõëåõüìåíï ôï áõôüìáôï óôïßâáò ìðïñåß íá ëåéôïõñãÞóåé.

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá ôçò óõíôáêôéêÞò áíÜëõóçò ó÷ïëéÜæïíôáò|áöïý
ôïíßóïõìå îáíÜ üôé äåí õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò âÝëôéóôïò ôñüðïò óõíôáêôé-
êÞò áíÜëõóçò, áëëÜ äéáöïñåôéêÝò ìÝèïäïé åßíáé êáôÜëëçëåò ãéá äéáöïñåôéêÝò
ãñáììáôéêÝò|ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò äýï êëÜóåéò ãñáììáôéêþí ðïõ åîåôÜ-
óáìå.

Èåþñçìá 3.5.7. Ãéá êÜèå k ≥ 0, ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü
ìßá ãñáììáôéêÞ LL(k) ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí êëÜóç åêåßíùí ðïõ ðáñÜãïíôáé
áðü ìßá ãñáììáôéêÞ LR(1).

Ôï ðáñáðÜíù ðçãÜæåé áðü ôéò äçìïóéåýóåéò ôùí Lewis êáé Steams (1968),
êáé Rosenkrantz êáé Steams (1970), êáé, äåäïìÝíïõ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.5.6,
äçëþíåé üôé, óå áíôßèåóç ìå ôéò LR(k), ïé LL(k) ãñáììáôéêÝò äåí åðáñêïýí
ãéá ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí íôåôåñìéíéóôéêþí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.

4Óçìåéþíïõìå üôé ôï � âñßóêåôáé áíôßóôñïöá óôç óôïßâá, åðåéäÞ ç öïñÜ ìå ôçí ïðïßá ôï
áõôüìáôï äéáâÜæåé ôá óýìâïëá ôçò åéóüäïõ êáé ôá ôïðïèåôåß óôç óôïßâá åßíáé áðü áñéóôåñÜ
ðñïò ôá äåîéÜ.
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ÊåöÜëáéï 4

Ç õðüëïéðç éåñáñ÷ßá

Ùò ôï óçìåßï áõôü ðáñïõóéÜóáìå ôéò äýï ðéï óçìáíôéêÝò (êáé ìå ôïõò ðåñéó-
óüôåñïõò ðåñéïñéóìïýò) êëÜóåéò ãëùóóþí ôçò éåñáñ÷ßáò Chomsky, êáèþò êáé
ôç óýíäåóÞ ôïõò ìå äéÜöïñá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá. Åßäáìå üôé ôá ðåðåñá-
óìÝíá áõôüìáôá åßíáé £êáëÜ¤ ìïíôÝëá ìç÷áíþí ìå ðåñéïñéóìÝíç ìíÞìç, åíþ
ôá áõôüìáôá óôïßâáò åßíáé £êáëÜ¤ ìïíôÝëá ìç÷áíþí ìå áðåñéüñéóôç ìíÞìç ðïõ
÷ñçóéìïðïéåßôáé ìå ôïí last-in, �rst-out ôñüðï ìßáò óôïßâáò. Êáéñüò åßíáé íá
åðéóçìÜíïõìå üôé êÜðïéåò ðïëý áðëÝò åñãáóßåò åßíáé ðÝñáí ôùí äõíáôïôÞôùí
áõôþí ôùí ìïíôÝëùí, áöïý, óôçí ïõóßá, åßíáé õðåñâïëéêÜ ðåñéïñéóìÝíá þóôå
íá õðçñåôÞóïõí ùò ìïíôÝëá õðïëïãéóôþí ãåíéêÞò ÷ñÞóçò.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åîåôÜóïõìå ôéò äýï ðéï ãåíéêÝò êëÜóåéò ãëùóóþí
ôçò éåñáñ÷ßáò, ôéò L0 êáé L1, ðïõ üìùò åßíáé ðïëý ëéãüôåñï ÷ñÞóéìåò áðü
ðñáêôéêÞò ðëåõñÜò, êáèþò åßíáé áñêåôÜ äýóêïëï íá ôéò ÷åéñéóôïýìå. ÐÜëé èá
äïýìå ðáñÜëëçëá êáé ôá áíôßóôïé÷á õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ ó÷åôßæïíôáé
ìå áõôÝò, åíþ èá êëåßóïõìå ìå ìßá óõãêåíôñùôéêÞ åðéóêüðçóç ôçò éåñáñ÷ßáò.

4.1 Ãëþóóåò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò

Îåêéíïýìå ìå ôçí åõñýôåñç áðü ôéò äýï êëÜóåéò, ðïõ åßíáé êáé ç êïñõöÞ ôçò
éåñáñ÷ßáò, ôçí êëÜóç L0 ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. Áí êáé, üðùò
åßðáìå, ïé ãëþóóåò áõôÝò ðáñïõóéÜæïõí åëÜ÷éóôï ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí, ç
èåùñçôéêÞ ôïõò áîßá åßíáé áíôßóôñïöá áíÜëïãç. Áõôü ïöåßëåôáé óôçí áðï-
êÜëõøç üôé óõíäÝïíôáé Üìåóá ìå ôéò ìç÷áíÝò Turing, êáé, êáô' åðÝêôáóç, ìå
ôéò áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÝò ãëþóóåò.
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4.1.1 Ìßá êáíïíéêÞ ìïñöÞ ãéá ôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðåñéïñé-
óìïýò

¼ðùò ôçí Ý÷ïõìå ïñßóåé, ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò äåí åßíáé õðü
êáìßá Ýííïéá ðåñéóóüôåñï åîåéäéêåõìÝíç áðü ìßá ôõ÷áßá ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ,
üðïõ üëåò ïé ìïñöÝò êáíüíùí åßíáé åðéôñåðôÝò, áñêåß ðÜíôá íá ðëçñïýôáé ç
óõíèÞêç ðïõ áðáéôåß ôï áñéóôåñü ìÝëïò íá ðåñéëáìâÜíåé ìéá ìåôáâëçôÞ. Äåß-
÷íåôáé, üìùò, üôé áêüìá êáé ìéá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò ìðïñåß íá
Ýñèåé óå Ýíá åßäïò êáíïíéêÞò ìïñöÞò. Ç ìïñöÞ áõôÞ áðïôåëåß ìßá ãåíßêåõóç
ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò Kuroda, ðïõ åöáñìüæåôáé óôéò ãñáììáôéêÝò ìå óõì-
öñáæüìåíá êáé èá áíáðôýîïõìå ðéï êÜôù.

Èåþñçìá 4.1.1. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò åßíáé éóïäýíáìç ìå
ìßá ãñáììáôéêÞ G′ = (V; T; P; S); ôçò ïðïßáò êÜèå êáíüíáò åßíáé óå ìßá áðü
ôéò ðáñáêÜôù ìïñöÝò:

• S → "

• A→ a

• A→ B

• A→ BC

• AB → AC

• AB → CB

• AB → B

üðïõ A;B;C ∈ V; a ∈ T êáé ôï S åìöáíßæåôáé ìüíï óôá áñéóôåñÜ ìÝëç ôùí
êáíüíùí.

ÉäÝá áðüäåéîçò. Åêôåëïýìå óôçí áñ÷éêÞ ãñáììáôéêÞ ìéá óåéñÜ áðü ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïýò, þóôå íá áðïêôÞóïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ óôçí ðáñáðÜíù êáíïíéêÞ
ìïñöÞ, ðïõ ðáñÜãåé ôçí ßäéá ãëþóóá. ËåðôïìÝñåéåò óôï [16].

4.1.2 Ìç÷áíÝò Turing

Óôñåöüìáóôå ôþñá óå Ýíá ìïíôÝëï ðïëý ðéï éó÷õñü áðü ôï ðåðåñáóìÝíï áõ-
ôüìáôï, ôïõ ïðïßïõ ç ãÝííçóç ôï 1936 áðü ôïí Alan Turing Ýäùóå ôá èåìÝëéá
ãéá ôç Èåùñßá Õðïëïãéóìïý, êáèþò áðÝöåñå ìßá êïéíþò áðïäåêôÞ ôõðïðïßçóç
ãéá ôç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôïõ £áëãïñßèìïõ¤. Ç ìç÷áíÞ Turing TM åßíáé áñ-
êåôÜ üìïéá ìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï· Ý÷ïíôáò, üìùò, áðåñéüñéóôç ìíÞìç
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ìå ôç ìïñöÞ ìßáò Üðåéñçò ôáéíßáò, óôçí ïðïßá ìðïñåß íá êéíåßôáé êáé ðñïò
ôéò äýï êáôåõèýíóåéò êáé, ü÷é ìüíï íá äéáâÜæåé, áëëÜ åðéðëÝïí íá ãñÜöåé,
áðïôåëåß Ýíá ðïëý ðéï áêñéâÝò ìïíôÝëï õðïëïãéóôÞ.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ç ìç÷áíÞ Turing, üóï ðñùôüãïíç êé áí öáßíåôáé,
ìðïñåß íá êÜíåé ïôéäÞðïôå ìðïñåß íá êÜíåé Ýíáò çëåêôñïíéêüò õðïëïãéóôÞò
êáé äåí áíôéðñïóùðåýåé áðëþò áêüìá ìßá êëÜóç áõôïìÜôùí ðïõ äýíáôáé íá
åîåëé÷èåß óå Ýíá ðéï éó÷õñü åßäïò. ¸ôóé, ïðïéáäÞðïôå ðñïóðÜèåéá íá ôçí
£åíéó÷ýóïõìå¤ äåí Ý÷åé êáíÝíá áðïôÝëåóìá êáé ôá ðïéêßëá åßäç £åðáõîçìÝíçò¤
ìç÷áíÞò Turing ðïõ Ý÷ïõí êáôÜ êáéñïýò ðñïôáèåß1 ìðïñïýí óå êÜèå ðåñß-
ðôùóç íá ðñïóïìïéùèïýí áðü ôï âáóéêü, ðñüôõðï ìïíôÝëï. Ìå ëßãá ëüãéá,ç
ìç÷áíÞ Turing äåß÷íåé íá åßíáé ç áðüëõôç õðïëïãéóôéêÞ ìç÷áíÞ, ôï ôÝëïò ôçò
ðïñåßáò ìáò ðñïò üëï êáé ðéï éó÷õñÜ áõôüìáôá.

ÔõðéêÜ, ìßá ìç÷áíÞ Turing (Turing machine) åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç
åðôÜäá M = (Q;Ó; Ã; ä; q0; B; F ); üðïõ

• Q åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí,

• Ó åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ),

• Ã åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï ôáéíßáò), ôÝôïéï þóôå Ó ⊆ Ã;

• ä : Q×Ã * Q×Ã×{L;R} åßíáé ìßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, ç óõíÜñôçóç
ìåôÜâáóçò,

• q0 ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç,

• B ∈ Ã − Ó åßíáé ôï êåíü óýìâïëï,

• F ⊆ Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåëéêþí êáôáóôÜóåùí.

Áñ÷éêÜ ç åßóïäïò åéóÜãåôáé óôçí ôáéíßá, êáé, êáèþò ç åßóïäïò åßíáé ðåðåñáóìÝ-
íïõ ìÞêïõò, åíþ ç ôáéíßá Üðåéñïõ, ôï õðüëïéðï ôçò ôáéíßáò äåîéÜ êáé áñéóôåñÜ
ôçò åéóüäïõ ðåñéÝ÷åé ôï êåíü óýìâïëï Â. Èåùñïýìå üôé ç áíÜãíùóç ôùí ðå-
ñéå÷ïìÝíùí ôçò ôáéíßáò ãßíåôáé ìÝóù ìßáò êåöáëÞò, ðïõ óôçí áñ÷Þ âñßóêåôáé
óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò åéóüäïõ. Óå êÜèå âÞìá ç Ì áíé÷íåýåé ìå ôçí êåöáëÞ
ôçò Ýíá óýìâïëï ôçò ôáéíßáò êáé, óýìöùíá ìå ôéò åðéâïëÝò ôçò óõíÜñôçóçò
ìåôÜâáóçò, ãñÜöåé Ýíá óýìâïëï áðü ôï áëöÜâçôï ôáéíßáò óôç èÝóç ôïõ (ðïõ
äåí áðïêëåßåôáé íá åßíáé êáé ôï ßäéï), êéíåß ôçí êåöáëÞ ìßá èÝóç áñéóôåñÜ Þ
äåîéÜ2 êáé ðåñíÜ óôçí åðüìåíç êáôÜóôáóç.

1ÅíäåéêôéêÜ ìüíï, áíáöÝñïõìå ôéò TMs ìå ðïëëáðëÝò Þ ðïëõäéÜóôáôåò ôáéíßåò êáé ôéò
TMs ìå ðïëëáðëÝò êåöáëÝò.

2Tï L óõìâïëßæåé £áñéóôåñÜ¤ êáé ôï R £äåîéÜ¤.
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Åöüóïí ç ôáéíßá ôçò åßíáé Üðåéñç, åßíáé áäýíáôï íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êá-
ôÜóôáóç ôçò ëåéôïõñãßáò ôçò Ì áêñéâþò. ¸ôóé, óôçí ðåñéãñáöÞ ìáò ðåñé-
ëáìâÜíïõìå ìüíï ôï êïììÜôé ôçò ôáéíßáò ðïõ âñßóêåôáé áíÜìåóá óôá Üðåéñá
êåíÜ (öõóéêÜ óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ, åíäå÷ïìÝíùò, êáé ôïõ êïììáôéïý áíÜ-
ìåóá óôçí êåöáëÞ êáé ôï ðñþôï ìç êåíü óýìâïëï). Áõôü óßãïõñá åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï, áöïý óå ðåðåñáóìÝíá âÞìáôá ç êåöáëÞ ìðïñåß íá áíé÷íåýóåé ìüíï
ðåðåñáìÝíï ðëÞèïò óõìâüëùí. ÅðïìÝíùò ïñßæïõìå ùò óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç
ôçò ÔÌ Ì Ýíá êáôÜëëçëï óôïé÷åßï ôïõ Q × Ã∗ × Ã∗ êáé èåùñïýìå üôé óôç
óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç (q; �;X�); ôï óýìâïëï óôï ïðïßï âñßóêåôáé ç êåöáëÞ
åßíáé ôï X.

Ïé ó÷Ýóåéò ôçò ðáñáãùãÞò óå Ýíá âÞìá `Ì êáé ðáñáãùãÞò `∗Ì ïñßæï-
íôáé ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï êáé äå èá ìðïýìå óôéò ëåðôïìÝñåéåò. ×áñáêôçñé-
óôéêÜ áíáöÝñïõìå üôé áí ä(q;X) = (q′; X ′; L) ôüôå

(q; ";X�) `M (q′; "; BX ′�);

êáé áí X ′ = B; ôüôå
(q; �Y;X) `M (q′; �; Y ):

Áðïäï÷Þ êáé ãëþóóåò

¼ðùò êáé ìå ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá, èá èåùñïýìå üôé ç áðïäï÷Þ ìßáò
ëÝîçò áðü ìéá ÔÌ ëáìâÜíåé ÷þñá üôáí ç ìç÷áíÞ ïäçãçèåß óå êÜðïéá ôåëéêÞ
êáôÜóôáóç. Áõôü üìùò ìå ôç äéáöïñÜ üôé ç ìç÷áíÞ Turing äåí åßíáé õðï-
÷ñåùìÝíç, üðùò ôï ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, íá äéáâÜóåé ïëüêëçñç ôçí åßóïäï
ðñïôïý ôç äå÷ôåß. ¸ôóé, ëÝìå üôé ç óõìâïëïóåéñÜ w ∈ Ó∗ ãßíåôáé äåêôÞ
áðü ôç Ì , áí õðÜñ÷ïõí q ∈ F êáé �; � ∈ Ã∗; Ýôóé þóôå

(q0; "; w) `∗M (q; �; �):

Ùò ãëþóóá ôçò TM Ì ïñßæïõìå ôçí

L(M) = {w ∈ Ó∗ | (q0; "; w) `∗M (q; �; �) ãéá êÜðïéá q ∈ F; �; � ∈ Ã∗}:

ÐáñÜäåéãìá 4.1.1. HM = ({q0; q1; q2; q3; q4}; {0; 1}; {0; 1; X; Y;B}; ä; q0; B;
{q4}); ìå ôç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ä ðïõ öáßíåôáé óôïí Ðßíáêá 4.1, åßíáé ìßá
ìç÷áíÞ Turing ðïõ äÝ÷åôáé ôç ãëþóóá L(M) = {0n1n | n ≥ 1}:
Ïé ãëþóóåò ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ Turing êáëïýíôáé áíá-
äñïìéêÜ áðáñéèìçôÝò (recursively enumerable) ãëþóóåò.

Ìßá Üëëç óçìáíôéêÞ Ýííïéá ó÷åôéêÞ ìå ôéò ìç÷áíÝò Turing åßíáé áõôÞ ôïõ
ôåñìáôéóìïý. ËÝìå üôé ç Ì ôåñìáôßæåé (halts), üôáí êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü
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0 1 X Y B
q0 (q1; X;R) { { (q3; Y; R) {
q1 (q1; 0; R) (q2; Y; L) { (q1; Y; R) {
q2 (q2; 0; L) { (q0; X;R) (q2; Y; L) {
q3 { { { (q3; Y; R) (q4; B;R)
q4 { { { { {

Ðßíáêáò 4.1: Ðßíáêáò êáôáóôÜóåùí ãéá ôçí TM ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 4.1.1.

ôçò Ýñèåé áíôéìÝôùðç ìå Ýíá æåýãïò êáôÜóôáóçò êáé óõìâüëïõ (q;X); ãéá ôï
ïðïßï ç (ìåñéêÞ) óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ä äåí åßíáé ïñéóìÝíç.

ÄåäïìÝíçò ìßáò ÔÌ, ìðïñïýìå íá õðïèÝôïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêü-
ôçôáò üôé ç ÔÌ ôåñìáôßæåé üðïôå äÝ÷åôáé ôçí åßóïäü ôçò. Áíôßèåôá, äåí åßíáé
ðÜíôïôå äõíáôü íá áðáéôÞóïõìå üôé ìéá ÔÌ ôåñìáôßæåé, áêüìá êáé üôáí äå äÝ-
÷åôáé ôçí åßóïäï, êáèþò ãéá êÜðïéåò åéóüäïõò ç ÔÌ ìðïñåß íá ìçí ôåñìáôßæåé
ðïôÝ. Ïé ãëþóóåò åêåßíåò, ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Turing ðïõ ôåñ-
ìáôßæåé ãéá êÜèå åßóïäï|áíåîÜñôçôá áðü ôï åÜí ôç äÝ÷åôáé Þ ü÷é|ëÝãïíôáé
áíáäñïìéêÝò (recursive) ãëþóóåò. ¼ðùò åßíáé ãíùóôü, ôï óýíïëï ôùí áí-
äñïìéêþí ãëùóóþí ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óå åêåßíï ôùí áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôþí.

4.1.3 Áõôüìáôá ìå äýï óôïßâåò

¸÷åé åíäéáöÝñïí óôï óçìåßï áõôü íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ìç÷áíÞ Turing äåí
åßíáé ôï ìüíï åßäïò ìç÷áíÞò ðïõ áõîÜíåé ôçí éó÷ý åíüò áõôïìÜôïõ óôïßâáò.
Ç ðñþôç éäÝá ðïõ Ýñ÷åôáé óôï íïõ ãéá êÜôé ôÝôïéï åßíáé ìÜëëïí ç åíßó÷õóç
ôïõ áõôïìÜôïõ óôïßâáò ìå ìßá áêüìá óôïßâá. ¸ôóé ãåííéÝôáé ôï áõôüìáôï
äýï óôïéâþí, ðïõ, êáôÜ Ýíá èáõìáóôü ôñüðï, åßíáé ìå äýï ìüëéò óôïßâåò Þäç
ôüóï éó÷õñü, þóôå íá ìçí ìðïñïýìå íá áõîÞóïõìå êé Üëëï ôçí éó÷ý ôïõ, êáé
ðñïêýðôåé õðïëïãéóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôç ìç÷áíÞ Turing.

¸íá áõôüìáôï ìå äýï óôïßâåò3 (two-pushdown automaton 2-PDA)
åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç åðôÜäá T = (Q;Ó; Ã; ä; Z0; F ); üðïõ

• Q åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí,

• Ó åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ),
3Èåùñïýìå, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áðëïý áõôïìÜôïõ óôïßâáò, ôç ìç íôåôåñìéíé-

óôéêÞ åêäï÷Þ. Áíôßèåôá, üìùò, áðü ôï áõôüìáôï óôïßâáò, êáé óå óõìöùíßá ìå ôç ìç÷áíÞ
Turing, ï ìç íôåôåñìéíéóìüò óôï áõôüìáôï ìå äýï óôïßâåò äåí åßíáé ðáñÜ áðëþò Ýíá ôå÷íéêü
÷áñáêôçñéóôéêü. Äåí Ý÷åé åðéññïÞ óôçí õðïëïãéóôéêÞ ôïõ éó÷ý êáé ùò ðñïò áõôÞ äåí ôïõ
ðáñÝ÷åé õðåñï÷Þ áðü ôï ìç íôåôåñìéíéóôéêü.
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• Ã åßíáé Ýíá áëöÜâçôï (ôï áëöÜâçôï óôïßâáò), ôÝôïéï þóôå Ó ⊆ Ã;

• ä : Q × Ã × Ã → P(Q × Ã × {L;R;N;E; I}) åßíáé ç óõíÜñôçóç
ìåôÜâáóçò,

• q0 ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç,

• Æ0 ∈ Ã − Ó åßíáé ôï áñ÷éêü óýìâïëï óôïßâáò,

• F ⊆ Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåëéêþí êáôáóôÜóåùí.

Ôï Ô îåêéíÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò åéóüäïõ w = x1x2 : : : xn ∈ Ó∗ ôïðïèåôþíôáò
óôçí ðñþôç óôïßâá ìüíï ôï áñ÷éêü óýìâïëï Æ0 êáé óôç äåýôåñç ôçí åßóïäï
w áíôßóôñïöá, äçëáäÞ Ýôóé þóôå ôï xn íá âñßóêåôáé óôïí ðÜôï ôçò äåýôåñçò
óôïßâáò êáé ôï x1 óôçí êïñõöÞ. Óå áíôßèåóç ìå ôï áõôüìáôï ìßáò óôïßâáò,
åäþ äåí õðÜñ÷åé îå÷ùñéóôÞ £ôáéíßá¤ áðü ôçí ïðïßá äéáâÜæåôáé ç åßóïäïò.

Ïé êéíÞóåéò ôïõ Ô óå êÜèå âÞìá êáèïñßæïíôáé ìÝóù ôçò ä áðü ôçí êáôÜ-
óôáóç óôçí ïðïßá áõôü âñßóêåôáé, êáèþò êáé áðü ôï óýìâïëï ôçò êïñõöÞò
êÜèå ìßáò áðü ôéò äýï óôïßâåò. ÊÜèå ôÝôïéá êßíçóç ðåñéëáìâÜíåé áðáñáéôÞôùò
ôçí åéóáãùãÞ åíüò óõìâüëïõ óôçí êïñõöÞ êÜðïéáò óôïßâáò. Ï óõãêåêñéìÝ-
íïò ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï èá ãßíåé áõôü õðáãïñåýåôáé áðü ôá ðÝíôå óýìâïëá
L;R;N;E; I ðïõ £åîÜãåé¤ ç ä êáé ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå éóÜñéèìïõò äéáöïñå-
ôéêïýò ôýðïõò êéíÞóåùí: L ãéá £áñéóôåñÜ¤ (left-shift), R ãéá £äåîéÜ¤ (right-
shift), N ãéá £óôáóéìüôçôá¤ (no-shift), E ãéá £äéáãñáöÞ¤ (erase) êáé I ãéá
£åéóáãùãÞ¤ (insert).

¸ôóé, ùò óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ Ô ïñßæïõìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Q ×
Ã∗ × Ã∗: Áí (q; �; �) åßíáé ìéá óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç, èåùñïýìå üôé � êáé
� åßíáé ôá ðåñéå÷üìåíá ôçò ðñþôçò êáé äåýôåñçò óôïßâáò, áíôßóôïé÷á, êáé
üôé ôï Ô äéáâÜæåé ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï ôïõ � êáé ôï ðñþôï ôïõ �. Ôþñá
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áõóôçñÜ ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ãßíïíôáé ïé êéíÞóåéò
ôïõ Ô. Áí (q; �×;Õ�); (q′; �′; �′) åßíáé äýï óõíïëéêÝò êáôáóôÜóåéò, ëÝìå üôé
ç (q; �×;Õ�) ðáñÜãåé óå Ýíá âÞìá ôç (q′; �′; �′),

(q; �×;Õ�) `Ô (q′; �′; �′);

áí êáé ìüíï áí (q′; Z;D) ∈ ä(q;X; Y ) êáé éó÷ýåé Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù:

1. D = L; �′ = �; �′ = ÆÕ�
2. D = R; �′ = �XZ; �′ = �
3. D = N; �′ = �X; �′ = Z�
4. D = E; �′ = �; �′ = Z�
5. D = I; �′ = �X; �′ = ZY �
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H áíáêëáóôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò `Ô óõìâïëßæåôáé, üðùò óõíÞèùò,
ìå `∗Ô . ¼ðùò óõíÝâç êáé ìå ôï PDA, õðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé ïñéóìïý ôçò
Ýííïéáò ôçò áðïäï÷Þò áðü Ýíá 2-PDA. ¸ôóé, ç ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ
óå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç áðü ôï Ô åßíáé ç

L(Ô) = {w ∈ Ó∗ | (q0; Z0; w) `∗T (q; �; ") ãéá êÜðïéá q ∈ F; � ∈ Ã+};
åíþ ç ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé äåêôÞ ìå êåíÞ óôïßâá áðü ôï T åßíáé ç

N(T ) = {w ∈ Ó∗ | (q0; Z0; w) `∗T (q; "; Z) ãéá êÜðïéá q ∈ Q; Z ∈ Ã}:
Êáé ðÜëé ïé äýï ïñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé êáé ãé' áõôü èá ìéëÜìå ãåíéêÜ ãéá ôç
ãëþóóá ôïõ Ô.

Èåþñçìá 4.1.2. L = L(ÔF ) ãéá êÜðïéï 2-PDA ÔF áí êáé ìüíï áí L =
N(ÔN ) ãéá êÜðïéï 2-PDA ÔN .

ÉäÝá áðüäåéîçò. ÊáôÜ âÜóç ðñïóïìïéþíïíôáò ôç ëåéôïõñãßá ôçò ìéáò ìç÷áíÞò
áðü ôçí Üëëç, ìå ìéêñÝò áëëáãÝò. Ðåñéóóüôåñá ìðïñåß íá äåé êáíåßò óôï [16].

¼ðùò åßðáìå, ôï 2-PDA óôçí ïõóßá äåí åßíáé ðáñÜ áêüìá ìßá åêäï÷Þ ôçò
êëáóéêÞò ÔÌ.

Èåþñçìá 4.1.3. Ãéá êÜèå ÔÌ Ì õðÜñ÷åé Ýíá 2-PDA T ôÝôïéï þóôå L(Ô)=
L(Ì) êáé áíôßóôñïöá, ãéá êÜèå 2-PDA Ô õðÜñ÷åé ìßá ÔÌ Ì ôÝôïéá þóôå
L(Ì)=L(Ô).

ÉäÝá áðüäåéîçò. Åßíáé öáíåñÞ äéáéóèçôéêÜ ç ïìïéüôçôá ôùí áõôïìÜôùí ìå äýï
óôïßâåò ìå ôéò ìç÷áíÝò Turing: Ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå üôé ç ôáéíßá ôçò
ìç÷áíÞò Turing êüâåôáé óôï óçìåßï üðïõ âñßóêåôáé ç êåöáëÞ, êáé ôá ìç
êåíÜ ôìÞìáôá ôùí äýï êïììáôéþí ôïðïèåôïýíôáé óôéò äýï óôïßâåò. Óôçí
ðñþôç åéóÜãåôáé ôï ôìÞìá áñéóôåñÜ ôçò êåöáëÞò, åíþ óôç äåýôåñç åêåßíï
áðü ôï óçìåßï ôçò êåöáëÞò êáé äåîéÜ, ìå ôñüðï þóôå ôá óýìâïëá ðïõ åßíáé
ðëçóéÝóôåñá óôçí êåöáëÞ íá âñßóêïíôáé ðñïò ôçí êïñõöÞ êÜèå óôïßâáò. Ïé
êéíÞóåéò ôçò êåöáëÞò ôçò ÔÌ áíôéóôïé÷ßæïíôáé ÷ùñßò äõóêïëßá óôéò êéíÞóåéò
ôïõ 2-PDA, ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé áêñéâþò ü,ôé êáé ç ÔÌ. Ãéá ôéò ôå÷íéêÝò
ëåðôïìÝñåéåò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé êáíåßò óôï [16].

4.1.4 Ìç÷áíÝò Turing êáé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò

Åßíáé åíôõðùóéáêü|êáé ðñïóäßäåé áêüìá ðåñéóóüôåñï óôç âáñýôçôÜ ôïõò|
üôé ïé ìç÷áíÝò Turing åßíáé éóïäýíáìåò óå ðáñáãùãéêÞ éó÷ý ü÷é ìüíï ìå ôá
áõôüìáôá äýï óôïéâþí, áëëÜ êáé ìå ôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò.
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Ç éóïäõíáìßá áõôÞ äåß÷íåôáé åßôå åõèÝùò, áíÜìåóá óôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò êáé ôéò ìç÷áíÝò Turing, åßôå áíÜìåóá óôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðå-
ñéïñéóìïýò êáé ôá áõôüìáôá ìå äýï óôïßâåò, ìå ÷ñÞóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.1.3.
Ìßá áðüäåéîç ìå ôïí ðñþôï ôñüðï õðÜñ÷åé óôï [7], åíþ ìßá ìå ôïí äåýôåñï
óôï [16].

Ðñüôáóç 4.1.1. Áí ç G åßíáé ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, ôüôå ç
L(G) åßíáé ìßá áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÞ ãëþóóá.

Ðñüôáóç 4.1.2. Áí ç L åßíáé ìßá áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÞ ãëþóóá, ôüôå
L=L(G) ãéá êÜðïéá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò G.

¸ôóé ðñïêýðôåé ôï âáóéêü Èåþñçìá éóïäõíáìßáò ãñáììáôéêþí ÷ùñßò ðåñéï-
ñéóìïýò êáé ìç÷áíþí Turing, ÷Üñç óôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÝò ãëþóóåò ìå óôü÷ï íá
åîÜãïõìå óõìðåñÜóìáôá ãéá ôéò ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, êáé áíôß-
óôñïöá.

Èåþñçìá 4.1.4. Ìßá ãëþóóá åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò áí êáé ìüíï
áí åßíáé áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÞ.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôéò ÐñïôÜóåéò 4.1.1 êáé 4.1.2.

ÐñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå âÝâáéá, üôé ï óõãêåêñéìÝíïò ðñïóäéïñéóìüò ôùí
ãëùóóþí ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò äåí åßíáé êáé ôüóï ÷ñÞóéìïò. Áõôü ïöåßëåôáé
óôï ãåãïíüò üôé ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ãßíåôáé áðïäï÷Þ áðü ìßá ìç÷áíÞ Tur-
ing åßíáé ìÜëëïí ìïíïìåñÞò, ìå ôçí Ýííïéá üôé, åöüóïí ï ôåñìáôéóìüò äåí
åßíáé åîáóöáëéóìÝíïò, äåí ðáñÝ÷åôáé êáìéá ðëçñïöïñßá ãéá ôï ðüôå ç åßóïäïò
äåí áíÞêåé óôç ãëþóóá. Ôï óõãêåêñéìÝíï ÷áñáêôçñéóôéêü üìùò äåí åßíáé
áóõíåðÝò ìå ôç öýóç ôùí ãñáììáôéêþí ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò: Áí áöåíüò ìßá
óõìâïëïóåéñÜ ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðü ìßá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò,
îåêéíþíôáò íá ó÷çìáôßæïõìå ìßá-ìßá üëåò ôéò äõíáôÝò ðáñáãùãÝò, áðü ôéò ìé-
êñüôåñïõ ðñïò ôéò ìåãáëýôåñïõ ìÞêïõò, êÜðïéá óôéãìÞ èá âñïýìå ìßá £óùóôÞ¤
êáé èá óôáìáôÞóïõìå. Áí áöåôÝñïõ äåí õðÜñ÷åé êáìßá ôÝôïéá ðáñáãùãÞ, ç
äéáäéêáóßá áõôÞ èá óõíå÷éóôåß áôÝñìïíá ÷ùñßò íá åßìáóôå óå èÝóç íá óõìðå-
ñÜíïõìå áí õðÜñ÷åé áõôü ðïõ øÜ÷íïõìå.

Óçìåéþíïõìå üôé, áí êáé äåí õðÜãïíôáé óôçí éåñáñ÷ßá ôïõ Chomsky, õðÜñ-
÷ïõí êáé ãñáììáôéêÝò ðïõ ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí ìå ðéï ÷ñÞóéìá åßäç
õðïëïãéóìïý âáóéæüìåíá óôéò ìç÷áíÝò Turing, êáé ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôéò
áíáäñïìéêÝò ãëþóóåò.
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4.2 Ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åîåôÜóïõìå ôçí êëÜóç L1 ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñá-
æüìåíá, ðïõ ðåñéÝ÷åé ãíÞóéá ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá,
áëëÜ ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óå åêåßíç ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò.4 Áí êáé
ç ÷ñçóéìüôçôá ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé áñêåôÜ ðåñéïñéóìÝíç óå
ó÷Ýóç ìå áõôÞ ôùí ÷ùñßò, Ý÷ïõí êáé áõôÝò êÜðïéïí ñüëï óôïí ïñéóìü ôùí
ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý, üôáí ìïíôåëïðïéïýíôáé óôïé÷åßá åõáßóèçôá óôá
óõìöñáæüìåíá. ÐÝñáí áõôïý, åßíáé äéáéóèçôéêÜ åìöáíÝò üôé ïé ó÷åôéæüìåíåò
ìå ôá óõìöñáæüìåíá ðëçñïöïñßåò åßíáé äõíçôéêÜ ÷ñÞóéìåò êáôÜ ôçí åðåîåñãá-
óßá ïðïéáóäÞðïôå ãëþóóáò.

Èá äïýìå üôé ôï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ðïõ óõíäÝåôáé ìå ôéò ãëþóóåò
÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé Ýíá åßäïò ìç÷áíÞò Turing ìå ðåñéïñéóìÝíåò äõíá-
ôüôçôåò, ôï ãñáììéêÜ öñáãìÝíï áõôüìáôï.

4.2.1 ÌïíïôïíéêÝò ãñáììáôéêÝò

Ìßá ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞG = (V; T; P; S) ïíïìÜæåôáé ìïíïôïíéêÞ (monotonic)
Þ ìç öèßíïõóá (noncontracting, nondecreasing) áí ãéá êÜèå êáíüíá � →
� ∈ Ñ; åßíáé |�| ≤ |�|:

ÄçëáäÞ óå ìßá ìïíïôïíéêÞ ãñáììáôéêÞ äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò ðåñéïñéóìüò
ùò ðñïò ôç ìïñöÞ ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò åíüò êáíüíá, áëëÜ ôï ìÞêïò ôïõ
äåîéïý ôïõ ìÝëïõò ïöåßëåé íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí üóï êáé áõôü ôïõ áñéóôåñïý.
¸ôóé, ìßá ìïíïôïíéêÞ ãñáììáôéêÞ åßíáé åê öýóåùò áäýíáôï íá ðáñÜãåé ôçí
êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ "; ðïõ Ý÷åé ìÞêïò 0.

Äåß÷íåôáé üôé ç ìïíïôïíéêüôçôá ôùí êáíüíùí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí éäéü-
ôçôá ôçò åõáéóèçóßáò óôá óõìöñáæüìåíá, ìå ìïíáäéêÞ åîáßñåóç ôïí êáíüíá
S → "; ðïõ åßíáé åðéôñåðôüò óôéò ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ðñïêåéìÝíïõ
íá ðáñá÷èåß ôï ":

Èåþñçìá 4.2.1. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ äåí ðáñÜãåé ôï "
åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé êÜèå ìïíïôïíéêÞ ãñáììáôéêÞ åßíáé êáé ãñáììáôéêÞ ìå
óõìöñáæüìåíá.

ÉäÝá áðüäåéîçò. Åßíáé öáíåñü áðü ôïõò ïñéóìïýò üôé ìßá ãñáììáôéêÞ ìå óõì-
öñáæüìåíá ðïõ äåí ðáñÜãåé ôï " åßíáé ìïíïôïíéêÞ. Óôï [16] ðåñéãñÜöåôáé Ýíáò
áðëüò áëãüñéèìïò ìåôáôñïðÞò ôùí ìïíïôïíéêþí êáíüíùí óå êáíüíåò åõáßóèç-
ôïõò óôá óõìöñáæüìåíá, ÷ùñßò íá ìåôáâëçèåß ç ðáñáãüìåíç ãëþóóá.

4Ãéá ôçí áêñßâåéá, ç L1 ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá áêüìá êáé óôçí êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí
ãëùóóþí. Ðáñ' üëá áõôÜ, ó÷åäüí êÜèå ãëþóóá ðïõ ìðïñåß êáíåßò íá óêåöôåß áíÞêåé óôçí
L1 êáé ç áðüäåéîç ýðáñîçò ãëùóóþí ðïõ äåí áíÞêïõí óå áõôÞ ãßíåôáé êõñßùò ìå ôç ìÝèïäï
ôçò äéáãùíéïðïßçóçò.
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ÅðïìÝíùò, áí êáé ïé ðáñáãùãÝò ôùí ãñáììáôéêþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé
ãåíéêÜ áñêåôÜ ðåñßðëïêåò, ôïõëÜ÷éóôïí óå èåùñçôéêü åðßðåäï ìðïñïýìå íá
ôéò £äéá÷åéñéóôïýìå¤ åýêïëá ÷Üñç óôçí éäéüôçôá ôçò ìïíïôïíéêüôçôáò. ¸ôóé,
áí èÝëïõìå íá áðïöáíèïýìå ãéá ôï åÜí ìéá óõãêåêñéìÝíç ëÝîç w ðáñÜãåôáé
áðü ìßá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá, áñêåß íá åëÝãîïõìå óõóôçìáôéêÜ üëåò
ôéò ðáñáãùãÝò ëÝîåùí ìÞêïõò ôï ðïëý üóï êáé ç w: Áí êáìßá áðü áõôÝò äåí
áðïäßäåé ôç w; ôüôå ç w îåêÜèáñá äåí åßíáé óôç ãëþóóá ôçò ãñáììáôéêÞò,
êáèþò êÜèå Üëëç ðáñáãùãÞ èá áðïäßäåé ëÝîåéò ìåãáëýôåñïõ ìÞêïõò. ¢ëëù-
óôå, áöïý êÜèå áëöÜâçôï åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáãùãþí ðïõ
÷ñåéÜæåôáé íá åëÝãîïõìå åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Áðü ôçí Üëëç, áõôÞ ç äéáäéêáóßá äåí åßíáé êáèüëïõ ðñáêôéêÞ. ÃåíéêÜ
áðáéôïýíôáé ðÜñá ðïëëÜ âÞìáôá ãéá íá åöáñìïóôåß, ìå áðïôÝëåóìá íá åßíáé
óõ÷íÜ áíáãêáßï íá âñåèïýí ðéï áðïäïôéêïß áëãüñéèìïé, ðïõ, ôïõëÜ÷éóôïí ãéá
êÜðïéåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò, åßíáé ãñçãïñüôåñïé. ÔÝôïéåò ôå÷íéêÝò ðåñéãñÜ-
øáìå óôçí Åíüôçôá 3.5, áëëÜ äõóôõ÷þò äïõëåýïõí ìüíï ãéá ôçí ðåñßðôùóç
ôùí ãñáììáôéêþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.

ÔÝëïò, åßíáé öáíåñü üôé ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá äåí åßíáé áðïôåëåóìáôéêÞ
ãéá ìßá ôõ÷ïýóá ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, êáèþò óôéò ðáñáãùãÝò ìéáò
ôÝôïéáò ãñáììáôéêÞò åßíáé äõíáôü âÞìáôá ðïõ ìåéþíïõí ôï ìÞêïò ôçò ëÝîçò íá
äéáäÝ÷ïíôáé åêåßíá ðïõ ôï áõîÜíïõí. Áõôü Ý÷åé ùò óõíÝðåéá íá ìçí ìðïñïýìå,
üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìïíïôïíéêÞò ãñáììáôéêÞò, íá êáèïñßóïõìå êÜðïéï
üñéï ãéá ôï ðïõ èá ôåñìáôéóôåß ï áëãüñéèìïò. Ôï ãåãïíüò áõôü äåß÷íåé êáé ôç
äõóêïëßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò íá áðïöáóßóïõìå áí ìßá ëÝîç áíÞêåé óôç ãëþóóá
ìßáò ãñáììáôéêÞò ãåíéêÜ.

4.2.2 ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ Kuroda êáé ãñáììáôéêÝò ìå ìïíïìåñÞ
óõìöñáæüìåíá

Ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ ïñßóáìå ãéá ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò äåí Þôáí
ðáñÜ Ýíá åßäïò ãåíßêåõóçò ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò Kuroda, ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå
ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá. Ìßá ìïíïôïíéêÞ ãñáììáôéêÞ G = (V; T; P; S)
åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Kuroda (Kuroda normal form), áí êÜèå êáíüíáò
ôçò åßíáé óå ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ìïñöÝò:

• A→ a

• A→ B

• A→ BC

• AB → CD
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üðïõ Á;Â;C;D ∈ V êáé a ∈ T:
Èåþñçìá 4.2.2. ÊÜèå ìïíïôïíéêÞ ãñáììáôéêÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá ãñáì-
ìáôéêÞ óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Kuroda.

Ç áðüäåéîç ðåñéãñÜöåôáé óôï [16]. ¸ôóé ðçãÜæåé Üìåóá ç óýíäåóç ôùí ãñáì-
ìáôéêþí ìå óõìöñáæüìåíá ìå ôçí êáíïíéêÞ ìïñöÞ Kuroda.

Ðüñéóìá 4.2.1. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ äåí ðáñÜãåé ôï "
åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá ãñáììáôéêÞ óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ Kuroda.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôá ÈåùñÞìáôá 4.2.1 êáé 4.2.2.

¸íá åñþôçìá ðïõ ðáñÝìåéíå áíáðÜíôçôï ãéá áñêåôü êáéñü åßíáé åÜí ìðïñïýìå
íá öÝñïõìå ìßá ôõ÷ïýóá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá óå ôÝôïéá ìïñöÞ, þóôå
ïé êáíüíåò ôçò íá Ý÷ïõí óõìöñáæüìåíá áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç ìßá ðëåõñÜ (ôçí
ßäéá ãéá üëïõò)|åßôå ìüíï áñéóôåñÜ, åßôå ìüíï äåîéÜ ôçò ìåôáâëçôÞò ðïõ
áíôéêáèßóôáôáé. Áõôïý ôïõ åßäïõò ïé ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ïíï-
ìÜæïíôáé ãñáììáôéêÝò ìå ìïíïìåñÞ óõìöñáæüìåíá (one-sided context-
sensitive grammars) êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ùò öõóéêÜ åñãáëåßá ãéá ôçí åðå-
îåñãáóßá ëÝîåùí áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ, áêüìá êáé üôáí ç ãëþóóá åßíáé
óôçí ïõóßá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.

Ôï åñþôçìá áðáíôÞèçêå ôåëéêÜ êáôáöáôéêÜ, áëëÜ ìå Ýíáí ìÜëëïí ðåñß-
ðëïêï ôñüðï êáé ç óçìáóßá ôïõ ðáñÝìåéíå èåùñçôéêÞò öýóçò, êáèüôé åßíáé
õðåñâïëéêÜ äýóêïëï íá öôÜóïõìå óå áõôïý ôïõ åßäïõò ôçí êáíïíéêÞ ìïñöÞ
ãéá ìßá ôõ÷ïýóá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá.

Èåþñçìá 4.2.3. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá
ãñáììáôéêÞ ìå ìïíïìåñÞ óõìöñáæüìåíá.

Ç áðüäåéîç Ýãéíå áðü ôïí M. Pentonnen ôï 1974 ìå áñêåôÜ ðåñßðëïêï ôñüðï,
÷ñçóéìïðïéþíôáò éäÝåò ôùí Haines êáé Gladkij. Ðïëý ðéï åýêïëï åßíáé íá
äåé÷ôåß ôï êÜðùò áóèåíÝóôåñï áðïôÝëåóìá, ðïõ äçëþíåé üôé êáíüíåò ìå åõáé-
óèçóßá óôá áñéóôåñÜ óõìöñáæüìåíá (left-context sensitive), óå óõíäõáóìü
ìå áíáóôñÝöïíôåò (inverting) êáíüíåò ôçò ìïñöÞò AB → BA; åðáñêïýí ãéá
ôçí ðáñáãùãÞ ïðïéáóäÞðïôå ãëþóóáò ìå óõìöñáæüìåíá.

Èåþñçìá 4.2.4. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ äåí ðáñÜãåé ôï
" åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá ãñáììáôéêÞ G′ = (V ′; T ′; P ′; S′); ôçò ïðïßáò ïé
êáíüíåò Ý÷ïõí ôéò ìïñöÝò:

• Á→ a

• A→ B
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• A→ BC

• AB → AC

• AB → BA

üðïõ A;B;C ∈ V ′; a ∈ T ′:
ÉäÝá áðüäåéîçò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï Ðüñéóìá 4.2.1, áðïìÝíåé íá áðáëëá-
÷èïýìå áðü ôïõò êáíüíåò ôçò ìïñöÞò AB → CD: Áõôü ãßíåôáé ìå ôçí åéóá-
ãùãÞ ìéáò óåéñÜò áðü íÝïõò êáíüíåò ôçò ìïñöÞò EF → EG êáé EF → FE,
ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï [16].

4.2.3 ÃñáììéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá

¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå, õðÜñ÷åé ðëçèþñá ðáñáëëáãþí ôçò ðñüôõðçò ìç÷áíÞò
Turing, ç êáèåìßá áðü ôéò ïðïßåò ðáñáìÝíåé ðåéóìáôéêÜ éóïäýíáìç ìå ôçí
áñ÷éêÞ. ÅÜí, üìùò, åðéëÝîïõìå íá ðåñéïñßóïõìå ôï êïììÜôé ôçò ôáéíßáò ðïõ
äéáôßèåôáé ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò, èá ïäçãçèïýìå óå Ýíá ìïíôÝëï ìå áõóôçñÜ
ìéêñüôåñç éó÷ý. Áõôü åßíáé ôï ãñáììéêÜ öñáãìÝíï áõôüìáôï.

¸íá ãñáììéêÜ öñáãìÝíï áõôüìáôï (linear bounded automaton LBA)
Þ åðß ôüðïõ áðïäÝêôçò (in-place acceptor) åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç ïêôÜäá

M = (Q;Ó; Ã; ä; q0; c| ; $; F );

üðïõ ôá Q;Ó; Ã; ä; q0; F åßíáé üðùò ïñßóôçêáí ãéá ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç-
÷áíÞ Turing. Ôá c| ; $ åßíáé åéäéêÜ óýìâïëá ôïõ Ã: ï áñéóôåñüò êáé ï äåîéüò
äåßêôçò ôÝëïõò (endmarker), áíôßóôïé÷á.

Ïé äåßêôåò ôÝëïõò âñßóêïíôáé óôçí ôáéíßá áñ÷éêÜ êáé ç åßóïäïò åéóÜãåôáé
áíÜìåóÜ ôïõò, ÷ùñßò ïé ßäéïé íá èåùñïýíôáé ìÝñïò ôçò åéóüäïõ. Ç êåöáëÞ
ôïõ LBA äåí ìðïñåß íá êéíçèåß áñéóôåñÜ ôïõ c| Þ äåîéÜ ôïõ $, ïýôå êáé íá
ãñÜøåé Üëëá óýìâïëá óôç èÝóç ôïõò, äéáãñÜöïíôÜò ôïõò. ¸ôóé, Ýíá LBA åßíáé
êáôÜ âÜóç ìßá ìç÷áíÞ Turing, ç ïðïßá, áíôß íá Ý÷åé Üðåéñç ôáéíßá ãéá ôïõò
õðïëïãéóìïýò ôçò, åßíáé ðåñéïñéóìÝíç óôï êïììÜôé ôçò ôáéíßáò ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôçí åßóïäï, óõí ôá äýï ôåôñÜãùíá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôïõò äåßêôåò ôÝëïõò êáé
âñßóêïíôáé áìÝóùò áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ ôçò åéóüäïõ.

Áöïý ç êåöáëÞ åíüò LBA äåí ìðïñåß íá êéíçèåß ðÝñá áðü ôïõò äåßêôåò
ôÝëïõò, äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá õðïèÝóïõìå, üðùò óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôçò
ìç÷áíÞò Turing, ôçí ýðáñîç Üðåéñùí êåíþí óõìâüëùí áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ
ôçò åéóüäïõ. ¸ôóé, ïñßæïõìå ùò óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ LBA M Ýíá
óôïé÷åßï ôïõ Q× Ã∗ × Ã∗ êáé ïé ó÷Ýóåéò ôçò ðáñáãùãÞò óå Ýíá âÞìá `Ì
êáé ðáñáãùãÞò `∗Ì áíÜìåóá óå äýï óõíïëéêÝò êáôáóôÜóåéò åßíáé üðùò êáé
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óôç ìç÷áíÞ Turing, ìå ôá äýï éäéáßôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå:
Ïé äåßêôåò ôÝëïõò äåí åðéôñÝðåôáé íá äéáãñáöïýí, êáé üôáí ç êåöáëÞ äéáâÜæåé
c| áðáãïñåýåôáé íá êéíçèåß ðñïò ôá áñéóôåñÜ, åíþ üôáí äéáâÜæåé $ áðáãïñåýåôáé
íá êéíçèåß ðñïò ôá äåîéÜ.

Ç óõìâïëïóåéñÜ w ∈ (Ó−{c| ; $})∗ ãßíåôáé äåêôÞ áðü ôï Ì; áí õðÜñ÷åé
õðïëïãéóìüò, ðïõ ìå åßóïäï c|w$ öôÜíåé óå êÜðïéá ôåëéêÞ êáôÜóôáóç. ÄçëáäÞ
áí õðÜñ÷ïõí q ∈ F êáé �; � ∈ Ã∗; Ýôóé þóôå

(q0; "; c|w$) `∗M (q; �; �):

ÅðïìÝíùò, ùò ãëþóóá ôïõ Ì ïñßæïõìå ôçí

L(M) = {w ∈ (Ó − {c| ; $})∗ | (q0; "; c|w$) `∗M (q; �; �)
ãéá êÜðïéá q ∈ F; �; � ∈ Ã∗}:

Ï üñïò £ãñáììéêÜ öñáãìÝíï¤ áõôüìáôï óôçí ðñáãìáôéêüôçôá êáôÜãåôáé áðü
ìßá Üëëç ðáñáëëáãÞ ôçò ìç÷áíÞò Turing, óôçí ïðïßá ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò
ðåñéïñßæåôáé óå êïììÜôé ôçò ôáéíßáò ìÞêïõò ü÷é üóï êáé ôçò åéóüäïõ (óõí äýï),
áëëÜ öñáãìÝíïõ áðü êÜðïéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ìÞêïõò ôçò åéóüäïõ. Ôá
äýï ìïíôÝëá ðñïêýðôïõí áêñéâþò ôçò ßäéáò õðïëïãéóôéêÞò éó÷ýïò, êé Ýôóé ï
÷áñáêôçñéóìüò åðéêñÜôçóå êáé óôá äýï.

Áíôßèåôá, äåí åßíáé ãíùóôü åÜí ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åêäï÷Þ ôùí ãñáììéêÜ
öñáãìÝíùí áõôïìÜôùí åßíáé áõóôçñÜ ðéï éó÷õñÞ áðü ôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ, Þ
åÜí, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí ìç÷áíþí Turing, äåí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ áíÜ-
ìåóá óôçí õðïëïãéóôéêÞ éó÷ý ôùí äýï. Áõôü áðïôåëåß ôï ëåãüìåíï ðñüâëçìá
ôïõ ãñáììéêïý áõôïìÜôïõ (LBA problem) êáé åßíáé ìÜëëïí ôï ðéï äéÜóçìï
áíïéêôü ðñüâëçìá ôçò èåùñßáò áõôïìÜôùí.

ÃñáììéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá êáé áõôüìáôá ìå äýï óôïßâåò

ÅîáéñåôéêÜ åíäéáöÝñïõóá åßíáé ç ó÷Ýóç ôùí ãñáììéêÜ öñáãìÝíùí áõôïìÜôùí
ìå ôá áõôüìáôá ìå äýï óôïßâåò, ðïõ åßäáìå üôé åßíáé éóïäýíáìá ìå ôéò ìç÷áíÝò
Turing. Åýêïëá õðïøéáæüìáóôå üôé ìðïñïýìå íá ðåñéïñßóïõìå ôá 2-PDAs
êáôÜ ôÝôïéï ôñüðï, þóôå ïé ãëþóóåò ðïõ äÝ÷ïíôáé íá åßíáé ïé ßäéåò ìå áõôÝò
ôùí LBAs. Ôï êáßñéï åñþôçìá åßíáé ìå ðïéïí ôñüðï.

Ðñïêýðôåé üôé ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá åðéôõã÷Üíåôáé åÜí ðåñéïñßóïõìå
ôïí áðïèçêåõôéêü ÷þñï ôùí 2-PDAs, äçëáäÞ ôç ÷ùñçôéêüôçôá ôùí óôïéâþí,
óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, óôï [16] áðïäåéêíýåôáé üôé ôá ãñáì-
ìéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá Ý÷ïõí ôçí ßäéá éó÷ý ìå áõôüìáôá ìå äýï óôïßâåò,
óôá ïðïßá äåí õðÜñ÷ïõí êéíÞóåéò ðïõ åéóÜãïõí óýìâïëá óôéò óôïßâåò.
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Èåþñçìá 4.2.5. ÊÜèå LBA åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá 2-PDA T = (Q;Ó; Ã; ä;
Z0; F ) ÷ùñßò ðáñáãùãÝò ôçò ìïñöÞò

(q; �; �) `Ô (p; �; Z�)

ãéá q; p ∈ Q; �; � ∈ Ã∗; Æ ∈ Ã:
¸íá áðü ôá óõìðåñÜóìáôá ôçò åðüìåíçò õðïåíüôçôáò åßíáé üôé ôá ãñáììéêÜ
öñáãìÝíá áõôüìáôá äÝ÷ïíôáé åõñýôåñç êëÜóç ãëùóóþí áðü åêåßíç ôùí áõ-
ôïìÜôùí óôïßâáò. ÄåäïìÝíïõ ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò, áõôü åßíáé áñêåôÜ
åíôõðùóéáêü, êáèþò óçìáßíåé üôé ìßá óôïßâá Üðåéñïõ ìåãÝèïõò åßíáé ëéãüôåñï
éó÷õñÞ áðü äýï óôïßâåò ðåðåñáóìÝíïõ ìåãÝèïõò.

4.2.4 ÃñáììéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá êáé ãñáììáôéêÝò ìå óõì-
öñáæüìåíá

Ôá ãñáììéêÜ öñáãìÝíá áõôüìáôá öõóéêÜ äåí åßíáé ðáñÜ ü,ôé áêñéâþò ÷ñåéÜ-
æåôáé ãéá íá ãßíïõí äåêôÝò ïé ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá.

Ðñüôáóç 4.2.1. Áí ç G åßíáé ìßá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá, ôüôå õðÜñ-
÷åé LBA M ôÝôïéï þóôå L=L(M).

ÉäÝá áðüäåéîçò. ÄåäïìÝíçò ìßáò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíáG = (V; T; P;
S); êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá ãñáììéêÜ öñáãìÝíï áõôüìáôï ðïõ ðñïóïìïéþíåé ôéò
ðáñáãùãÝò ôçò. Åîáéôßáò ôïõ ðåñéïñéóìÝíïõ ÷þñïõ ôçò ôáéíßáò ôïõ, ôï LBA
ôåñìáôßæåé áõôüìáôá üôáí óå êÜðïéï åíäéÜìåóï âÞìá ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôçò
åéóüäïõ w ∈ T ∗ ðáñÜãåôáé ìßá ëÝîç ìå ìÞêïò ìåãáëýôåñï áðü ôçò w. ¸ôóé,
ôï LBA äÝ÷åôáé ôçí w áí õðÜñ÷åé ðáñáãùãÞ S ⇒∗

G w; ôÝôïéá þóôå êáìßá
åíäéÜìåóç ðñïôáóéáêÞ ìïñöÞ íá ìçí åßíáé ìáêñýôåñç ôçò w:

Áõôü óõìâáäßæåé ìå ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôùí ãñáììáôéêþí ìå óõìöñáæü-
ìåíá, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ôï äåîß ìÝëïò ïðïéïõäÞðïôå êáíüíá Ý÷åé ìÞêïò
ôïõëÜ÷éóôïí üóï êáé ôï áñéóôåñü, êáé êáôÜ óõíÝðåéá äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åé
ðáñáãùãÞ S ⇒∗ � ⇒∗ w ìå |�| > |w|: Ôï LBA ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé ëïé-
ðüí äÝ÷åôáé üëåò êáé ìüíï åêåßíåò ôéò ëÝîåéò ðïõ ðáñÜãåé ç G: ËåðôïìÝñåéåò
óôï [7].

Áíôßóôïé÷á, äåäïìÝíïõ åíüò LBA, êáôáóêåõÜæåôáé ìßá ãñáììáôéêÞ, ðïõ, ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ìüíï ìïíïôïíéêïýò êáíüíåò, ðñïóïìïéþíåé ôéò êéíÞóåéò ôïõ
LBA êáé ðáñÜãåé ôç ëÝîç w áí êáé ìüíï áí ôï LBA äÝ÷åôáé ôçí w:

Ðñüôáóç 4.2.2. Áí ôï Ì åßíáé Ýíá LBA, ôüôå õðÜñ÷åé ãñáììáôéêÞ ìå óõì-
öñáæüìåíá G ôÝôïéá þóôå L(G)=L(M).
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4.3. Ç éåñáñ÷ßá óõãêåíôñùôéêÜ

ÉäÝá áðüäåéîçò. Ç áðüäåéîç åßíáé ðáñÜëëçëç ìå áõôÞ ôçò êáôáóêåõÞò ãñáì-
ìáôéêÞò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò áðü ÔÌ ôçò Ðñüôáóçò 4.1.2, ìå ìéêñÝò äéáöïñÝò,
ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí êõñßùò ìå ôïõò äåßêôåò ôÝëïõò. ËåðôïìÝñåéåò óôï [7].

Ïé ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò ïäçãïýí óôï Èåþñçìá éóïäõíáìßáò ãñáììáôéêþí ìå
óõìöñáæüìåíá êáé ãñáììéêÜ öñáãìÝíùí áõôïìÜôùí.

Èåþñçìá 4.2.6. Ìßá ãëþóóá åßíáé ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá áí êáé ìüíï
áí ãßíåôáé äåêôÞ áðü Ýíá ãñáììéêÜ öñáãìÝíï áõôüìáôï.

Áðüäåéîç. ¢ìåóç áðü ôéò ÐñïôÜóåéò 4.2.1 êáé 4.2.2.

4.3 Ç éåñáñ÷ßá óõãêåíôñùôéêÜ

Óôá ðñïçãïýìåíá ìåëåôÞóáìå ôéò ôÝóóåñéò êëÜóåéò ãëùóóþí ôçò éåñáñ÷ßáò
Chomsky êáé åßäáìå ðùò êáèåìßá áðü áõôÝò ÷áñáêôçñßæåôáé ùò ç êëÜóç ôùí
ãëùóóþí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ìßá ïéêïãÝíåéá ãñáììáôéêþí êáé ãßíåôáé äåêôÞ
áðü Ýíáí ôýðï ìç÷áíþí. Ïé ó÷Ýóåéò ðïõ áíáðôýóóïíôáé êáé óõíäÝïõí ôéò
äéáöïñåôéêÝò Ýííïéåò åðéóêïðïýíôáé óôïí Ðßíáêá 4.2.

Ôýðïò ÃñáììáôéêÞ Ãëþóóá Ìç÷áíÞ
0 ×ùñßò ðåñéïñé-

óìïýò
ÁíáäñïìéêÜ
áðáñéèìçôÞ/
×ùñßò ðåñéïñé-
óìïýò

ÍôåôåñìéíéóôéêÞ/Ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ
Turing/Áõôüìáôï ìå
äýï óôïßâåò

1 ÌïíïôïíéêÞ/Ìå
óõìöñáæüìåíá

Ìå óõìöñáæü-
ìåíá

Ìç íôåôåñìéíéóôéêü
ãñáììéêÜ öñáãìÝíï
áõôüìáôï

2 ×ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá

×ùñßò óõìöñá-
æüìåíá

Ìç íôåôåñìéíéóôéêü áõ-
ôüìáôï óôïßâáò

3 ÁñéóôåñïãñáììéêÞ/
ÄåîéïãñáììéêÞ/
ÊáíïíéêÞ

ÊáíïíéêÞ Íôåôåñìéíéóôéêü/Ìç
íôåôåñìéíéóôéêü ðåðåñá-
óìÝíï áõôüìáôï

Ðßíáêáò 4.2: Ç éåñáñ÷ßá Chomsky.

¼ðùò Ý÷ïõìå ôïíßóåé, ïé óõìðåñéëÞøåéò ôùí ãëùóóþí ôýðïõ i óå åêåßíåò
ôïõ ôýðïõ i − 1; i = 1; 2; 3; åßíáé üëåò ãíÞóéåò. ÃåíéêÞ ìÝèïäïò, üìùò,
íá áðáíôÞóïõìå áí ìßá äåäïìÝíç ãëþóóá áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç ãëùóóþí
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4.3. Ç éåñáñ÷ßá óõãêåíôñùôéêÜ

äåí õðÜñ÷åé.5 ¸ôóé, ç áðüäåéîç üôé ìßá äåäïìÝíç ãëþóóá äåí áíÞêåé óå êÜ-
ðïéá êëÜóç ãßíåôáé ìå äéÜöïñåò óôñáôçãéêÝò, üðùò ìå ôçí åðßäåéîç áäõíáìßáò
ôùí ìç÷áíþí ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôýðïõ íá äå÷ôïýí ôç ãëþóóá, ìå ÷ñÞóç ôùí
ËçììÜôùí ¢íôëçóçò (Pumping Lemmas), ìå åêìåôÜëëåõóç ôùí éäéïôÞôùí
êëåéóôüôçôáò, Þ ìå ôçí ôå÷íéêÞ ôçò äéáãùíéïðïßçóçò.

Äå èá åðåêôáèïýìå óôéò ðáñáðÜíù ôå÷íéêÝò. Èá áíáöÝñïõìå ìüíï ðùò ìßá
ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ðïõ äåí åßíáé êáíïíéêÞ åßíáé ç {anbn | n > 0};
åíþ ìßá ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ äåí åßíáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá åßíáé ç {anbncn | n > 0}: Ìå äéáãùíéïðïßçóç åîáóöáëßæåôáé ç ýðáñîç
áíáäñïìéêÞò ãëþóóáò ðïõ äåí åßíáé ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá.

5Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ôçí áêñßâåéá, ôá ðåñéóóüôåñá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áöï-
ñïýí ãëþóóåò åßíáé áíáðïêñßóéìá, êáèþò ðïëëÜ áðü áõôÜ áíÜãïíôáé óôï ðñüâëçìá ôåñ-
ìáôéóìïý (halting problem) ôçò ìç÷áíÞò Turing. Ç ìüíç êëÜóç ãëùóóþí ãéá ôçí ïðïßá
õðÜñ÷ïõí áëãüñéèìïé ãéá áñêåôÜ áðü ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìáò áðáó÷ïëïýí åßíáé ç L3:
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ÊåöÜëáéï 5

Ðïëõðëïêüôçôá õðïëïãéóôéêþí
ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò
ðüñïõò

Óôçí ðïñåßá ðïõ áêïëïõèÞóáìå ãíùñßóáìå äéáöüñùí åéäþí õðïëïãéóôéêÜ ìï-
íôÝëá, êÜðïéá óáöþò éó÷õñüôåñá áðü Üëëá, êáé êÜðïéá ìå öáéíïìåíéêÝò ìüíï
äéáöïñÝò, áëëÜ óôçí ïõóßá éóïäýíáìá. Ç åéêüíá áõôÞ üìùò åßíáé êÜðùò ìï-
íüðëåõñç, êáèþò ðåñéãñÜöåé ôçí êáôÜóôáóç ìüíï áðü ôçí ïðôéêÞ ãùíßá ôçò
õðïëïãéóéìüôçôáò. Ìéá Üëëç ðëåõñÜ, ôïõëÜ÷éóôïí åîßóïõ óçìáíôéêÞ, ðïõ ôá
ôåëåõôáßá ôñéÜíôá ÷ñüíéá Ý÷åé ìåëåôçèåß åêôåíþò êáé õðüó÷åôáé ðïëëÜ ãéá ôç
ìåëëïíôéêÞ åðßëõóç óðïõäáßùí ðñáêôéêþí æçôçìÜôùí, üðùò áõôü ôçò áîéï-
ðéóôßáò ëïãéóìéêïý (software reliability), áëëÜ êáé ôïõ åëÝã÷ïõ ëïãéóìéêïý
êáé ìç÷áíéêïý åîïðëéóìïý (software and hardware testing), åßíáé åêåßíç ôçò
ðïëõðëïêüôçôáò.

5.1 ÂáóéêÝò éäÝåò êáé óôü÷ïò

Áò äåßîïõìå ôé åííïïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. Åßäáìå üôé ç õðïëïãéóôéêÞ
éó÷ýò ôùí íôåôåñìéíéóôéêþí ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí (1DFAs) äåí áõîÜ-
íåôáé åÜí åðé÷åéñÞóïõìå íá ôá åíéó÷ýóïõìå ìå ôçí åðéðñüóèåôç äõíáôüôçôá
ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý êáé/Þ ôçò êßíçóçò óå äýï êáôåõèýíóåéò. Åßôå ðñüêåé-
ôáé ãéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìßáò êáôåýèõíóçò (1NFAs), íôåôåñìéíéóôéêÜ äýï
êáôåõèýíóåùí (2DFAs) Þ áêüìá êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ äýï êáôåõèýíóåùí
(2NFAs), ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ðáñáìÝíïõí áíÞìðïñá ìðñïóôÜ óå ìßá
ìç êáíïíéêÞ ãëþóóá. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò áõôü üìùò, ïé åðéðëÝïí éäéüôçôåò
üíôùò âåëôéþíïõí ôá 1DFAs êáôÜ ìßá Ýííïéá: ÄåäïìÝíïõ åíüò ðñïâëÞìá-
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5.1. ÂáóéêÝò éäÝåò êáé óôü÷ïò

ôïò, ôá åíéó÷õìÝíá áõôüìáôá êÜðïéåò öïñÝò êáôïñèþíïõí íá ìåßíïõí áéóèçôÜ
ìéêñüôåñá, äçëáäÞ ìå áñêåôÜ ìéêñüôåñï ðëÞèïò êáôáóôÜóåùí, áðü ôá 1DFAs.

Ç ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç Ýäùóå ôï Ýíáõóìá ãéá ìéá ðïëý ðéï ãåíéêÞ êáé
óõóôçìáôéêÞ Ýñåõíá: ¼ôáí ìåôáôñÝðïõìå ìéá ìç÷áíÞ êÜðïéïõ ôýðïõ óå ìßá
éóïäýíáìç ìç÷áíÞ åíüò Üëëïõ ôýðïõ, ðüóï ðéï £ìåãÜëç¤1 ðñÝðåé íá åßíáé ç íÝá
ìç÷áíÞ; Ôï åñþôçìá äåí åßíáé êáèüëïõ áðëü, áöïý áêüìá êáé ï ìéêñüò êüóìïò
ôùí êáíïíéêþí ãëùóóþí åðéöõëÜóóåé åêðëÞîåéò êáé áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá.

Óôï êåöÜëáéï áõôü ëïéðüí áó÷ïëïýìáóôå ìå ôçí åõñåßá ðåñéï÷Þ ôçò ðïëõ-
ðëïêüôçôáò (descriptional complexity), Þ, üðùò áëëéþò êáëåßôáé, ðåñéåêôé-
êüôçôáò (succinctness, conciseness) Þ ïéêïíïìßáò óôçí ðåñéãñáöÞ (econ-
omy of description). ¼ëïé ïé ðáñáðÜíù üñïé áíáöÝñïíôáé óôçí åðéóôÞìç|Þ
ôÝ÷íç, ßóùò|ôïõ íá ðåñéãñÜöåôáé êÜôé ìå üóï ðéï áðëü ôñüðï ãßíåôáé, êáé
ìüíï ôüóï ðåñßðëïêá, üóï åßíáé áðáñáßôçôï. Åéäéêüôåñá, áíÜëïãá ìå ôéò ðåñé-
óôÜóåéò, ïé õðïëïãéóôéêïß ðüñïé ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ, üðùò ï ìç íôåôåñìéíéóìüò,
ç äõíáôüôçôá êßíçóçò ôçò êåöáëÞò óå äýï êáôåõèýíóåéò (bidirectionality), ç
ôõ÷áéüôçôá (randomness) óôïõò õðïëïãéóìïýò, ç áìöéóçìßá (ambiguity)2 Þ ç
ðñüâëåøç (lookahead), ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êÜðïéåò öïñÝò óå ðëÞñç
Ýêôáóç, êÜðïéåò Üëëåò êáèüëïõ, êáé ôéò ðåñéóóüôåñåò ìüíï óå Ýíá âáèìü.
Áõôü ìáò öÝñíåé óôçí ðåñéï÷Þ ôçò ðïëõðëïêüôçôáò õðïëïãéóôéêþí ìï-
íôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðüñïõò (descriptional complexity of machines
with limited resources).

Êáé ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôï èÝìá ìáò ìå áêüìç ðåñéóóüôåñç áêñßâåéá,
ôï åðßêåíôñü ìáò èá åßíáé ïé êëéìáêùôÝò áíôáëëáãÝò Þ äéáöïñÝò (trade-o�s)
áíÜìåóá óå äéÜöïñïõò õðïëïãéóôéêïýò ðüñïõò, ðïõ åðÝñ÷ïíôáé üôáí êÜðïéïé
áðü ôïõò ðüñïõò áõôïýò ðåñéïñßæïíôáé. Óå ôåëéêÞ áíÜëõóç, ôá åñùôÞìáôá
ðïõ ìáò áðáó÷ïëïýí åßíáé ôïõ ôýðïõ: Ôé êüóôïò Ý÷åé ï ðåñéïñéóìüò ôïõ Á
õðïëïãéóôéêïý ðüñïõ óå ó÷Ýóç ìå ôïí Â, êáé, óõãêåêñéìÝíá, ðïéï åßíáé ôï
Üíù êáé êÜôù öñÜãìá ôïõ êüóôïõò;

¸ôóé, äåäïìÝíùí äýï äéáöïñåôéêþí óõóôçìÜôùí ðåñéãñáöÞò3 ìéáò êëÜóçò
ãëùóóþí, êáé äåäïìÝíïõ åíüò ìÝôñïõ ðïëõðëïêüôçôáò4, åñåõíïýìå ôï Üíù êáé
êÜôù öñÜãìá ãéá ôçí áýîçóç (blow-up) Þ ìåßùóç (savings) ôçò ðïëõðëïêü-
ôçôáò, üôáí ðåñíïýìå áðü ôï Ýíá óýóôçìá ðåñéãñáöÞò óôï Üëëï. Áóöáëþò

1Áíáöåñüìáóôå ðÜíôá óôï ìÝãåèïò ôïõ óõíüëïõ êáôáóôÜóåùí.
2Äåí ðñÝðåé íá ãßíåé óýã÷õóç ìå ôçí áìöéóçìßá ãñáììáôéêþí. Ç Ýííïéá ôçò áìöéóçìßáò

åäþ áíáöÝñåôáé óå áõôüìáôá êáé èá ìåëåôçèåß óôç óõíÝ÷åéá.
3ÔÝôïéá ìðïñåß íá åßíáé ôõðéêÝò ãñáììáôéêÝò, êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò, óõóôÞìáôá åðáíåã-

ãñáöÞò (rewriting systems), óõóôÞìáôá ãñáììáôéêþí (grammar systems) êáé ðïëëÜ Üëëá,
üìùò åäþ åíäéáöåñüìáóôå áðïêëåéóôéêÜ ãéá êëÜóåéò ìç÷áíþí.

4ÓõãêåêñéìÝíá åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò ìç÷áíÞò, ðïõ èåùñïýìå ðÜíôá ôáõ-
ôüóçìï ìå ôï ðëÞèïò ôùí êáôáóôÜóåþí ôçò.
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5.2. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ðåñéïñéóìÝíïò ìç
íôåôåñìéíéóìüò

åßíáé ðéèáíü ôï åíäå÷üìåíï íá ìçí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ íá
õðçñåôåß ùò öñÜãìá ãéá ôç äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óå äýï óõ-
óôÞìáôá ðåñéãñáöÞò, êáé ôüôå ëÝìå üôé ç äéáöïñÜ åßíáé ìç áíáäñïìéêÞ. Êáèþò
êÜèå ëïãéêü ìÝôñï ðïëõðëïêüôçôáò ìðïñåß íá õðïôåèåß üôé öñÜóóåôáé áðü ìßá
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç, ïé ìç áíáäñïìéêÝò äéáöïñÝò ðáñïõóéÜæïõí ôï åíäéá-
öÝñïí ÷áñáêôçñéóôéêü üôé äåí åîáñôþíôáé áðü óõãêåêñéìÝíá (ëïãéêÜ) ìÝôñá
ðïëõðëïêüôçôáò.

Óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò óõãêåíôñþíïõìå ïñéóìÝíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá
ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðïëýðôõ÷ïõ ÷þñïõ ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ìç÷áíþí
ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðüñïõò.

5.2 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ðåñéïñéóìÝíïò ìç íôå-
ôåñìéíéóìüò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åñåõíÞóïõìå ðþò ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðåðåñáóìÝíùí
áõôïìÜôùí ðïéêßëëåé, áíÜëïãá ìå ôï âáèìü óôïí ïðïßï áõôÜ ÷ñçóéìïðïéïýí ôï
ìç íôåôåñìéíéóìü. Èá åéóÜãïõìå ãéá ôï óêïðü áõôü ôçí Ýííïéá ôïõ öÜóìáôïò
ìéáò êáíïíéêÞò ãëþóóáò, ðïõ ëåéôïõñãåß ùò Ýíäåéîç ãéá ôï ðüóï £åããåíþò ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ¤ åßíáé ç ãëþóóá. Èá áó÷ïëçèïýìå, áêüìá, ìå äýï åéäéêÝò ðå-
ñéðôþóåéò ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí: ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ìå ðïëëáðëÝò
áñ÷éêÝò êáôáóôÜóåéò êáé ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá Las Vegas.

5.2.1 Ðñïò ðåðåñáóìÝíï ìç íôåôåñìéíéóìü

¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ç ðïëõðëïêüôçôá, äçëáäÞ ôï ìÝãåèïò, åíüò åëá÷ß-
óôïõ íôåôåñìéíéóôéêïý ðåðåñáóìÝíïõ áõôïìÜôïõ åßíáé äõíáôüí íá áðÝ÷åé äñá-
ìáôéêÜ áðü åêåßíç åíüò åëá÷ßóôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý ðïõ äÝ÷åôáé ôçí ßäéá
ãëþóóá. Ãéá ôçí áêñßâåéá, ç ÷ñÞóç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý óôá ðåðåñáóìÝíá
áõôüìáôá êÜðïéåò öïñÝò åðéôñÝðåé åêèåôéêÜ óõíïðôéêüôåñåò áíáðáñáóôÜóåéò
ãëùóóþí.

Óôï äçìïóßåõìá{ïñüóçìï [14] ôïõ 1971, ìå ôï ïðïßï ãåííéÝôáé ôï åí-
äéáöÝñïí ãéá ôçí ðåñéï÷Þ ðïõ áðïôåëåß ôï üëï èÝìá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ,
áðïäåéêíýåôáé, ìåôáîý Üëëùí, ç ýðáñîç ìéáò Üðåéñçò áêïëïõèßáò ãëùóóþí
(Ln)n≥1, ôÝôïéáò þóôå ãéá êÜèå n ≥ 1 õðÜñ÷åé Ýíá NFA Mn ìåãÝèïõò n ðïõ
äÝ÷åôáé ôçí Ln, åíþ êÜèå éóïäýíáìï DFA Ý÷åé ìÝãåèïò ôïõëÜ÷éóôïí 2n. Ôï
NFA Mn ðïõ äÝ÷åôáé ôçí Ln áðåéêïíßæåôáé óôï Ó÷Þìá 5.1.

Ìå Üëëá ëüãéá, äåß÷íåôáé üôé ç ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò õðïóõíüëïõ ðïõ óêéá-
ãñáöÞóáìå óôçí Åíüôçôá 2.2.2 êáé ìåôáôñÝðåé Ýíá NFA ìåãÝèïõò n óå éóïäý-
íáìï DFA ìåãÝèïõò 2n, äåí åðéäÝ÷åôáé âåëôßùóç. ÐáñÜ ôï ðáñáðÜíù ãåãïíüò
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q0 q1 q2 qn−2 qn−1
- - - - - -

6

�

?

?�

6

? ? ?

- - - -
1 1 1 1 1

1

0 0 0 0
0 0 0 0

Ó÷Þìá 5.1: Ôï NFA Mn ìå n êáôáóôÜóåéò. ¸íá éóïäýíáìï DFA ÷ñåéÜæåôáé
ôïõëÜ÷éóôïí 2n êáôáóôÜóåéò.

üìùò, äå öáßíåôáé íá êÜíïõí üëá ôá ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôü-
ìáôá ßäéá ÷ñÞóç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý. Óôçí ïõóßá, ï ìç íôåôåñìéíéóìüò
óôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá åßíáé Ýíáò ðüñïò ðïõ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå
äéáöïñåôéêÜ ðïóÜ, êáèþò êáé íá ðñïóäéïñéóôåß ðïóïôéêÜ ìå áêñßâåéá.

¸íáò ðñïöáíÞò ôñüðïò íá ìåôñÞóïõìå ôçí ðïóüôçôá ôïõ ìç íôåôåñìé-
íéóìïý ðïõ Ýíá áõôüìáôï ÷ñçóéìïðïéåß ãéá Ýíáí õðïëïãéóìü åßíáé õðïëïãß-
æïíôáò ôï ðëÞèïò ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí êéíÞóåùí ðïõ åêôåëïýíôáé êáôÜ
ôïí õðïëïãéóìü. Èåùñþíôáò ôçí £êáëýôåñç ðñïóðÜèåéá¤ ôïõ áõôïìÜôïõ, ç
ðïóüôçôá ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí áðïäï÷Þ ìéáò
åéóüäïõ w ìåôñéÝôáé ìå ôçí åëÜ÷éóôç ðïóüôçôá ìç íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé óå Ýíáí õðïëïãéóìü ðïõ ïäçãåß óôçí áðïäï÷Þ ôçò w. ÔÝëïò,
ï ìç íôåôåñìéíéóìüò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôï NFA M èåùñåßôáé ðåñéïñéóìÝíïò
(limited), Þ ðåðåñáóìÝíïò (�nite), åÜí õðÜñ÷åé áêÝñáéïò c, ôÝôïéïò þóôå ãéá
êÜèå ëÝîç w ðïõ ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü ôï Ì , õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ôïõ Ì
ðïõ ïäçãåß óôçí áðïäï÷Þ ôçò w ìå ôï ðïëý c ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò êéíÞóåéò.

Ôï ÷ñÞóéìï íá åîåôáóôåß åñþôçìá åßíáé åÜí ç ÷ñÞóç|Ýóôù êáé âáñéÜ|
ðåñéïñéóìÝíùí ðïóïôÞôùí ìç íôåôåñìéíéóìïý ìðïñåß åðßóçò íá ìåéþóåé ôï ìÝ-
ãåèïò ôùí DFAs. Ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá åßíáé üôé õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò,
óôéò ïðïßåò áêüìá êáé åîáéñåôéêÜ ðåñéïñéóìÝíïò ìç íôåôåñìéíéóìüò ðñÜãìáôé
âïçèÜ. ¼ìùò ï âáèìüò óôïí ïðïßï ìðïñåß íá óõìâåß êÜôé ôÝôïéï åßíáé öñáã-
ìÝíïò, êáèþò õðÜñ÷ïõí ãëþóóåò ãéá ôéò ïðïßåò êÜèå NFA ðåñéïñéóìÝíïõ ìç
íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ôéò äÝ÷åôáé Ý÷åé ôï ßäéï ìÝãåèïò ìå Ýíá éóïäýíáìï DFA.

5.2.2 ÖÜóìáôá êáíïíéêþí ãëùóóþí

Ï ôñüðïò ìÝôñçóçò ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý ðïõ åéóÞ÷èç óôçí ðñïçãïýìåíç
õðïåíüôçôá äåí åßíáé êáé ôüóï åêëåðôõóìÝíïò, êáèþò áäéáöïñåß ðáíôåëþò ãéá
ôçí ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ ôùí êáôáóôÜóåùí ðïõ äéáäÝ÷ïíôáé Üìåóá êÜèå
êáôÜóôáóç. Áñêåß íá áíáëïãéóôïýìå üôé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí õðÜñ÷åé
äéáöïñÜ óôçí ðïóüôçôá ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý åíüò õðïëïãéóìïý ìå äýï ìç
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íôåôåñìéíéóôéêÝò êéíÞóåéò, êáèåìßá áðü ôéò ïðïßåò ïäçãåß óå êáôÜóôáóç ìå
äýï äõíáôÝò åðüìåíåò êáôáóôÜóåéò, êáé åíüò õðïëïãéóìïý ìå ìßá ìüíï ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ êßíçóç, ðïõ üìùò ïäçãåß óå êáôÜóôáóç ìå ôÝóóåñéò äõíá-
ôÝò åðüìåíåò êáôáóôÜóåéò. ¸ôóé êñßíåôáé áðáñáßôçôç ç õéïèÝôçóç êÜðùò ðéï
óýíèåôùí ìÝôñùí, üðùò ç äéáêëÜäùóç, ôï ìÜíôåìá êáé ôï öÜóìá, ðïõ üëá
åéóÜãïíôáé óôï [3].

¸óôù Ì = (Q;Ó; ä; q0; F ) Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï. Ç äéáêëÜäùóç
(branching) êáé ôï ìÜíôåìá (guessing) ìéáò êßíçóçò (p; a; q) åßíáé âÌ (p; a; q)
= |ä(p; a)| êáé ãÌ (p; a; q) = log2(|ä(p; a)|), áíôßóôïé÷á. Ç äéáêëÜäùóç êáé ôï
ìÜíôåìá åíüò õðïëïãéóìïý ì1 : : : ìr ôïõ Ì èá åßíáé âÌ (ì1 : : : ìr) = âÌ (ì1) ·
: : : ·âÌ (ìr) êáé ãÌ (ì1 : : : ìr) = ãÌ (ì1)+ : : :+ãÌ (ìr), áíôßóôïé÷á. Áêüìá, ç
äéáêëÜäùóç êáé ôï ìÜíôåìá ìéáò ëÝîçò w ∈ L(M)−{"} ïñßæïíôáé ùò âÌ (w) =
min{âM (ì1 : : : ìr) | ì1 : : : ìr õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå áðïäï÷Þ ôçò w} êáé
ãÌ (w) = min{ãM (ì1 : : : ìr) | ì1 : : : ìr õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå áðïäï÷Þ
ôçò w}, áíôßóôïé÷á, åíþ âÌ (") = 1 êáé ãÌ (") = 0, áí " ∈ L(M): ÔÝëïò, ùò
äéáêëÜäùóç êáé ìÜíôåìá ôïõ áõôïìÜôïõ Ì ïñßæïõìå âÌ = sup{âM (w) | w ∈
L(M)} êáé ãÌ = sup{ãM (w) | w ∈ L(M)}, áíôßóôïé÷á, åíþ âÌ = 1 êáé
ãÌ = 0 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ L(M) = ∅:

¸ôóé, ãéá ìéá ëÝîç w êáé Ýíáí õðïëïãéóìü ì1 : : : ìr ãéá ôçí w, ôï ìÝ-
ãåèïò ôçò äéáêëÜäùóçò âÌ (ì1 : : : ìr) êáôÜ êÜðïéï ôñüðï áíôáíáêëÜ ôï ðïóü
ðáñáëëçëéóìïý (parallelism) ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ìéá ðñïóïìïßùóç ôïõ ì1 : : : ìr
óå ðñáãìáôéêü ÷ñüíï|äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí äéáäéêáóéþí ðïõ èá åêôåëïý-
íôáé ôáõôü÷ñïíá|åíþ 1=âÌ (ì1 : : : ìr) åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá åðéëÝîåé ôï Ì ôï
óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéóìü ì1 : : : ìr ãéá ôçí w. Óõíåðþò, ôï ìÝãåèïò ôçò äéá-
êëÜäùóçò ôïõ áõôïìÜôïõ âÌ äéáéóèçôéêÜ ìáò äßíåé ôçí åëÜ÷éóôç ðïóüôçôá ìç
íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ôï Ì ãéá íá äå÷ôåß üëåò ôéò ëÝîåéò ôçò L(M).

Áðü ôçí Üëëç, ãéá ìéá êßíçóç ì, ôï ìÜíôåìá ãÌ (ì) åßíáé ßóï ìå ôï ðëÞèïò
ôùí bits ðëçñïöïñßáò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá íá îå÷ùñßóïõìå êáé íá êáôáãñÜ-
øïõìå ôç ì áíÜìåóá óôéò Üëëåò êéíÞóåéò ðïõ ôï Ì èá ìðïñïýóå íá Ý÷åé åðé-
ëÝîåé óå êÜèå óôÜäéï åíüò õðïëïãéóìïý üðïõ ç ì åêôåëåßôáé. Áí |ä(p; a)| ≤ 2
ãéá êÜèå p ∈ Q êáé a ∈ Ó, ôï ãÌ (ì1 : : : ìr) åíüò õðïëïãéóìïý ì1 : : : ìr ìåôñÜ
áêñéâþò ðüóåò áðü ôéò ì1; : : : ; ìr åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò êéíÞóåéò. Êáèþò
üìùò ôï ìÜíôåìá, áí êáé ôï ðéï öõóéêü ìÝôñï, äåí ðñïêýðôåé ðÜíôïôå áêÝñáéïò
áñéèìüò, öáßíåôáé ôå÷íéêÜ ðéï âïëéêÞ ç ÷ñÞóç ôçò äéáêëÜäùóçò.

Êôßæïíôáò ðÜíù óôá ðñïçãïýìåíá, ìðïñïýìå ôþñá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí
Ýííïéá ôïõ öÜóìáôïò ìéáò êáíïíéêÞò ãëþóóáò. ¸óôù L ìéá êáíïíéêÞ ãëþóóá.
Ùò öÜóìá (spectrum) ôçò L ïñßæåôáé ç Üðåéñç áêïëïõèßá ó(L) = (ó1(L); ó2(L);
: : : ), üðïõ ói(L) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ìÝãåèïò åíüò NFA ðïõ äÝ÷åôáé ôçí L ìå
äéáêëÜäùóç ôï ðïëý i. ¸ôóé, ôï öÜóìá ó(L) äåß÷íåé ðüóï £åããåíþò ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÞ¤ ç L åßíáé, ìå ôçí Ýííïéá üôé äßíåé ôï ìÝãåèïò ôùí åëá÷ßóôùí
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NFAs ðïõ äÝ÷ïíôáé ôçí L ãéá êÜèå äõíáôü ðïóü ìç íôåôåñìéíéóìïý· ðñÜã-
ìáôé, ôï ó1(L) äßíåé ôï åëÜ÷éóôï ìÝãåèïò åíüò DFA ðïõ ôç äÝ÷åôáé, åíþ, óôï
Üëëï Üêñï, ôï ó∞(L) áíôáíáêëÜ ôï åëÜ÷éóôï ìÝãåèïò ðïõ áðáéôåßôáé óå Ýíá
NFA, þóôå íá ôç äå÷ôåß ìå ôõ÷áßá ðïóüôçôá ìç íôåôåñìéíéóìïý.

Ôï åíäéáöÝñïí öõóéêÜ åóôéÜæåôáé óôï åñþôçìá ôïõ ðüóï ÷áìçëÝò ìðïñåß
íá åßíáé ïé ìåóáßåò ôéìÝò åíüò öÜóìáôïò. Áðïäåéêíýåôáé üôé, áí êáé Üðåéñç
áêïëïõèßá áêåñáßùí, ôï öÜóìá åßíáé õðïëïãßóéìï, ìïíïôïíéêü, êáèþò êáé
öñáãìÝíï. ¸ôóé, üðùò Þäç áíáöÝñáìå, âñßóêåôáé üôé õðÜñ÷ïõí ãëþóóåò ãéá
ôéò ïðïßåò ï ðåñéïñéóìÝíïò ìç íôåôåñìéíéóìüò äåí ïäçãåß óå êáìßá ìåßùóç ôïõ
ðëÞèïõò ôùí êáôáóôÜóåùí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò ãëþóóáò.
ÌÜëéóôá õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò üðïõ ôá NFAs ìå ðåñéïñéóìÝíï ìüíï ìç íôå-
ôåñìéíéóìü åßíáé ôüóï ìåãÜëá, üóï êáé ôá éóïäýíáìá DFAs, åíþ, áíôßèåôá,
ç ÷ñÞóç ôõ÷áßáò ðïóüôçôáò ìç íôåôåñìéíéóìïý ïäçãåß óå åêèåôéêÜ ìéêñüôåñá
áõôüìáôá.

ÁíôéäéáìåôñéêÜ, åîßóïõ õðáñêôÝò åßíáé êáé ïé ðåñéðôþóåéò óôéò ïðïßåò ðïëý
ìéêñÝò ðïóüôçôåò ìç íôåôåñìéíéóìïý Ý÷ïõí ùò áðïôÝëåóìá ïõóéáóôéêÞ ìåßùóç
ôïõ ìåãÝèïõò. ÌÜëéóôá, ìå ôç âïÞèåéá ôå÷íéêþí áðü ôçí åðéêïéíùíéáêÞ ðïëõ-
ðëïêüôçôá (communication complexity), äåß÷èçêå ðñüóöáôá ç ýðáñîç ãëùó-
óþí, óôéò ïðïßåò ï ðåðåñáóìÝíïò ìç íôåôåñìéíéóìüò âïçèÜ óôáäéáêÜ, áëëÜ
ìüíï ìåôÜ áðü Ýíá óõãêåêñéìÝíï óçìåßï, äçëáäÞ áöïý Ý÷åé åîáóöáëéóôåß Ýíá
óõãêåêñéìÝíï ðïóü ìç íôåôåñìéíéóìïý.

5.2.3 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ìå ðïëëáðëÝò áñ÷éêÝò êáôáóôÜ-
óåéò

¸íáò Üëëïò áðïäïôéêüò ôñüðïò íá ðåñéïñßóïõìå ôï ìç íôåôåñìéíéóìü óå Ýíá
áõôüìáôï åßíáé íá ìåéþóïõìå ôá óçìåßá óôá ïðïßá ï ìç íôåôåñìéíéóìüò õðåé-
óÝñ÷åôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá åíüò õðïëïãéóìïý. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åðéôñÝ-
øïõìå ìüíï ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ êßíçóç, êáé áõôÞ ðñïôïý êáí îåêéíÞóåé
ïõóéáóôéêÜ ï õðïëïãéóìüò, ìéëÜìå ãéá ôá MDFAs, ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá
ìå ðïëëáðëÝò áñ÷éêÝò êáôáóôÜóåéò êáé íôåôåñìéíéóôéêÞ óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò.
Óå Ýíá ôÝôïéï áõôüìáôï ç äéáêëÜäùóç õðïëïãßæåôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí áñ-
÷éêþí êáôáóôÜóåùí êé Ýôóé åßíáé ðÜíôá ðåðåñáóìÝíç. ¢ëëùóôå êÜèå MDFA
ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå éóïäýíáìï NFA ìå ðåðåñáóìÝíï ìç íôåôåñìé-
íéóìü.

Áðïäåéêíýåôáé ìÝóù ôçò ìåèüäïõ êáôáóêåõÞò õðïóõíüëïõ üôé ãéá êÜèå
MDFA ìå n êáôáóôÜóåéò êáé k áñ÷éêÝò êáôáóôÜóåéò õðÜñ÷åé éóïäýíáìï DFA
ìå ôï ðïëý

∑
1≤i≤k

(n
i
)

êáôáóôÜóåéò. Áêüìá, ãéá êÜèå NFA ìå n êáôáóôÜóåéò
êáé äéáêëÜäùóç k, õðÜñ÷åé éóïäýíáìï MDFA ìå kn + 1 êáôáóôÜóåéò êáé k
áñ÷éêÝò êáôáóôÜóåéò. Ìå Üëëá ëüãéá, ï ìç íôåôåñìéíéóìüò óå Ýíá NFA ìå
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5.2. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ðåñéïñéóìÝíïò ìç
íôåôåñìéíéóìüò

ðåðåñáóìÝíç äéáêëÜäùóç ìðïñåß íá ìåôáôïðéóôåß áðü ôç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò
óôéò áñ÷éêÝò êáôáóôÜóåéò.

5.2.4 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá Las Vegas

¸íáò áñêåôÜ åíäéáöÝñùí ôýðïò áõôïìÜôùí, óôïí ïðïßï o ìç íôåôåñìéíéóìüò
÷ñçóéìïðïéåßôáé ìå Ýíáí éäéáßôåñï ôñüðï, åßíáé ôá áõôïðéóôïðïéïýìåíá ìç
íôåôåñìéíéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá (self-verifying nondeterministic
�nite automata) SNFAs. ÁõôÜ åßíáé NFAs, ôùí ïðïßùí ôï óýíïëï ôùí êá-
ôáóôÜóåùí äéáìåñßæåôáé óå ôñßá îÝíá õðïóýíïëá: ôéò êáôáóôÜóåéò áðïäï÷Þò
(accepting states), ôéò êáôáóôÜóåéò áðüññéøçò (rejecting states) êáé ôéò ïõäÝ-
ôåñåò êáôáóôÜóåéò (neutral states). ¸ôóé, ìßá åßóïäïò èá ãßíåôáé áðïäåêôÞ Þ
èá áðïññßðôåôáé áðü Ýíá SNFA, åÜí õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå êáôÜ-
óôáóç áðïäï÷Þò Þ áðüññéøçò, áíôßóôïé÷á. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå åßóïäï õðÜñ÷åé
ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò õðïëïãéóìüò ðïõ íá ïäçãåß åßôå óå áðïäï÷Þ åßôå óå áðüñ-
ñéøç, åíþ äåí åßíáé äõíáôüí ãéá êÜðïéá åßóïäï íá õðÜñ÷åé êáé õðïëïãéóìüò
ðïõ ïäçãåß óå áðïäï÷Þ êáé õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå áðüññéøç.

Ôï ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï Las Vegas (Las Vegas �nite automaton)
LVFA, ôþñá, ïñßæåôáé ùò Ýíá SNFA A, óôï ïðïßï ãéá êÜèå x ∈ L(A) õðÜñ-
÷åé õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå áðïäï÷Þ ìå ðéèáíüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí 1

2 , êáé
ãéá êÜèå x =∈ L(A) õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ðïõ ïäçãåß óå áðüññéøç ìå ðéèáíü-
ôçôá ôïõëÜ÷éóôïí 1

2 . Ç ðéèáíüôçôåò áõôÝò õðïëïãßæïíôáé ùò åîÞò: Ãéá êÜèå
êáôÜóôáóç q ôïõ Á êáé êÜèå óýìâïëï a ôïõ áëöáâÞôïõ åéóüäïõ, èåùñïýìå
ìßá ôõ÷áßá êáôáíïìÞ ðéèáíïôÞôùí åðß ôïõ óõíüëïõ ôùí êéíÞóåùí ðïõ îåêé-
íïýí áðü ôçí q ìå áíÜãíùóç ôïõ a. Ç ðéèáíüôçôá åíüò õðïëïãéóìïý ôïõ
Á åßíáé ôþñá ôï ãéíüìåíï ôùí ðéèáíïôÞôùí üëùí ôùí êéíÞóåùí ðïõ Ý÷ïõí
óõìðåñéëçöèåß óôïí õðïëïãéóìü.

Óôï [8], ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ïðïßïõ Ý÷ïõí ãåíéêåõôåß êáé ãéá ðåðåñá-
óìÝíá áõôüìáôá Las Vegas äýï êáôåõèýíóåùí, áëëÜ êáé óôï ÷þñï ôçò êâá-
íôïåðéêïéíùíßáò (quantum communication), äåß÷íåôáé üôé ç ðïëõðëïêüôçôá
ôùí LVFAs ðïõ äÝ÷ïíôáé ìßá ãëþóóá L åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ßóç ìå ôçí ôå-
ôñáãùíéêÞ ñßæá ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí åëá÷ßóôùí DFAs ðïõ äÝ÷ïíôáé ôçí
L, åíþ ìÝóù ìéáò óõãêåêñéìÝíçò êáíïíéêÞò ãëþóóáò ðéóôïðïéåßôáé üôé ôï
êÜôù áõôü öñÜãìá åßíáé âÝëôéóôï. Ãåíéêüôåñá, ç åðéêñáôïýóá åéêáóßá åßíáé
üôé ôï êüóôïò ôùí õðïëïãéóìþí Las Vegas åßíáé ðëçóéÝóôåñá óå åêåßíï ôùí
íôåôåñìéíéóôéêþí, ðáñÜ ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí õðïëïãéóìþí.
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5.3. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ðåñéïñéóìÝíç áìöéóçìßá

5.3 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá êáé ðåñéïñéóìÝíç áìöéóç-
ìßá

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ìåëåôÞóáìå ôéò äéáöïñÝò óôçí ðïëõðëïêüôçôá
áíÜìåóá óå NFAs ìå äéáöïñåôéêÜ ðïóÜ ìç íôåôåñìéíéóìïý. Ãéá íá ìåôñÞ-
óïõìå áõôÜ ôá ðïóÜ, ëÜâáìå õðüøç ìåôáîý ôùí õðïëïãéóìþí êÜèå áõôïìÜôïõ
ðïõ ïäçãïýí óå áðïäï÷Þ, ìüíï åêåßíïõò ìå ôï ìéêñüôåñï ðëÞèïò ìç íôåôåñìé-
íéóôéêþí êéíÞóåùí. ¸íá Üëëï ìÝôñï, ç áìöéóçìßá (ambiguity), ëåéôïõñãåß
èåùñþíôáò üëïõò ôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ ïäçãïýí óå áðïäï÷Þ.

¸íá NFA êáëåßôáé k-äéöïñïýìåíï (k-ambiguous) áí äÝ÷åôáé êÜèå ëÝîç
ôçò ãëþóóáò ôïõ ìå ôï ðïëý k äéáöïñåôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Ôá 1-äéöïñïýìå-
íá NFAs êáëïýíôáé ìç äéöïñïýìåíá (unambiguous, UFAs) êáé íáé ìåí åðé-
ôñÝðåôáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõí ìç íôåôåñìéíéóìü, áëëÜ, üðùò êáé ôá DFAs,
äÝ÷ïíôáé ëÝîåéò êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï. ÐåðåñáóìÝíá äéöïñïýìåíï (�nitely
ambiguous, FNA) êáëåßôáé Ýíá NFA åÜí åßíáé k-äéöïñïýìåíï ãéá êÜðïéï èå-
ôéêü áêÝñáéï k, åíþ ðïëõùíõìéêÜ äéöïñïýìåíï (polynomially ambiguous,
PNA) åÜí õðÜñ÷åé Ýíá ðïëõþíõìï p, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå ëÝîç x ôçò ãëþó-
óáò, õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý p(|x|) õðïëïãéóìïß ðïõ ïäçãïýí óå áðïäï÷Þ. Åßíáé
öáíåñü üôé, áöïý, äåäïìÝíïõ åíüò NFA M = (Q;Ó; ä; q0; F ), ãéá ìßá ëÝîç
ìÞêïõò n ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý |Q|n äéáöïñåôéêïß õðïëïãéóìïß ðïõ
ïäçãïýí óôçí áðïäï÷Þ ôçò, êÜèå NFA åßíáé åêèåôéêÜ äéöïñïýìåíï (exponen-
tially ambiguous).

Áíôéêåßìåíï åêôåôáìÝíçò ìåëÝôçò Ý÷ïõí áðïôåëÝóåé ïé äéáöïñÝò óôçí ðï-
ëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óôá DFAs, UFAs, NFAs, FNAs êáé PNAs, ðïëëÝò áðü
ôéò ïðïßåò åßíáé åêèåôéêÝò, üðùò ãéá ðñþôç öïñÜ äåß÷íåôáé óôï [17]. ÊÜðïéåò
Üëëåò üìùò, üðùò ç äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óôá FNAs êáé
PNAs, ðáñáìÝíïõí áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá Þ Ý÷ïõí åîé÷íéáóôåß åí ìÝñåé. ÈÝìá
óýã÷ñïíçò Ýñåõíáò áðïôåëåß, óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí Ýííïéá ôïõ öÜóìáôïò ðïõ
áíáðôý÷èçêå, ôï åñþôçìá ôïõ ðþò ìåôáâÜëëåôáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí NFAs
êáèþò áõîÜíåôáé ôï ìÝãåèïò, ü÷é ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý áõôÞ ôç öïñÜ, áëëÜ,
ôçò áìöéóçìßáò.

5.4 ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êáôåõèýíóåùí êáé ðå-
ñéïñéóìÝíïé ðüñïé

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êá-
ôåõèýíóåùí, ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôçí Åíüôçôá 2.2.3. Åêôüò áðü ôéò äéáöï-
ñÝò óôçí ðïëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óôá êëáóéêÜ 2NFAs, 2DFAs, NFAs êáé
DFAs, èá åñåõíÞóïõìå êáé êÜðïéá ìïíôÝëá ðåñéïñéóìÝíùí äõíáôïôÞôùí. Ôï
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5.4. ÐåðåñáóìÝíá áõôüìáôá äýï êáôåõèýíóåùí êáé
ðåñéïñéóìÝíïé ðüñïé

æÞôçìá ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí äýï êáôåõèýíóåùí
áðïôåëåß óÞìåñá ðïëý óçìáíôéêü ðåäßï Ýñåõíáò, êáé, üðùò üëá äåß÷íïõí, èá
áðïôåëÝóåé êáé óôï ìÝëëïí, êáèþò ìåôáîý Üëëùí ó÷åôßæåôáé êáé ìå ôï áíïé-
êôü ðñüâëçìá ôçò õðïëïãéóôéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò, åÜí ï ëïãáñéèìéêüò ÷þñïò
(logarithmic space, L) ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôï ìç íôåôåñìéíéóôéêü ëïãáñéèìéêü
÷þñï (nondeterministic logarithmic space, NL).

¸÷åé Þäç ãßíåé óáöÝò áðü ôçí Åíüôçôá 2.2.3 üôé ôüóï ôá 2DFAs, üóï
êáé ôá 2NFAs äå äÝ÷ïíôáé ðáñÜ ôéò êáíïíéêÝò ãëþóóåò. ÕðÜñ÷åé ðëçèþñá
áðïôåëåóìÜôùí ðñïóïìïßùóçò, ðïõ äåß÷íïõí ðþò Ýíá ìïíôÝëï ðåðåñáóìÝíïõ
áõôïìÜôïõ äýï êáôåõèýíóåùí ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðü Üëëá ìïíôÝëá ðå-
ðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí· áõôÜ óõìðåñéëáìâÜíïõí ôéò ìåôáôñïðÝò áðü 2DFA
óå DFA, áðü 2DFA óå NFA, áðü 2NFA óå DFA êáé áðü 2NFA óå NFA. Ðáñ'
üëá áõôÜ, õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôá ìüíï áðïôåëÝóìáôá äéá÷ùñéóìïý.

ÊáôÜ ôç óýãêñéóç äýï äéáöïñåôéêþí ìïíôÝëùí ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêü-
ôçôá, èåùñïýìå ôá äýï ìïíôÝëá äéá÷ùñéóìÝíá (separated), üôáí ãéá ôçí
áðïäï÷Þ ôçò ßäéáò áêïëïõèßáò ãëùóóþí, ôï Ýíá ðáñáìÝíåé åêèåôéêÜ ìéêñü-
ôåñïõ ìåãÝèïõò áðü ôï Üëëï. Ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá äéáöïñåôéêþí
ìïíôÝëùí ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí äýï êáôåõèýíóåùí, ôï âáóéêü ðñüâëçìá
åßíáé åÜí ôá 2NFAs ìðïñïýí íá äéá÷ùñéóôïýí áðü ôá 2DFAs, åÜí, äçëáäÞ,
õðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá êáíïíéêþí ãëùóóþí Ln, ôÝôïéá þóôå ãéá íá ôçí ðåñé-
ãñÜøåé Ýíá 2DFA ÷ñåéÜæåôáé åêèåôéêü ðëÞèïò êáôáóôÜóåùí, åíþ Ýíá 2NFA
áñêåßôáé óå ðïëõùíõìéêü.

Ôï äéÜóçìï áõôü ðñüâëçìá Ý÷åé ìåßíåé áíïéêôü åäþ êáé ðïëý êáéñü, êáé, áí
êáé ðéóôåýåôáé åõñÝùò üôé ç äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óôá 2NFAs
êáé 2DFAs åßíáé üíôùò åêèåôéêÞ, áõôü öáßíåôáé ðïëý äýóêïëï íá ôåêìçñéùèåß.
Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ðñïêáëåß Ýêðëçîç ôï ðüóá ëßãá îÝñïõìå ãéá ôï ìåôá-
ó÷çìáôéóìü áðü 2NFA óå 2DFA. ¼÷é ìüíï äå ãíùñßæïõìå ôçí áêñéâÞ ôéìÞ
ôçò äéáöïñÜò óôçí ðïëõðëïêüôçôá, áëëÜ ïýôå êáí ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå
åÜí åßíáé ðïëõùíõìéêÞ. Ôï êáëýôåñï ãíùóôü Üíù öñÜãìá åßíáé åêèåôéêü êáé
ôï êáëýôåñï ãíùóôü êÜôù öñÜãìá êõâéêü. Ç åðéêñáôïýóá åéêáóßá åßíáé üôé
ç äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá áíÜìåóá óôá 2NFAs êáé 2DFAs åßíáé ßóç ìå
ôï êáëýôåñï ãíùóôü Üíù öñÜãìá, êáé óõãêåêñéìÝíá, üôé Ýíá 2DFA áðáéôåß
ìÝãåèïò ôïõëÜ÷éóôïí 2n− 1 ãéá íá äå÷ôåß ìßá ãëþóóá ðïõ Ýíá 2NFA äÝ÷åôáé
ìå ìÝãåèïò n.

ÁñêåôÞ ðñïóðÜèåéá Ý÷åé ãßíåé ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò åéêáóßáò ãéá äéÜöïñåò
ðáñáëëáãÝò ôùí 2DFAs ìå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò óôïõò ðüñïõò. ÁíÜìåóá
óôá ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé üôé ç åéêáóßá éó÷ýåé ãéá ôá 2DFAs ðïõ åßíáé
single-pass (ôåñìáôßæïõí ìüëéò öôÜóïõí óå êÜðïéï Üêñï ôçò åéóüäïõ), sweep-
ing (ìðïñïýí íá áëëÜîïõí êáôåýèõíóç ìüíï üôáí öôÜóïõí óå êÜðïéï Üêñï
ôçò åéóüäïõ) êáé oblivious (ëåéôïõñãïýí ðáíïìïéüôõðá ãéá üëåò ôéò åéóüäïõò
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ôïõ ßäéïõ ìÞêïõò).
Ï ×ñÞóôïò Êáðïýôóçò óôï [10] åîåôÜæåé (êáé åðáëçèåýåé) ôçí åéêáóßá

åóôéÜæïíôáò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí 2DFAs ðïõ åßíáé moles. Ç êëÜóç
ôùí moles åßíáé ìßá ðåñéïñéóìÝíç êëÜóç áõôïìÜôùí ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé óôá
ìÝëç ôçò ôá NFAs ðïëõùíõìéêïý ìåãÝèïõò, ðïõ äÝ÷ïíôáé ôéò ãëþóóåò ðïõ
áíÞêïõí óå ìßá åéäéêÞ ïéêïãÝíåéá ãëùóóþí, ôç liveness. Ç liveness åßíáé
ç äõóêïëüôåñç áíÜìåóá óôéò ïéêïãÝíåéåò ãëùóóþí ðïõ áíáãíùñßæïíôáé áðü
ðïëõùíõìéêÝò ïéêïãÝíåéåò NFAs, êé Ýôóé ç åéêáóßá áðïêôÜ ôçí éóïäýíáìç
ìïñöÞ, üôé êáìßá ïéêïãÝíåéá 2DFAs ðïëõùíõìéêïý ìåãÝèïõò äåí ìðïñåß íá
áíáãíùñßóåé ôç liveness. Óôçí åñãáóßá ôïõ ×. Êáðïýôóç äåß÷íåôáé áíô' áõôïý
üôé êáìßá ïéêïãÝíåéá áðü 2DFAs ðïõ åßíáé moles, áíåîáñôÞôùò ìåãÝèïõò, äåí
ìðïñåß íá áíáãíùñßóåé ôç liveness.

Óôï Ó÷Þìá 5.2 ðáñïõóéÜæïõìå ôïõò äþäåêá ìåôáó÷çìáôéóìïýò ðïõ ïñß-
æïíôáé áíÜìåóá óôïõò ôÝóóåñéò âáóéêïýò ôýðïõò áõôïìÜôùí ðïõ ìåëåôïýìå,
êáèþò êáé ôéò áêñéâåßò ôéìÝò ôçò äéáöïñÜò áíÜìåóá óôéò ðïëõðëïêüôçôÝò ôïõò,
üðïõ åßíáé ãíùóôÝò. Ôá äéáêåêïììÝíá âÝëç õðïäåéêíýïõí ôá áíïéêôÜ ðñïâëÞ-
ìáôá.
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5.5 Ðåñéïñßæïíôáò ôï ìç íôåôåñìéíéóìü êáé ôçí áìöé-
óçìßá óôá áõôüìáôá óôïßâáò

Åäþ èá óôñáöïýìå ðñïò ôá áõôüìáôá óôïßâáò êáé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ åðé-
öÝñåé óôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõò ï ðåñéïñéóìüò ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý êáé ôçò
áìöéóçìßáò. ÂÝâáéá, ðñïêåéìÝíïõ íá ìåéþóïõìå ôï ìç íôåôåñìéíéóìü, ðñÝðåé
ðÜëé ðñþôá íá óõìöùíÞóïõìå ùò ðñïò Ýíá ôñüðï íá ôïí ìåôñïýìå. Èá åîåôÜ-
óïõìå äéÜöïñïõò ôÝôïéïõò ôñüðïõò. Áêüìá, èá åñåõíÞóïõìå ôçí áõîïìåßùóç
ôçò áìöéóçìßáò êáé èá äïýìå üôé ìðïñåß íá Ý÷åé áîéïèáýìáóôåò åðéðôþóåéò
óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí áõôïìÜôùí óôïßâáò. ¼ðùò áðïäåéêíýåôáé, ç áý-
îçóç ôçò áìöéóçìßáò åíüò PDA (Þ, üðùò èá äïýìå, ôçò áíôßóôïé÷çò CFG)
êáôÜ Ýíá ìüíï âáèìü åßíáé äõíáôü íá åðéöÝñåé ìç áíáäñïìéêÞ ìåßùóç óôçí
ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõ.

5.5.1 Ìåôñþíôáò ôï ìç íôåôåñìéíéóìü óôá áõôüìáôá óôïßâáò

Êáô' áñ÷Üò ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé, óå áíôßèåóç ìå ôá ðåðåñáóìÝíá áõ-
ôüìáôá êáé ôéò ìç÷áíÝò Turing, äåí åßíáé ðÜíôïôå äõíáôü íá áöáéñÝóïõìå ôï
ìç íôåôåñìéíéóìü áðü Ýíá PDA ÷ùñßò íá ìåéþóïõìå ôçí õðïëïãéóôéêÞ éó÷ý
ôïõ. ¸ôóé, Ýíá åýóôï÷ï åñþôçìá åßíáé £ôé áðïôÝëåóìá Ý÷åé óôï ìÝãåèïò åíüò
PDA ç åîÜëåéøç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý, üôáí áõôü åßíáé äõíáôü¤, êáé ç áðÜ-
íôçóç ðïõ äüèçêå Þäç áðü ôï 1976 åßíáé üôé ç áýîçóç ôïõ ìåãÝèïõò óõ÷íÜ
åßíáé ìç öñáãìÝíç áíáäñïìéêÜ (recursively unbounded), äçëáäÞ ìåãáëþíåé
ãñçãïñüôåñá áðü êÜèå áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Åßíáé ëïéðüí öáíåñü üôé ôï
êáßñéï åñþôçìá äå èá ðñÝðåé íá áöïñÜ ôçí ðëÞñç åîÜëåéøç ôïõ ìç íôåôåñìéíé-
óìïý, áëëÜ ôïí ðåñéïñéóìü ôïõ, êáé ãé' áõôü ÷ñåéáæüìáóôå ôñüðïõò ìÝôñçóÞò
ôïõ.

Ðïëëïß ôñüðïé ìÝôñçóçò ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý óôá PDAs Ý÷ïõí êáôÜ êáé-
ñïýò ðñïôáèåß, áëëÜ ôñåéò åßíáé ïé ðéï óçìáíôéêïß, åê ôùí ïðïßùí ðåñéóóüôåñï
Ý÷åé êáèéåñùèåß Ýíáò. Äýï áðü ôá ìÝôñá åßíáé äõíáìéêÜ, äçëáäÞ âáóßæïíôáé
óôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ áõôïìÜôïõ, åíþ ôï Üëëï åßíáé óôáôéêü êáé âáóßæåôáé
ìüíï óôç äïìÞ ôïõ áõôïìÜôïõ. Ôá äýï äõíáìéêÜ ìÝôñá åßíáé ãíùóôÜ ùò max-
max êáé minmax, åíþ ôï óôáôéêü ùò âÜèïò ôïõ PDA, êáé èá áíáöåñèïýìå
óå üëá áíáëõôéêÜ.

Ìå âÜóç ôï maxmax ìÝôñï, ôï PDA ÷ñåþíåôáé ìå ôï ìÝãéóôï ðïóü ìç
íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß êáôÜ ôçí áðïäï÷Þ ìéáò åéóüäïõ. £Ìç åðé-
ôõ÷Þò¤ ÷ñÞóç ìç íôåôåñìéíéóìïý, äçëáäÞ ÷ñÞóç ìç íôåôåñìéíéóìïý êáôÜ ôç
äéÜñêåéá õðïëïãéóìþí ðïõ äåí ïäçãïýí óå áðïäï÷Þ, äå ëáìâÜíåôáé õðüøç.
Ôï ìÝôñï maxmax, áí êáé ôå÷íéêÜ éäéáßôåñá åý÷ñçóôï, Ý÷åé áñêåôÜ ìåéïíå-
êôÞìáôá. ¸íá áðü áõôÜ åßíáé êáé üôé ìå ÷ñÞóç åíüò ôÝôïéïõ ìÝôñïõ üëåò ïé
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ðåðåñáóìÝíåò ðïóüôçôåò ìç íôåôåñìéíéóìïý ðñïêýðôïõí éóïäýíáìåò, ìå áðï-
ôÝëåóìá íá áðïäßäïíôáé ìüíï ôñåéò ìç éóïäýíáìåò ôéìÝò ìç íôåôåñìéíéóìïý:
ìçäåíéêÞ (÷áñáêôçñßæåé ôéò íôåôåñìéíéóôéêÝò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá),
ðåðåñáóìÝíç (÷áñáêôçñßæåé ðåðåñáóìÝíåò åíþóåéò íôåôåñìéíéóôéêþí ãëùóóþí
÷ùñßò óõìöñáæüìåíá) êáé ãñáììéêÞ (÷áñáêôçñßæåé üëåò ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá).

Ìå óôü÷ï íá îåðåñáóôïýí ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôï äõíáìéêü
maxmax ìÝôñï, ðñïôÜèçêå ôï óôáôéêü ìÝôñï ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý âÜèïõò
(depth) åíüò PDA, ðïõ, óå áíôßèåóç ìå ôï maxmax, ðáñÜãåé ìéá Üðåéñç éå-
ñáñ÷ßá áðü êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. Ç
÷ñçóéìüôçôá ôïõ ìÝôñïõ áõôïý ãßíåôáé êáôáíïçôÞ áí èåùñÞóïõìå ôéò ãëþóóåò
÷ùñßò óõìöñáæüìåíá

L1 = {wwR | w ∈ {0; 1}∗};
L2 = {0i1j2 | j = i Þ j = 2i};

ðïõ êáôÜ ôï maxmax ìÝôñï áðáéôïýí êáé ïé äýï ãñáììéêÞ ðïóüôçôá ìç íôå-
ôåñìéíéóìïý. Ùóôüóï, êáôÜ ìßá Ýííïéá, ç L1 äåß÷íåé íá åìðëÝêåôáé óå ëé-
ãüôåñï ìç íôåôåñìéíéóìü áðü ôçí L2, áöïý ç L1 ìðïñåß íá ãßíåé äåêôÞ áðü
Ýíá PDA ðïõ ïõóéáóôéêÜ áðïôåëåßôáé áðü äýï ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ êïììÜôéá
(Ýíá ãéá åéóáãùãÞ êáé Ýíá ãéá åîáãùãÞ ôùí óõìâüëùí ôçò w áðü ôç óôïßâá),
ìå Ýíá ìç íôåôåñìéíéóôéêü Üëìá (jump) áíÜìåóÜ ôïõò. Ìå ôï ìÝôñï âÜèïõò
áõôü ôï Üëìá ìåôñéÝôáé ìüíï ìßá öïñÜ êáé ãé' áõôü ëÝìå üôé ç L1 Ý÷åé ìç
íôåôåñìéíéóôéêü âÜèïò 1. Áíôßèåôá, Ýíá PDA ðïõ äÝ÷åôáé ôçí L2 äåí ìðïñåß
íá áðïóõíôåèåß óå íôåôåñìéíéóôéêÜ ìÝñç, êé Ýôóé ëÝìå üôé ç L2 Ý÷åé Üðåéñï ìç
íôåôåñìéíéóôéêü âÜèïò.

ÃåíéêÜ ëïéðüí, ùò ôï âÜèïò åíüò PDA ïñßæïõìå ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò £áëìÜ-
ôùí¤ ðïõ ãßíïíôáé êáôÜ ôç ìç áíáóôñÝøéìç êßíçóç áðü Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü
êïììÜôé ôïõ óå Ýíá Üëëï, óå ìßá âÝëôéóôç áðïóýíèåóÞ ôïõ óå íôåôåñìéíé-
óôéêÜ êïììÜôéá. Éóïäýíáìá, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ôï âÜèïò ôïõ PDA åßíáé
ßóï ìå ôï ðëÞèïò ôùí äåéêôþí (markers) ðïõ èá ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå óôéò
óõìâïëïóåéñÝò ôçò ãëþóóáò ôïõ ãéá íá ôçí êÜíïõìå íôåôåñìéíéóôéêÞ. ÐñÜã-
ìáôé, ðáñáôçñïýìå üôé Ýíáò ôÝôïéïò äåßêôçò óôï ìÝóï êÜèå ëÝîçò ôçò L1 åßíáé
áñêåôüò ãéá ôï óêïðü áõôü.

¸íáò Üëëïò ôñüðïò âåëôßùóçò ôïõ maxmax ìÝôñïõ åßíáé ç ÷ñÞóç ôïõ
minmax, êáôÜ ôï ïðïßï, óå áíôßèåóç ìå ôï maxmax, ôï PDA ÷ñåþíåôáé
ìüíï ìå ôï ðïóü ìç íôåôåñìéíéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß êáôÜ ôïí £êáëýôåñï¤
õðïëïãéóìü ôïõ ðïõ ïäçãåß óôçí áðïäï÷Þ ìéáò åéóüäïõ. £Ìç åðéôõ÷Þò¤ ÷ñÞóç
ìç íôåôåñìéíéóìïý ïìïßùò áãíïåßôáé.

Åßíáé ãåãïíüò üôé óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò, üðùò óôá PDAs ìå ðåðåñá-
óìÝíï ìç íôåôåñìéíéóìü (äçëáäÞ áõôÜ ðïõ, áíåîÜñôçôá áðü ôï ìÞêïò ôçò
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åéóüäïõ ôïõò, åêôåëïýí ðÜíôá öñáãìÝíï ðëÞèïò ìç íôåôåñìéíéóôéêþí êéíÞ-
óåùí), ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôç ÷ñÞóç ôïõ maxmax êáé ôïõ minmax ìÝôñïõ
åßíáé áóÞìáíôç. ¼ìùò ãåíéêÜ ôï minmax ìÝôñï, áí êáé óáöþò äõóêïëüôåñï
óôï ÷åéñéóìü, áöïý áðáéôåß ôçí áíß÷íåõóç ôùí êáëýôåñùí ðñïóðáèåéþí ôïõ
PDA, åßíáé ðñïôéìüôåñï áðü ôï maxmax êáé åßíáé ìÜëëïí ôï ðéï êáèéåñùìÝíï
êáé áðü ôá ôñßá ìÝôñá. ÅîÜëëïõ, ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ëåéôïõñãåß, èåùñþíôáò
ôçí êáëýôåñç áíôß ãéá ôç ÷åéñüôåñç ðñïóðÜèåéá ôïõ áõôïìÜôïõ, ðñïóåããßæåé
ðïëý ðåñéóóüôåñï ôïí ôñüðï ôçò âáóéêÞò ëåéôïõñãßáò ôïõ áõôïìÜôïõ, äçëáäÞ
ôçò áíáãíþñéóçò ìéáò ãëþóóáò. Åêôüò áõôïý, ôï minmax ìÝôñï áíôáíá-
êëÜ ôçí ðïóüôçôá ðáñáëëçëéóìïý ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôçí ðñïóïìïßùóç ôïõ
ìç íôåôåñìéíéóìïý. Ôï ìÝôñï minmax åîåôÜóôçêå åêôåíþò óôï [4], üðïõ êáé
Ýãéíå ãíùóôü üôé, üðùò êáé ôï ìÝôñï âÜèïõò, ðáñÜãåé ìßá Üðåéñç éåñáñ÷ßá áðü
êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá.

5.5.2 Áõôüìáôá óôïßâáò êáé ðåñéïñéóìÝíç áìöéóçìßá

Áöïý åéóçãÜãáìå ôïõò ôñüðïõò ìÝôñçóçò ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý óôá PDAs,
èá äþóïõìå ðåñéëçðôéêÜ êÜðïéá áðü ôá âáóéêüôåñá áðïôåëÝóìáôá ó÷åôéêÜ
ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí PDAs ìå ðåñéïñéóìïýò óôï ìç íôåôåñìéíéóìü êáé
ôçí áìöéóçìßá. ÌÝóù ôùí êëáóéêþí ôå÷íéêþí ðñïóïìïßùóçò ôùí PDAs áðü
CFGs êáé áíôßóôñïöá, ðñïêýðôåé üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
åäþ ãéá PDAs ìå ðåñéïñéóìÝíç áìöéóçìßá Ý÷ïõí éó÷ý êáé ãéá CFGs ìå ðåñéï-
ñéóìÝíç áìöéóçìßá.

¼ðùò êáé Ýíá NFA, Ýíá PDA êáëåßôáé k-äéöïñïýìåíï (k-ambiguous)
åÜí êÜèå ëÝîç ôçò ãëþóóáò ôïõ ãßíåôáé äåêôÞ ìå ôï ðïëý k äéáöïñåôéêïýò ôñü-
ðïõò. Ìç äéöïñïýìåíá (unambiguous, UPDAs) ïíïìÜæïíôáé ôá 1-äéöïñïý-
ìåíá PDAs. ¼ìïéá ìå ôá NFAs ïñßæïíôáé åðßóçò ôá ðåðåñáóìÝíá äéöïñïý-
ìåíá êáé ôá ðïëõùíõìéêÜ äéöïñïýìåíá PDAs. ÏíïìÜæïíôáò ôþñá ìßá CFG
k-äéöïñïýìåíç, áí êÜèå ëÝîç ôçò ãëþóóáò ðïõ ðáñÜãåé Ý÷åé ôï ðïëý k óõ-
íôáêôéêÜ äÝíôñá, Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå k-äéöïñïýìåíï PDA õðÜñ÷åé éóïäýíáìç
k-äéöïñïýìåíç CFG, êáé áíôßóôñïöá.

ÅóôéÜæïíôáò ãéá ëßãï óôïí ðåñéïñéóìü ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý, ãíùñßæïõìå
üôé äåí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ íá öñÜóóåé ôç ìåßùóç ôçò ðïëõ-
ðëïêüôçôáò üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ áíôß ãéá íôåôåñìéíéóôéêÜ
PDAs. Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé äõíáôü íá âñå-
èåß ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (êáé ãéá ôçí áêñßâåéá,
ìßá Üðåéñç áêïëïõèßá ôÝôïéùí ãëùóóþí), ôÝôïéá þóôå ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôá
ìåãÝèç ôïõ ìéêñüôåñïõ PDA êáé ôïõ ìéêñüôåñïõ DPDA ðïõ ôç äÝ÷ïíôáé íá
ìçí ìðïñåß íá öñá÷èåß áðü ôç óõíÜñôçóç áõôÞ. ÌÜëéóôá, ôá ìç íôåôåñìéíé-
óôéêÜ PDAs ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá íá áðïäåé÷èåß ôï ðáñáðÜíù åßíáé êáé
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ìç äéöïñïýìåíá.
Ó÷åôéêÜ ìå ôïí ðüñï ôçò áìöéóçìßáò óôá PDAs, ïöåßëïõìå êáô' áñ÷Üò íá

ðïýìå üôé ðáñÜ ôçí åìöáíÞ óýíäåóÞ ôçò ìå ôïí ðüñï ôïõ ìç íôåôåñìéíéóìïý,
ïé äýï Ýííïéåò åßíáé áñêåôÜ äéáöïñåôéêÝò êáé ç ó÷Ýóç áíÜìåóÜ ôïõò ãéá ôçí
ðåñßðôùóç ôùí PDAs äåí åßíáé ôüóï áðëÞ üóï Þôáí ãéá åêåßíç ôùí NFAs.
¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé ç ìåßùóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò üôáí ðåñíïýìå áðü ìç
äéöïñïýìåíï óå ôõ÷áßï PDA äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ. Åðßóçò, üðùò Þäç áíáöÝ-
ñáìå, ãéá ôõ÷üíôá áêÝñáéï k, áí åðéôñÝøïõìå óå Ýíá k-äéöïñïýìåíï PDA íá
Ý÷åé áìöéóçìßá âáèìïý k + 1, åßíáé äõíáôü íá åðÝëèåé ìç áíáäñïìéêÞ ìåßùóç
óôçí ðïëõðëïêüôçôá.

ÔÝëïò, óôï [5], üðïõ êáé ìåëåôÜôáé ëåðôïìåñþò ç ó÷Ýóç ìç íôåôåñìéíéóìïý
êáé áìöéóçìßáò áðü ðëåõñÜò ðïëõðëïêüôçôáò ãéá ôá PDAs, ôåêìçñéþíåôáé ç
ýðáñîç åíüò åíäéáöÝñïíôá ôýðïõ äéðëÞò Üðåéñçò éåñáñ÷ßáò ãëùóóþí. Óõãêå-
êñéìÝíá, ãéá êÜèå k; k′ ∈ N ∪ {∞} ìå k ≤ k′, äåß÷íåôáé üôé õðÜñ÷åé ãëþóóá
ðïõ åßíáé åããåíþò äéöïñïýìåíç ìå âáèìü k êáé åããåíþò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìå âáèìü k′.

5.6 Ðïëõðëïêüôçôá óõíôáêôéêþí áíáëõôþí

Èá ïëïêëçñþóïõìå áõôÞ ôçí åðéëåêôéêÞ ðáñïõóßáóç áðïôåëåóìÜôùí ðïëõ-
ðëïêüôçôáò õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðüñïõò, åîåôÜæïíôáò
ôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíôáêôéêþí áíáëõôþí, êáé óõãêåêñéìÝíá, ôïõò ïñèïýò
óõíôáêôéêïýò áíáëõôÝò ðñïèÝìáôïò êáé ôïõò óõíôáêôéêïýò áíáëõôÝò LL(k)
êáé LR(k). Èá äïýìå ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá ìåéþóïõìå ôçí ðïëõ-
ðëïêüôçôÜ ôïõò.

¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç ðåé óôçí Åíüôçôá 3.5, ïé óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò äéá-
äñáìáôßæïõí áíáíôéêáôÜóôáôï ñüëï óôç äéáäéêáóßá ìåôáôñïðÞò ëïãéóìéêïý Þ
ðçãáßïõ êþäéêá (source code) óå åêôåëÝóéìï êþäéêá (execution code). Éäéáß-
ôåñá ïé ïñèïß óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò ðñïèÝìáôïò (correct pre�x parsers),
ðïõ åßíáé óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò ìå ôçí éêáíüôçôá íá áíé÷íåýïõí ôá ëÜèç üóï
ôï äõíáôüí íùñßôåñá, Ý÷ïõí åñåõíçèåß åíôáôéêÜ ëüãù ôçò ìåãÜëçò ðñáêôéêÞò
ôïõò áîßáò. Åíôïýôïéò, ç äõíáôüôçôá ãñÞãïñçò áíß÷íåõóçò ôùí ëáèþí ðëç-
ñþíåôáé óõ÷íÜ óå ðïëõðëïêüôçôá ôïõ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ|êé áõôÞ åßíáé
åðßóçò ìéÜ ðñáêôéêÞ ðëåõñÜ ðïõ ðñÝðåé íá ëçöèåß õðüøç.

Áðïäåéêíýåôáé ìå ÷ñÞóç ôçò Ýííïéáò ôùí scanning PDAs, óôçí ïðïßá äå èá
åðåêôáèïýìå, ç ýðáñîç Üðåéñçò áêïëïõèßáò ãëùóóþí, ãéá ôçí ïðïßá ïé ïñèïß
óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò ðñïèÝìáôïò åßíáé åêèåôéêÜ ìåãáëýôåñïõ ìåãÝèïõò áðü
ôïõò ìéêñüôåñïõò áðëïýò íôåôåñìéíéóôéêïýò óõíôáêôéêïýò áíáëõôÝò. ÁõôÞ ç
äñáìáôéêÞ äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ðñïùèåß ôï åñþôçìá ôïõ ðþò èá ìå-
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ôáâëçèåß ôï ìÝãåèïò ôïõ ìéêñüôåñïõ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ, áí ç áíß÷íåõóç
ôïõ ëÜèïõò êáèõóôåñÞóåé £ëßãï¤. ÁêñéâÝóôåñá, åßíáé äõíáôü íá ìåéþóïõìå
ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí áíß÷íåõóç ëÜèïõò âáèìéáßá, åíþ ôáõôü÷ñïíá íá áõ-
îÞóïõìå ôï ìÝãåèïò ôïõ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ åðßóçò ìüíï âáèìéáßá;

Ãéá íá äïèåß áðÜíôçóç, ðñïôÜèçêå, âáóéæüìåíç óôçí éäÝá ôïõ öÜóìáôïò
êáíïíéêÞò ãëþóóáò, ç Ýííïéá ôïõ öÜóìáôïò ÷ñïíïêáèõóôÝñçóçò (time-
delay spectrum). ÄéáéóèçôéêÜ, ãéá ìßá äåäïìÝíç ãëþóóá, ç k-ïóôÞ åßóïäïò
óôï öÜóìá ÷ñïíïêáèõóôÝñçóçò ðåñéÝ÷åé ôï ìÝãåèïò ôïõ ìéêñüôåñïõ íôåôåñ-
ìéíéóôéêïý óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ ðïõ áíé÷íåýåé Ýíá ëÜèïò ìå ÷ñïíïêáèõóôÝ-
ñçóç ôï ðïëý k. Åí óõíôïìßá, ôï áðïôÝëåóìá åßíáé üôé, ðñÜãìáôé, õðÜñ÷ïõí
ãëþóóåò, ãéá ôéò ïðïßåò ç âáèìéáßá áýîçóç ôçò ÷ñïíïêáèõóôÝñçóçò åðéôñÝðåé
âáèìéáßá ìåßùóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ óõíôáêôéêïý áíáëõôÞ.

ÐÝñá áðü ôïõò ïñèïýò óõíôáêôéêïýò áíáëõôÝò ðñïèÝìáôïò, ðïëëïß óõíôá-
êôéêïß áíáëõôÝò óôçí ðñÜîç êáôáóêåõÜæïíôáé, üðùò Ý÷ïõìå Þäç ôïíßóåé, ìå
âÜóç ôéò LL(k) êáé LR(k) ãñáììáôéêÝò. ÅðåéäÞ ïé óõíôáêôéêïß áíáëõôÝò áõ-
ôïý ôïõ åßäïõò ðñïêýðôïõí ãåíéêÜ áñêåôÜ ìåãÜëïé óå ìÝãåèïò, ðïëëÞ ðñïóï÷Þ
Ý÷åé äïèåß óôçí åýñåóç ôñüðùí ìåßùóçò ôïõ ìåãÝèïõò ôïõò. ¼ðùò áíáöÝñáìå
êáé óôçí Åíüôçôá 3.5 (Èåþñçìá 3.5.6), ïé ãñáììáôéêÝò LR(1) áñêïýí ãéá
ôçí ðåñéãñáöÞ üëùí ôùí íôåôåñìéíéóôéêþí ãëùóóþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá,
êáé êáôÜ óõíÝðåéá, ïðïéáäÞðïôå áýîçóç åðé÷åéñÞóïõìå óôï ìÞêïò ôçò ðñüâëå-
øçò ôùí LR(k) ãñáììáôéêþí äå èá áõîÞóåé êáé ôçí åêöñáóôéêÞ äýíáìÞ ôïõò.
¸ôóé, ôïõëÜ÷éóôïí èåùñçôéêÜ, äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá
ôéò ãñáììáôéêÝò LR(k) ðñüâëåøç ìÞêïõò ìåãáëýôåñïõ áðü 1. Áðü ôçí Üëëç,
ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí LL(k) ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí êëÜóç ôùí LL(k + 1),
ðïõ óçìáßíåé üôé ðåñéóóüôåñåò ãëþóóåò ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ìå ÷ñÞóç
ðñüâëåøçò ìåãáëýôåñïõ ìÞêïõò ãéá ôéò LL ãñáììáôéêÝò.

Óôï [15] ôïõ 1996 üìùò ìåëåôÞèçêå äéåîïäéêÜ ç ÷ñÞóç ôùí LL êáé LR
ãñáììáôéêþí óôçí ðñÜîç êáé ìÝóù ðáñáäåéãìÜôùí ãëùóóþí ðñáêôéêïý åí-
äéáöÝñïíôïò öÜíçêå ãéá ðñþôç öïñÜ ç áíÜãêç, ðáñÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ü÷é ìüíï LL, áëëÜ êáé LR ãñáììáôéêÝò ìå ìÞêïò ðñüâëåøçò
ìåãáëýôåñï ôïõ 1. Ôá Ýôç 2000 êáé 2001 áêïëïýèçóáí êáé Üëëåò ìåëÝôåò, áðü
ðåñéóóüôåñï èåùñçôéêÞ ôþñá óêïðéÜ, êáé ôï ðüñéóìá ðéóôïðïßçóå ðùò ç ÷ñÞóç
ìåãáëýôåñçò ðñüâëåøçò óôéò LL êáé LR ãñáììáôéêÝò ìðïñåß ðñÜãìáôé íá áðï-
âåß åîáéñåôéêÜ êáñðïöüñá ãéá ôç óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç ïñéóìÝíùí ãëùóóþí.
Ôï ãåãïíüò áõôü Ý÷åé ìåãÜëï åíäéáöÝñïí éäéáßôåñá ãéá ôçí LR ðåñßðôùóç,
êáèþò äåß÷íåé üôé, áí êáé ü÷é áðáñáßôçôï, åßíáé ðéèáíüôáôá óêüðéìï íá áõ-
îÞóïõìå ôï ìÞêïò ôçò ðñüâëåøçò ìéáò LR ãñáììáôéêÞò, êáèáñÜ ãéá ëüãïõò
ðïëõðëïêüôçôáò.

71



72



Åðßëïãïò

Óôá êåöÜëáéá ðïõ ðñïçãÞèçêáí åðé÷åéñÞóáìå ìßá ìåóôÞ, áëëÜ ÷ùñßò åðéìïíÞ
óôçí áõóôçñÞ, ìáèçìáôéêÞ èåìåëßùóç|ç ïðïßá, åîÜëëïõ, âñßóêåôáé åýêïëá
óå ðïëëÜ áíáãíþóìáôá, ãéá ôá ïðïßá êáé õðÜñ÷ïõí ðáñáðïìðÝò|ðáñïõóßáóç
ôùí âáóéêþí óôïé÷åßùí ôçò èåùñßáò ôõðéêþí ãëùóóþí.

Ïé óôü÷ïé ìáò Þôáí äýï. Áðü ôç ìßá ôï æçôïýìåíï Þôáí ìßá óöáéñéêÞ
ìåëÝôç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ êáé ç åîÝôáóÞ ôïõ ôüóï áðü ôçí ðëåõñÜ ôçò èåùñßáò
ôõðéêþí ãñáììáôéêþí, üóï êáé áðü ôçí ðëåõñÜ ôçò èåùñßáò áõôïìÜôùí, ðïõ,
áí êáé öáéíïìåíéêÜ äéáöïñåôéêÝò, ðñïóðáèÞóáìå íá áíáäåßîïõìå ôá èáõìá-
óôÜ ðïëëÜ óçìåßá åðáöÞò ôïõò. Öñïíôßóáìå íá ìçí ðáñáëåßøïõìå éäéáßôåñåò
áíáöïñÝò óôéò ôüóï ðëïýóéåò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò.

ÄåäïìÝíïõ, áðü ôçí Üëëç, üôé óå ðïëëÜ óçìåßá ôçò êëáóéêÞò èåùñßáò ôõ-
ðéêþí ãëùóóþí ç Ýñåõíá Ý÷åé Þäç öôÜóåé óôçí êïñýöùóÞ ôçò êáé óÞìåñá
èåùñåßôáé êÜðùò ðáñù÷çìÝíç, ìç Ý÷ïíôáò ðéá íá ðñïóöÝñåé ðïëëÜ êáéíïýñéá
ðñÜãìáôá, ç äåýôåñç åðéäßùîÞ ìáò Þôáí íá äþóïõìå ìßá, Ýóôù êáé ìåñéêÞ,
åéêüíá ôùí ðåñéóóüôåñï åðßêáéñùí æçôçìÜôùí, óôá ïðïßá åßíáé óôñáììÝíç ç
óýã÷ñïíç Ýñåõíá. Ãéá ôï óêïðü áõôü åðéëÝîáìå íá ðáñïõóéÜóïõìå ôï ãåíéêü
ðëáßóéï, áëëÜ êáé áñêåôÜ áðü ôá èåìåëéþäç áðïôåëÝóìáôá, ôçò èåùñßáò ðïëõ-
ðëïêüôçôáò õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò ðüñïõò. Ï ðáñáðÜíù
åßíáé Ýíáò êëÜäïò ðïõ êåñäßæåé óõíå÷þò Ýäáöïò, êáèþò äåß÷íåé éêáíüò íá áðï-
äþóåé ëýóåéò óå ðïëëÜ ðñáêôéêÜ æçôÞìáôá ðïõ áðáó÷ïëïýí ôïõò åñåõíçôÝò
óÞìåñá.

Èá èÝëáìå íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ðáñïõóßáóÞ ìáò óêéáãñáöþíôáò åí óõ-
íôïìßá ôç óýíäåóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò õðïëïãéóôéêþí ìïíôÝëùí ìå ðåñéïñé-
óìÝíïõò ðüñïõò ìå Ýíá ôÝôïéï, åðßêáéñï æÞôçìá, êáé óõãêåêñéìÝíá ìå áõôü ôçò
áîéïðéóôßáò ëïãéóìéêïý. Áí êáé åßíáé ãåãïíüò üôé áêüìá äåí Ý÷ïõí äçìïóéåõ-
èåß áðïôåëÝóìáôá ðïõ óõíäÝïõí óèåíáñÜ ôéò äýï ðåñéï÷Ýò, óïâáñÝò åíäåßîåéò
ãéá êÜôé ôÝôïéï õðÜñ÷ïõí Þäç áðü ôï 2000. ¢ëëùóôå åßíáé êáé äéáéóèçôéêÜ
åìöáíÝò üôé ç £ðïëõðëïêüôçôá¤ åíüò óõóôÞìáôïò ëïãéóìéêïý êáé ç áîéïðéóôßá
ôïõ ó÷åôßæïíôáé. Ðñïöáíþò üóï ðéï áðëÜ ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå Ýíá áíôé-
êåßìåíï, ôüóï ðéï ëßãá ëÜèç åíäå÷ïìÝíùò èá êÜíïõìå, êáé ôüóï ðéï åýêïëï
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èá åßíáé íá ôï åêöñÜóïõìå óùóôÜ.
ÅðïìÝíùò, ç åðéëïãÞ åíüò êáôÜëëçëïõ óõóôÞìáôïò ðåñéãñáöÞò, ðïõ åðé-

ôñÝðåé ôçí åýêïëç áíáðáñÜóôáóç ôïõ ëïãéóìéêïý ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ìðïñåß
íá âïçèÞóåé óçìáíôéêÜ óôç âåëôßùóç ôçò áîéïðéóôßáò ôïõ. ÂÝâáéá áõôü äå óç-
ìáßíåé óå êáìßá ðåñßðôùóç üôé ç ìéêñüôåñç äõíáôÞ ðåñéãñáöÞ åíüò óõóôÞìáôïò
ëïãéóìéêïý áðïôåëåß ðÜíôá ôç âÝëôéóôç ëýóç, êáèþò áðëüôçôá äåí éóïäõíáìåß
ðÜíôá ìå ðåñéåêôéêüôçôá. Áêüìá, ðñïêåéìÝíïõ íá ôõðïðïéçèïýí ïé Ýííïéåò ðïõ
ìáò áðáó÷ïëïýí, åßíáé áðáñáßôçôï íá âñåèïýí ìÝôñá êáé ãéá ôçí £áðëüôçôá¤
êáé ãéá ôçí £áîéïðéóôßá¤ ôùí óõóôçìÜôùí ëïãéóìéêïý, ðïõ öõóéêÜ ìðïñåß íá
åßíáé äéáöïñåôéêÜ. Óôï Ó÷Þìá 5.3 öáßíåôáé ìéá ðåñßðôùóç, óôçí ïðïßá, âÜóåé
ôùí óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí ðïõ èåùñÞèçêáí, ïé ðéï ðåñßðëïêåò ðåñéãñáöÝò
ôåßíïõí íá åßíáé êáé ðéï áîéüðéóôåò.

6
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Ó÷Þìá 5.3: ÐåñéãñáöÝò åíüò áíôéêåéìÝíïõ óå óõãêåêñéìÝíï óýóôçìá. Ôï
åíäéáöÝñïí åóôéÜæåôáé óôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôçí áðëïýóôåñç ðåñéãñáöÞ ìå
ôçí õøçëüôåñç áîéïðéóôßá êáé ôçí ðéï áîéüðéóôç ðåñéãñáöÞ ìå ôç ìåãáëýôåñç
áðëüôçôá, êáèþò åðßóçò êáé óôï £ìïíïðÜôé¤ ìåôáîý ôùí äýï.

Êëåßíïíôáò, ðñïò áðïöõãÞ åóöáëìÝíùí åíôõðþóåùí ïöåßëïõìå, áóöá-
ëþò, íá ôïíßóïõìå ðùò ôï óçìåñéíü åðßðåäï ôçò åðéóôçìïíéêÞò ãíþóçò áðÝ÷åé
áêüìç ðïëý áðü ôï íá åßíáé óå èÝóç íá áðïäåßîåé óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò
óýíèåôùí ìç÷áíïëïãéêþí óõóôçìÜôùí, üðùò åíüò áåñïóêÜöïõò5 Þ Üëëùí

5Ãéá ôçí áêñßâåéá, åßíáé ðïëý äýóêïëï áêüìá êáé íá äçìéïõñãçèïýí ôá áíôßóôïé÷á óõ-
óôÞìáôá ðåñéãñáöþí ðïõ ìïíôåëïðïéïýí Ýíá ôüóï ðåñßðëïêï óýóôçìá. ¸íá ìïíôÝñíï
áåñïóêÜöïò Ý÷åé õäñáõëéêÜ ôìÞìáôá, çëåêôñïíéêïýò äåßêôåò êáé óõóôÞìáôá åëÝã÷ïõ ëïãé-
óìéêïý, üëá óõíäåüìåíá ìåôáîý ôïõò ìå Ýíáí ôüóï óýíèåôï ôñüðï, ðïõ áðáéôïýíôáé óôçí
êõñéïëåîßá ÷éëéÜäåò óåëßäùí ëåðôïìåñþí ðåñéãñáöþí ãéá íá äåé÷ôåß ð.÷. üôé ç éó÷ýò ôïõ
óõóôÞìáôïò èá ðÝóåé áõôüìáôá óå ðåñßðôùóç ÷áìçëÞò Ýíäåéîçò êáõóßìùí óå ìßá áðü ôéò
ìç÷áíÝò.
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Åðßëïãïò

ôå÷íïëïãéêþí óõóêåõþí, âáóéæüìåíåò óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðåñéãñáöþí
ôïõò. ¸÷ïõìå, ùóôüóï, âÜóåéò ãéá íá áéóéïäïîïýìå, ðùò ìéá ìÝñá èá åßíáé.
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