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Ðåñßëçøç

Ç äéðëùìáôéêÞ áõôÞ åñãáóßá åîåôÜæåé ôï Äéáêñéôü Êëáóìáôéêü Ìåôáó÷çìáôéóìü
Fourier (DFrFT) áðü ôç óêïðéÜ ôçò ÊâáíôéêÞò ÕðïëïãéóôéêÞò. Ìåëåôþíôáé áñ-
÷éêÜ ïé äéÜöïñïé åíáëëáêôéêïß ïñéóìïß ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý ðïõ õðÜñ÷ïõí óôçí
âéâëéïãñáößá êáé åðéóçìáßíïíôáé ôá ðñïâëÞìáôÜ ôïõò. Ðñïôåßíåôáé, êáôüðéí, Ýíáò
íÝïò ïñéóìüò âáóéóìÝíïò óôçí êâÜíôùóç Weyl åíüò êáôÜëëçëïõ öõóéêïý óõóôÞ-
ìáôïò, óå áíáëïãßá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ Äéáêñéôïý Ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
(DFT) êáé ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ. Ðñïò ôï óêïðü áõôü, ìåëåôÜôáé ç óõìðå-
ñéöïñÜ ôïõ êâáíôéêïý ôáëáíôùôÞ Balian-Itzykson óå äéáêñéôïýò ÷þñïõò öÜóçò
ìå ôç äïìÞ óùìÜôùí Galois GF [p]. Áðü ôç ìåëÝôç áõôÞ ðñïêýðôïõí êëåéóôïß
ôýðïé ãéá ôïí õðïëïãéóìü êëáóìáôéêþí äõíÜìåùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier,
õðü ôç ìïñöÞ áíáðáñÜóôáóçò óôïé÷åßùí ïìÜäáò. Åí êáôáêëåßäé, ãßíåôáé ìéá ðñï-
óðÜèåéá íá ðåñéãñáöåß Ýíá êâáíôéêü êýêëùìá üìïéï áõôïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ãéá ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier óôïí áëãüñéèìï ôïõ Shor, ãéá ôïí áðïäïôéêü
õðïëïãéóìü ôùí óôïé÷åßùí áõôþí.

ÈåìáôéêÞ Ðåñéï÷Þ: ÊâáíôéêÞ ÕðïëïãéóôéêÞ
ËÝîåéò ÊëåéäéÜ: ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier, äéáêñéôïß ÷þñïé öÜóçò, êâÜíôùóç
Weyl, êâáíôéêü êýêëùìá, ïìÜäåò Lie
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Abstract

In this thesis we examine the Discrete Fractional Fourier Transform (DFrFT) in
the light of Quantum Computing. Initially, we study the alternative de�nitions
of the transform that have been proposed in the existing bibliography and point
out their de�cits. Further on, we propose a new de�nition, based on the Weyl
quantization of an appropriate physical system, in the same way the Discrete
Fourier Transform (DFT) can be de�ned by means of the harmonic oscillator.
To this end, we study the behaviour of the Balian-Itzykson quantum harmonic
oscillator in discrete phase spaces with the structure of the Galois �eld GF [p].
From this study, we derive closed forms for fractional powers of the Fourier
transform, in the form of group element representations. Finally, we attempt
to describe a quantum circuit similar to the one used in the well known Shor
algorithm which performs the Fourier transform, in order to e�ciently compute
said �ndings.

Subject Area: Quantum Computing
Keywords: Fourier transform, discrete phase spaces, Weyl quantization, quan-
tum circuit, Lie groups
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ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier: F
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ÅéóáãùãÞ 1

1 ÅéóáãùãÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü, êÜíïõìå ìéá óõíïðôéêÞ ðáñïõóßáóç ôçò Ýííïéáò ôïõ êëáóìá-
ôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, äßíïíôáò ôïí ïñéóìü ôïõ êáé êÜðïéåò óçìáíôéêÝò
éäéüôçôÝò ôïõ ðïõ èá ìáò ÷ñåéáóôïýí. Åí óõíå÷åßá, åîåôÜæïõìå ôéò ãíùóôÝò ìåèü-
äïõò õðïëïãéóìïý ôïõ, åóôéÜæïíôáò óôï ðñüâëçìá Ýëëåéøçò åíüò áêñéâïýò áëãï-
ñßèìïõ ëïãáñéèìéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò, üðùò áõôüò ðïõ õðÜñ÷åé ãéá ôïí óõíÞèç
ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

ÔÝëïò, ìåëåôÜìå éäéáßôåñá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý,
ãéá ôïí ïðïßïí åîåôÜæïõìå ôïõò äéÜöïñïõò ïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõí ðñïôáèåß, êáé
óêéáãñáöïýìå ôçí ðïñåßá ðïõ èá áêïëïèÞóïõìå ãéá íá äþóïõìå Ýíá íÝï ïñéóìü.

1.1 Ï êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier

Ç éäÝá êëáóìáôéêþí äõíÜìåùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åìöáíßæåôáé óôçí
åõñýôåñç ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá Þäç áðü ôï 1929 [31]. Áñãüôåñá, ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé óôçí åðåîåñãáóßá óÞìáôïò [1] áëëÜ êáé óôçí êâáíôïìç÷áíéêÞ [21], üðïõ
ï Namias ðñïóðáèåß ìå ôçí âïÞèåéÜ ôïõ íá åðéëýóåé åîéóþóåéò Shr�odinger. Ôå-
ëéêÜ, üìùò, åßíáé ïé åöáñìïãÝò ôïõ óôçí ïðôéêÞ ðïõ ôïí åäñáéþíïõí ôçí äåêáåôßá
ôïõ '90, äßíïíôáò ìéá åíáëëáêôéêÞ ìáèçìáôéêÞ åñìçíåßá ãéá ôçí ðåñßèëáóç Fresnel
[32].

Ï ëüãïò ãéá ôçí åðéôõ÷ßá ôïõ áõôÞ óôçí ïðôéêÞ, ðáñÜëëçëá ìå ìéá áðëÞ
öõóéêÞ åñìçíåßá ôïõ, ìðïñåß íá ãßíåé êáôáíïçôüò áðü ôï åîÞò ðáñÜäåéãìá [6].
¸óôù Ýíá óýóôçìá ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü ìéá óçìåéáêÞ ðçãÞ óôá áñéóôåñÜ,
ç ïðïßá öùôßæåé Ýíá áíôéêåßìåíï, áöïý ç áêôéíïâïëßá ôçò ðåñÜóåé ðñþôá áðü Ýíá
äßêôõï áðü öáêïýò. Ôüôå, åßíáé åõñÝùò ãíùóôü üôé óå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíá óç-
ìåßá óôá äåîéÜ, ðáñáôçñïýíôáé åßäùëá ôá ïðïßá åßíáé ìåôáó÷çìáôéóìïß Fourier
ôïõ áñ÷éêïý åéäþëïõ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Óå Üëëá óçìåßá ìáêñýôåñá, ðáñáôçñïý-
íôáé åßäùëá ôá ïðïßá åßíáé áíåóôñáììÝíåò åéêüíåò ôïõ áñ÷éêïý, ðáñáêÜôù Üëëá
ðïõ åßíáé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôïõ áñ÷éêïý åéäþëïõ ê.ï.ê..
ÁõôÜ ôá ðáñáëëáãìÝíá åßäùëá üëá ðáñÜãïíôáé åöáñìüæïíôáò ôïí ìåôáó÷çìáôé-
óìü Fourier óôï áñ÷éêü åßäùëï, ìåôÜ ôçí 2ç äýíáìÞ ôïõ, ôçí 3ç (ðïõ ôáõôßæåôáé
ìå ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü) ê.ï.ê.. Áðü ôçí Üëëç, ïé åéêüíåò ðïõ ìðïñåß
íá êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé óôá åíäéÜìåóá óçìåßá, åßíáé åßäùëá ðïõ ðáñÜãïíôáé
åöáñìüæïíôáò êëáóìáôéêÝò äõíÜìåéò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý óôï áñ÷éêü åßäùëï.

Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ðïýìå üôé ï êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
(FrFT) áðïôåëåß ìéá ãåíßêåõóç ôïõ óõíÞèïõò ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. Ùò ãíù-
óôüí, ãéá ìéá óõíÜñôçóç f(t), áí ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier óõìâïëßæåôáé ìå
F(f), ôüôå ìå F2(f) = F(F(f)) åííïïýìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Fourier ôçò f , äçëáäÞ ôçí äåýôåñç äýíáìç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé åí ãÝ-
íåé ìå Fn(f) ôç n-ïóôÞ äýíáìç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý. Áíôßóôïé÷á, ìå F−n(f) åí-
íïïýìå ôç n-ïóôÞ äýíáìç ôïõ áíôßóôñïöïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý. Ï FrFT ãåíéêåýåé
ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü óå ðåñéðôþóåéò ìç-áêåñáßùí äõíÜìåùí n = 2a=ð; ∀a ∈ R.
Áðïôåëåß óõíåðþò Ýíáí ãñáììéêü ìåôáó÷çìáôéóìü ðïõ ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôßóåé
ìéá óõíÜñôçóç óå Ýíá åíäéÜìåóï ðåäßï ïñéóìïý ìåôáîý ÷ñüíïõ êáé óõ÷íüôçôáò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïõìå ôïí åîÞò ïñéóìü

Ïñéóìüò 1.1. Ãéá êÜèå a ∈ R, ïñßæåôáé ï êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier



1.1 Ï êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier 2

Fa(f)(ù) =

Z ∞
−∞

Ka(ù; t)f(t)dt (1.1)

=

r
1− i cot(a)

2ð
ei cot(a)ù

2=2

Z ∞
−∞

ei csc(a)ùt+i cot(a)t2=2f(t)dt (1.2)

üðïõ

Ka(ù; t) = Ca exp[−ið(2 ùt

sin a
− (t2 + ù2) cot a)] (1.3)

åßíáé ï ðõñÞíáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé Ca =
√

1− i cot a . Åéäéêüôåñá, áí
2a=ð = n ∈ Z, ôüôå Fa(f) = F2a=ð(f)

¸ðåôáé Üìåóá ôï åîÞò ðüñéóìá

Ðüñéóìá 1.1. Ãéá a; b ∈ R

i) Fa+b(f) = Fa(Fb(f)) = Fb(Fa(f))

ii) Áí a = ð=2, ôüôå ï FrFT Fa ôáõôßæåôáé ìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier

iii) Áí a=ð = n ∈ Z, Fa(f) =
{

f(t)
f(−t)

n = 2k
n = 2k + 1 , áöïý F2(f) = f(−t)

iv) Fa(ä(t− ã)) = Ka(ù; ã)

ÅîÜëëïõ, ïñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç ôÜóçò ìåôáâïëÞò1 ç ïðïßá ðáßæåé éäéáßôåñï
ñüëï óôçí èåùñßá Fourier

Ïñéóìüò 1.2. ÓõíÜñôçóç ôÜóçò ìåôáâïëÞò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ç ïðïßá óáñþíåé
Ýíá äéÜóôçìá ôïõ ðåäßïõ óõ÷íüôçôáò [ù0; ù1] ìÝóá óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ÷ñïíéêü
äéÜóôçìá [t0; t1]. Áí ç óÜñùóç åßíáé ãñáììéêÞ, ôüôå Ý÷åé ôçí ìïñöÞ eið(÷t+ã)t

üðïõ ÷ åßíáé ï ñõèìüò óÜñùóçò.

ÊÜíïõìå ôþñá ôéò åîÞò ðáñáôçñÞóåéò

ÐáñáôÞñçóç 1.1. :

� ÄåäïìÝíïõ üôé ï FrFT åßíáé ãñáììéêüò, ôï (iv) ôïõ ðïñßóìáôïò (1.1) åßíáé
ìéá óõíÜñôçóç ôÜóçò ìåôáâïëÞò ìå ñõèìü óÜñùóçò cot a, üðùò öáßíåôáé
áðü ôçí ó÷Ýóç (1.3) êáé ôïí ïñéóìü 1.2.

� t2 cot a−2tù csc a+ù2 cot a = t2(cot a−csc a)+(t−ù)2 csc a+ù2(cot a−csc a)

¢ñá ï FrFT ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ìéá óõíÝëéîç ôÜóçò ìåôáâïëÞò ìå ñõèìü
óÜñùóçò csc a ìåôáîý äýï ðïëëáðëáóéáóìþí ôÜóçò ìåôáâïëÞò ìå ñõèìü óÜñùóçò
cot a [6]

Ï óõíÞèçò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ìåôáó÷çìáôßæåé ìéá óõíÜñôçóç áðü ôï
ðåäßï ïñéóìïý ôïõ ÷ñüíïõ óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõ÷íüôçôáò Þ áíôßóôñïöá. Êá-
èüôé ãñáììéêüò, ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá óôñïöÞ ãùíßáò ±ð=2 óôï öáóéêü ÷þñï
áíôßóôïé÷á. Êáô' åðÝêôáóéí, ï FrFT Fa ìðïñåß íá éäùèåß ùò ìéá óôñïöÞ ãùíßáò
a óôï ÷þñï áõôü. Óõíåðþò, åéóÜãåôáé ç Ýííïéá ôïõ FrFT ùò ôåëåóôÞ óôñïöÞò.
Ç Ýííïéá áõôÞ ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß áêüìá ðåñéóóüôåñï, ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí
ãñáììéêþí êáíïíéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí, ïé ïðïßïé åðéôñÝðïõí êáé Üëëåò ðñÜîåéò
óôï öáóéêü ÷þñï ðÝñáí ôùí óôñïöþí.

1chirp function



1.2 ÌÝèïäïé õðïëïãéóìïý 3

Ïñéóìüò 1.3. Ïé ãñáììéêïß êáíïíéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá
ïëïêëçñùôéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí ìå ôÝóóåñåéò ðáñáìÝôñïõò êáé ìðïñïýí íá éäù-

èïýí ùò óôïé÷åßá ôçò ïìÜäáò SL2. Áí D(g) =
(

a b
c d

)
, ôüôå ï áíôßóôïé÷ïò

ìåôáó÷çìáôéóìüò Xg ïñßæåôáé ùò

Xg(f)(ù) =


√
−i e−ið dbù2

∞∫
−∞

e−i2ð
1
b
ùt+ið a

b
t2f(t)dt; b 6= 0

√
d e−iðcdù

2
f(dù); b = 0

(1.4)

Ïñéóìüò 1.4. Ãéá êÜèå a ∈ R, ïñßæåôáé ï ôåëåóôÞò óôñïöÞò

F̂a =
[

cos a sin a
− sin a cos a

]
∈ SO(2;R) ⊂ SL(2;R) (1.5)

ðïõ áíôéóôïé÷åß óå óôñïöÞ ãùíßáò a óôï åðßðåäï.

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.1) êáé (1.4) âëÝðïõìå üôé ï FrFT åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç
ãñáììéêïý êáíïíéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý ãéá ðáñÜìåôñï ôï óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò
SL2 ôïõ ïñéóìïý 1.4. Óôï Êåö.2, èá äïýìå áíáëõôéêüôåñá ðþò ï ïñéóìüò áõôüò
óõíäÝåé ôïí FrFT ìå ôá åëëåéðôéêÜ óôïé÷åßá ôçò ïìÜäïò SL2 Þ éóïäýíáìá ìå ôá
óôïé÷åßá ôçò ïìÜäïò SO2

¼ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, Ýôóé êáé óôçí
ðåñßðôùóç ôïõ FrFT, üôáí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò óôï ðåäßï
ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ ìáò áðáó÷ïëåß, ïñßæåôáé ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôé-
óìüò (DFrFT).

Ïñéóìüò 1.5. Ï äéáêñéôüò êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åíüò äéáíý-
óìáôïò f = (f(0); : : : ; f(N − 1)) ïñßæåôáé ùò ôï äéÜíõóìá fa = Faf , äçëáäÞ ôï
äéÜíõóìá ìå óôïé÷åßá

[fa]j = Faf =
N−1∑
i=0

[Fa]ji[f ]i; j = 0; 1; : : : ; N − 1 (1.6)

üðïõ Fa = EË2a=ðE†, ìå F = EËE† ìéá áíÜëõóç éäéïôéìþí ôïõ ðßíáêá F ôïõ
äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (DFT)

Ï DFrFT ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ðñïóÝããéóç ôïõ óõíå÷ïýò FrFT üôáí
ôï N åßíáé åðáñêþò ìåãÜëï. ÐÝñáí üìùò ôçò ìåèüäïõ áõôÞò õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò,
âáóéóìÝíåò óôïí FFT, ðñïóåããéóôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ FrFT ôéò
ïðïßåò èá äïýìå ðáñáêÜôù.

1.2 ÌÝèïäïé õðïëïãéóìïý

1.2.1 Õðïëïãéóìüò ôïõ FrFT

Ðáñ' üëç ôçí åõñåßá äéÜäïóç ðïõ ôõã÷Üíåé ôéò ôåëåõôáßåò äåêáåôßåò ï FrFT, äåí
õðÜñ÷ïõí ðáñÜ ìüíïí äýï áíïéêôïß áëãüñéèìïé ãéá ôïí ãñÞãïñï õðïëïãéóìü ôïõ.
Áìöüôåñïé ïé áëãüñéèìïé âáóßæïíôáé óôïí FFT, ôïí ãíùóôü áëãüñéèìï ãéá ôïí
õðïëïãéóìü ôïõ óõíÞèç DFT ìå ðïëõðëïêüôçôá O(NlogN), áíôß ôçò ðñïöáíÞò
O(N2) áðü ôïí ïñéóìü. ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß, üìùò, üôé êáíåßò áðü ôïõò äýï äåí
åßíáé ôï êëáóìáôéêü áíôßóôïé÷ï ôïõ FFT· ìéá ôÝôïéá ìÝèïäïò, ç ïðïßá èá Üîéæå ôï
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üíïìá FFrFT, ìÝíåé áêüìá íá âñåèåß. Áíô' áõôïý, ðñüêåéôáé ãéá ðñïóåããéóôéêÝò
ëýóåéò, ìå ðåñéïñéóìÝíç êáé óõ÷íÜ - áíÜëïãá ìå ôçí åöáñìïãÞ - ìç áðïäåêôÞ
áêñßâåéá [6].

Ïé äýï åí ëüãÿ áëãüñéèìïé ïíïìÜæïíôáé fracF [24] êáé fractf [23]. Ç ãåíéêÞ
éäÝá Ý÷åé ùò åîÞò· âÜóåé ôçò ðáñáôÞñçóçò 1.1 ãñÜöïõìå ôïí FrFT ìå ôçí ìïñöÞ
óõíÝëéîçò ìåôáîý äýï ðïëëáðëáóéáóìþí ôÜóçò ìåôáâïëÞò2.

Fa(f)(ù) = Cae
−ið tan(a=2)ù2

∫ ∞
−∞

eið csc a(ù−t)2 [e−ið tan(a=2)t2 ]f(t)dt (1.7)

Ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç Ýãêåéôáé óôïí ðåñéïñéóìü ôùí óõíáñôÞóåùí óôï äéÜóôçìá
[−Ä=2; Ä=2], üðïõ Ä2 = Í ôï ðëÞèïò ôùí äåéãìÜôùí ôçò óõíÜñôçóçò f ðïõ èÝ-
ëïõìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå. Ôüôå, óå äåýôåñç öÜóç, ìðïñïýìå íá ðåñéïñßóïõìå
ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý óôï äéÜóôçìá [−Ä;Ä], ðáßñíïíôáò ôïõëÜ-
÷éóôïí 2N äåßãìáôá ôçò óõíÝëéîçò [24]. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ìáò äßíåé ìéá äéáêñéôÞ
ðñïóÝããéóç ôïõ FrFT, ìåôáôñÝðïíôáò ôï ïëïêëÞñùìá óå Üèñïéóìá ìå üñéá áðü
−N Ýùò N − 1. ¸ôóé, ãéá ôï óçìåßï ùk = k=2Ä

Fa(f)(ùk) '
Ca

2Ä
e−iðù

2
k tan(a=2)

N−1∑
l=−N

g(k − l)h(l) (1.8)

üðïõ tk = k=2Ä êáé

g(k) = eiðt
2
k csc a; h(k) = e−iðt

2
k tan(a=2)f(tk) (1.9)

Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ç äéáêñéôÞ ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ ôçò ó÷Ýóçò (1.8) Ý÷åé ôçí
ìïñöÞ óõíÝëéîçò, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí FFT êáé íá õðïëïãßóïõìå
ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü óå ÷ñüíï O(NlogN)· åîïý êáé ç ïíïìáóßá ãñÞãïñïò ðñï-
óåããéóôéêüò êëáóìáôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ãéá ôçí äéáäéêáóßá.

ÐñÝðåé íá ðïýìå üôé åíþ êáé ïé äýï áëãüñéèìïé âáóßæïíôáé óôçí ßäéá ãåíéêÞ
éäÝá, Ý÷ïõí êÜðïéåò äéáöïñÝò óôçí õëïðïßçóç. Ìéá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý
ôùí äýï áëãïñßèìùí Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôá üñéá óôï êáôÜ ðñïóÝããéóéí Üèñïéóìá·
ôá üñéá äåí åßíáé óõììåôñéêÜ, åíþ ôï äéÜóôçìá äåéãìáôïëçøßáò Ý÷åé èåùñçèåß
Üñôéï (2N). Áõôü êÜíåé öõóéêü íá ðñïôéìÞóïõìå Ýíá äéÜóôçìá äåéãìáôïëçøßáò
ðåñéôôïý ìÞêïõò, ðñÜãìá ðïõ ãßíåôáé óôïí fractf, åí áíôéèÝóåé ìå ôïí fracF.

ÅîÜëëïõ, ï FFT ïñßæåôáé ùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò åíüò äéáíýóìáôïò ôçò ìïñ-
öÞò (f(0); : : : ; f(N − 1)), åíþ ï ðñïóåããéóôéêüò êëáóìáôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ
ðåñéãñÜøáìå, äñá ðÜíù óå äéáíýóìáôá ôçò ìïñöÞò (f(−N); : : : ; f(N −1)). Áõôü
óçìáßíåé üôé ç åí ëüãÿ äéáäéêáóßá äåí èá äþóåé ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá ìå ôïí
FFT óôçí ðåñßðôùóç 2a=ð ∈ Z üðùò èá èÝëáìå. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíôéìåôù-
ðßæåôáé ôçí ðåñßðôùóç ôïõ fracF äéáêñßíïíôáò ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí ðáñÜìåôñï a,
åíþ óôïí fractf åðé÷åéñåßôáé ìéá êõêëéêÞ ìåôÜèåóç ôïõ óÞìáôïò ìÝôñïõ ðåñß-
ðïõ ßóïõ ìå ôï ìéóü ôïõ ìÞêïõò ôïõ óÞìáôïò. Áõôü óçìáßíåé, ìéáò êáé ãéá ôïí
áëãüñéèìï áõôüí ôï ìÞêïò ôïõ óÞìáôïò èåùñåßôáé ðåñéôôü, üôé õðåéóÝñ÷åôáé ìéá
áóõììåôñßá ç ïðïßá èá óõíôåëåß óå ðñüóèåôåò äéáöïñÝò óôá áðïôåëÝóìáôá ìåôáîý
ôùí äýï áëãïñßèìùí

ÔÝëïò, ãíùñßæïõìå üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier Ý÷åé ðåñßïäï ßóç ìå 4,
äçë. F4 = F [22]. Áõôü óçìáßíåé üôé õðïëïãßæïíôáò ôïí FrFT ãéá ôéìÝò ôïõ
n ≡ 2a=ð (mod 4), êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éäéüôçôá (i) áðü ôï ðüñéóìá 1.1,

2Ç ìïñöÞ áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ óôïí ÷þñï ôçò áíÜëõóçò óÞìáôïò ùò chirp z-transform[4]
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ìðïñïýìå íá áíÜãïõìå ôï äéÜóôçìá ôçò ðáñáìÝôñïõ n óå äéÜóôçìá ìÞêïõò 2. Ïé
äýï áëãüñéèìïé, ìå ìåñéêïýò ðñüóèåôïõò åëÝã÷ïõò ãéá ôçí ôéìÞ ôïõ n êáé ìå ôçí
âïÞèåéá ôçò ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóçò, áíÜãïõí åí ôÝëç ôçí ðáñÜìåôñï n óôï äéÜ-
óôçìá (0:5; 1:5) óôçí ðåñßðôùóç ôïõ fracF êáé óôïí [0:5; 1:5] óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
fractf. Ç äéáöïñÜ óôá áíïéêôÜ/êëåéóôÜ üñéá ôïõ äéáóôÞìáôïò áõôïý åðéöÝñåé
äéáöïñÝò óôá áðïôåëÝóìáôá üôáí ç ðáñÜìåôñïò n Ý÷åé ôéìÞ êïíôÜ óôá üñéá.

1.2.2 Õðïëïãéóìüò ôïõ DFrFT

Óôçí ðáñÜãñáöï 1.1 äþóáìå Ýíáí ïñéóìü (1.5) ãéá ôçí äéáêñéôÞ ìïñöÞ ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ¸÷ïõí ðñïôáèåß äéÜöïñïé åíáëëáêôéêïß ïñéóìïß ãéá ôïí
DFrFT, ï êáèÝíáò ìå ôá ðñïôåñÞìáôÜ ôïõ, üðùò óõìâáôüôçôá ìå ôïí FFT [4, 24]
êáé ôá ìåéïíåêôÞìáôÜ ôïõ, ìå êõñéüôåñï áõôü ôçò ìç-ìïíáäéáéüôçôáò. Ï ïñéóìüò
ðïõ äþóáìå âáóßæåôáé óôçí áñ÷éêÞ äïõëåéÜ ôùí Pei êáé Yeh [25] êáé ôçí ìåôÝ-
ðåéôá äïõëåéÜ ôùí Candan, Kutay êáé Ozaktas [8]. Ôïí äéáëÝîáìå ãéáôß åßíáé ï
ìüíïò ãíùóôüò ïñéóìüò ï ïðïßïò ðëçñïß ôçò ðñïûðïèÝóåéò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá
éó÷ýåé ôï ðüñéóìá 1.1 êáé íá åßíáé ï ôåëåóôÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý ìïíáäéáßïò·
ùò åê ôïýôïõ, áðïôåëåß ôïí ðéï £öõóéêü¤ ïñéóìü ðïõ Ý÷åé ôçí ßäéá ó÷Ýóç ìå ôïí
FrFT ðïõ Ý÷åé ï DFT ìå ôïí óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ëïéðüí, ôï âáóéêü ðñüâëçìá Ýãêåéôáé óôï íá õðïëïãß-
óïõìå ôïí ðßíáêá Fn, n = 2a=ð, üðïõ

F = 1√
N



1 1 1 : : : 1
1 ù ù2 : : : ùN−1

1 ù2 ù4 : : : ù2(N−1)

1 ù3 ù6 : : : ù3(N−1)

...
...

...
. . .

...
1 ùN−1 ù2(N−1) : : : ù(Í−1)(N−1)


; ù = e−2ið=N

(1.10)
åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ áíáðáñéóôÜ ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, üôáí áõôüò åßíáé
ïñéóìÝíïò ùò ìïíáäéáßïò ôåëåóôÞò åðß ôïõ L2(Rn), ãíùóôüò êáé ùò ðßíáêáò Van-
dermonde ôùí ñéæþí ôçò ìïíÜäïò. Åí ãÝíåé, ç åýñåóç ôçò n-ïóôÞò äýíáìÞò ôïõ
ãéá ìç áêÝñáéåò ôéìÝò åßíáé åðßðïíç äéáäéêáóßá ðïõ õëïðïéåßôáé ìå ôçí ìÝèïäï
ôçò áíÜëõóçò éäéïôéìþí (âë. ïñéóìü 1.5). Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé áí
A = VËV†, ôüôå ãéá n ∈ Z, An = VËnV†. Ç ó÷Ýóç áõôÞ ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï n äåí åßíáé áêÝñáéïò, ãéá íá ïñßóïõìå êëáóìáôéêÝò
äõíÜìåéò ðéíÜêùí, áöïý ðñïöáíþò üôáí Ë = diag(ëii), Ën = diag(ënii).

Êáèüôé ïé éäéïôéìÝò ôïõ F åßíáé ãíùóôÝò êáé ßóåò ìå{
(−i)n

∣∣∣∣ n = 0; 1; 2; : : : ; N − 2;K; K =
{

N − 1; N Üñôéï
N; Í ðåñéôôü

}
(1.11)

ï äéáãþíéïò ðßíáêáò Ë ôçò áíÜëõóçò éäéïôéìþí âñßóêåôáé áìÝóùò. ÁðïìÝíåé ç åý-
ñåóç ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ôïõ åí ëüãÿ ðßíáêá, ôá ïðïßá åßíáé äéáêñéôÜ áíÜëïãá
ôùí óõíáñôÞóåùí Hermite, äçëáäÞ ôùí éäéïóõíáñôÞóåùí ôïõ óõíÞèç ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier õðü ôçí ìïíáäéáßá áíáðáñÜóôáóÞ ôïõ [26]. Ïé óõíáñôÞóåéò
Hermite øn ïñßæïíôáé ùò

øn(x) =
21=4

√
n!
e−ðx

2
H(2x

√
ð ) (1.12)
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üðïõ Hn(x) åßíáé ôá ðïëõþíõìá Hermite ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç [35]

H ′′n − 2xH ′n + 2nHn = 0 (1.13)

Óõíåðþò, ôá éäéïäéáíýóìáôá øk ôïõ Fn èá ðñÝðåé íá ðñïóåããßæïõí ôéò óõíáñôÞ-
óåéò Hermite [6]

[øk]x =
21=4

√
k!
e−ðx

2
H(2x

√
ð ) (1.14)

Ìéá äõóêïëßá ðïõ Ýãêåéôáé óôçí åýñåóç ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí åßíáé üôé åðåéäÞ
ïé éäéïôéìÝò åßíáé åêöõëéóìÝíåò êáé õðÜñ÷ïõí ìüíïí ôÝóóåñåéò äéáöïñåôéêÝò, ç
åðéëïãÞ ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí äåí åßíáé ìïíïóÞìáíôç, áí êáé èÝëïõìå íá åßíáé
ïñèïãþíéá êáé íá Ý÷ïõí ôçí ßäéá óõììåôñßá ìå ôá áíôßóôïé÷á ðïëõþíõìá Hermite.
Ç äõóêïëßá åðéëýåôáé ìå ôï íá õðïëïãßóïõìå ôçí áíÜëõóç éäéïôéìþí åíüò ðßíáêá
H ôïí ïðïßïí êáôáóêåõÜæïõìå Ýôóé þóôå íá Ý÷åé ìüíï ìç-åêöõëéóìÝíåò éäéïôéìÝò
- êáé Üñá ïñèïãþíéá éäéïäéáíýóìáôá - êáé ðïõ íá áíôéìåôáôßèåôáé ìå ôïí F - Üñá
èá Ý÷ïõí êïéíÜ éäéïäéáíýóìáôá. Áðïäåéêíýåôáé [8] üôé ï ðßíáêáò áõôüò åßíáé ç
áíáðáñÜóôáóç ôïõ ôåëåóôÞ

H = ð(U2 +D2) (1.15)

üðïõ D åßíáé ï äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò

Df(x) = (i2ð)−1df(x)=dx (1.16)

êáé U åßíáé ï ôåëåóôÞò ìåôáôüðéóçò

Uf(x) = xf(x); Þ éóïäýíáìá U = FDF−1 (1.17)

Ìðïñïýìå íá ðñïóåããßóïõìå ôïí ôåëåóôÞ D ùò

D2 ' S−1 − 2I+ S; Sf(k) = f(k + 1); k = 0; 1; : : : ; N − 1 (1.18)

Þ ùò [7]

D2 '
m∑
p=1

(−1)p−1 |(p− 1)!|2

(2p)!
(ä2)p (1.19)

áí èÝëïõìå ðñïóåããßóåéò ìåãáëýôåñçò ôÜîçò, üðïõ ç ðáñÜìåôñïòm äßíåé ôçí ôÜîç
ôçò ðñïóÝããéóçò, ç ïðïßá åßíáé 2m. Ôüôå ãéá ôïí U Ý÷ïõìå

U = FDF−1 'M−1 − 2I+M; Mf(k) = eik2ð=Nf(k);
k = 0; 1; : : : ; N − 1

(1.20)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.15), (1.18) êáé (1.20) ôåëéêÜ Ý÷ïõìå

[Hf ]k ' f(k − 1) + 2(cos
2kð
N
− 2)f(k) + f(k + 1) (1.21)

Þ áëëéþò

H =


2 1 0 : : : 0 1
1 2 cos 2ð

N 1 : : : 0 0
0 1 2 cos 2 2ð

N : : : 0 0
...

...
...

. . .
...

...
1 0 0 : : : 1 2 cos(N − 1) 2ð

N

− 4IN (1.22)
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×Üñéí ôçò óõììåôñßáò ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí øn - Üñôéá Þ ðåñéôôÜ, áíÜëïãá ìå ôçí
áíôßóôïé÷ç ôéìÞ ôïõ n - ç áíÜëõóç ôïõ H ìðïñåß íá ãñáöåß

VHV† =
(
Å

O

)
(1.23)

üðïõ E åßíáé ï ðßíáêáò ìå óôÞëåò ôá Üñôéá éäéïäéáíýóìáôá, O áõôüò ìå ôá ðåñéôôÜ
êáé

V = 1√
2


√

2
Ir Jr

Jr −Ir

 ; r = (N − 1)=2 (1.24)

áí ôï N åßíáé ðåñéôôü, åíþ áí åßíáé Üñôéï

V = 1√
2


√

2
Ir Jr

1
Jr −Ir

 ; r = (N − 2)=2 (1.25)

ìå Jr ôïí áíôéìïíáäéáßï r × r ðßíáêá. Ôüôå, áí ïé áíáëýóåéò ôùí E êáé Ï åßíáé

E = VeËeV
†
e êáé O = VoËoV

†
o (1.26)

èá Ý÷ïõìå

GHG† =
(
Ëe

Ëo

)
; G = V

(
Ve

Vo

)
(1.27)

Ìå Üëëá ëüãéá, ïé óôÞëåò ôïõ ðßíáêá G åßíáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ðïõ èÝëáìå.
Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áëãïñéèìéêÜ ùò åîÞò

1. Õðïëïãßæïõìå ôïí ðßíáêá H

2. Õðïëïãßæïõìå ôïí ðßíáêá ìåôáó÷çìáôéóìïý V

3. Õðïëïãßæïõìå ôïõò ðßíáêåò E êáé O áðü ôçí áíÜëõóç VHV†

4. Õðïëïãßæïõìå ôá éäéïäéáíýóìáôá Ve êáé Vï ôùí E êáé O

5. Ìåôáó÷çìáôßæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðáñáðÜíù âÞìáôïò ìå ôïí ðßíáêá
V óôïí ðßíáêá G

6. ÁíáêáôáíÝìïõìå ôéò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá G Ýôóé þóôå íá ôáéñéÜæïõí ìå ôéò
áíôßóôïé÷åò éäéïôéìÝò (−i)n

7. Õðïëïãßæïõìå ôïí ðßíáêá Fa = GË2á=ðG†

Ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý, êáèïñßæåôáé áðü ôá âÞìáôá ðïõ êÜ-
íïõí áíÜëõóç éäéïôéìþí, Üñá åßíáé O(N3). Åßíáé óçìáíôéêÜ ìåãáëýôåñç áðü áõôÞ
ôùí ìåèüäùí ðïõ âáóßæïíôáé óôï FFT, üðùò áõôÝò ðïõ óôçñßæïíôáé óå åíáë-
ëáêôéêïýò ïñéóìïýò êáé ç äéáêñéôÞ ðñïóÝããéóç ðïõ êÜíáìå óôçí ðñïçãïýìåíç
ðáñÜãñáöï ãéá ôïí FrFT. Áí êÜíïõìå, üìùò, ìéá áíôéðñïóùðåõôéêÞ óýãêñéóç
áðïôåëåóìÜôùí ìåôáîý ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý êáé ôïõ ðñïóåããéóôéêïý áëãïñßè-
ìïõ, âëÝðïõìå (ó÷. 1.1) üôé ç áðüêëéóç ôïõ ôåëåõôáßïõ åßíáé éäéáßôåñá áéóèçôÞ
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Ó÷. 1.1: Ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ FrFT F0:5(cos)(x) (äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ) êáé ôïõ
DFrFT F0:5(cos)(x) (óõíå÷Þò ãñáììÞ), ãéá x ∈ [0; 2ð] ìå âÞìá 0.02. Óôá
áñéóôåñÜ ãéá ôÜîç ðñïóÝããéóçò 4 êáé óôá áñéóôåñÜ 60.

Ó÷. 1.2: Óýãêñéóç ôùí óõíáñôÞóåùí Hermite ø0; ø2; ø4; ø6 ìå ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéá-
íýóìáôá ôïõ ðßíáêá ôïõ DFrFT.
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ãéá ìéêñÞ ôÜîç ðñïóÝããéóçò, åíþ ôåßíåé íá åîáëåéöèåß ìüíïí üôáí áõîÜíïõìå óç-
ìáíôéêÜ ôçí ôÜîç ðñïóÝããéóçò. Áêüìá, ðáñáôçñïýìå üôé ç ìÝãéóôç áðüêëéóç
åíôïðßæåôáé êïíôÜ óôá üñéá ôïõ ðåäßïõ ôéìþí, êÜôé ðïõ ôï ðåñéìÝíáìå áðü ôéò
ðñïóåããßóåéò ôùí ïñßùí êáé ôéò ìåôáèÝóåéò óôá äéáíýóìáôá ôïõ óÞìáôïò ðïõ êÜ-
íáìå. ¢ñá ëïéðüí, üôáí ç åöáñìïãÞ áðáéôåß ìåãáëýôåñç áêñßâåéá áðü áõôÞí ðïõ
ìðïñåß íá äþóåé ï ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò êáé ÷ñåéáæüìáóôå ôçò éäéüôçôåò
ôïõ ðïñßóìáôïò 1.1, áíáãêáóôéêÜ èá ðñÝðåé íá âáóéóôïýìå óôïí ïñéóìü 1.5 ôïõ
DFrFT, ãéá ôïí ïðïßïí ìéá ëýóç ìéêñüôåñçò ðïëõðëïêüôçôáò èá Þôáí ðïèçôÞ.

Áí êáé óôçí áñ÷Þ ôçò ðáñáãñÜöïõ äéêáéïëïãÞóáìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ óõãêåêñé-
ìÝíïõ ïñéóìïý ãéá ôïí DFrFT ìå ôï åðé÷åßñçìá üôé åßíáé ç ðéï öõóéêÞ åðÝêôáóç
ôïõ ïñéóìïý ôïõ óõíå÷Þ ìåôáó÷çìáôéóìïý ìå ôéò êáëÝò éäéüôçôåò ðïõ èÝëáìå,
äåí ðáýåé íá åßíáé Ýíáò ad hoc ðñïóåããéóôéêüò ïñéóìüò. Ç åðéëïãÞ ôùí éäéï-
äéáíõóìÜôùí ùò ðñïóÝããéóç ôùí óõíáñôÞóåùí Hermite äåí äéêáéïëïãåßôáé ðáñÜ
ìüíï äéáéóèçôéêÜ êáé äåí Üñåé ôïí åêöõëéóìü ôùí éäéïôéìþí ôïõ ðßíáêá ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Fourier. ÅîÜëëïõ, óôï ó÷Þìá 1.2 âëÝðïõìå ìéá áíôéðñïóùðåõôéêÞ
óýãêñéóç ôùí óõíáñôÞóåùí Hermite ìå ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ôïõ ðßíáêá
ôïõ DFrFT, üðïõ ç åããåíþò ðñïóåããéóôéêÞ öýóç ôïõ ïñéóìïý ãßíåôáé áéóèçôÞ.

Áðü ôçí Üëëç, ãíùñßæïõìå üôé ïé éäéïêáôáóôÜóåéò ôïõ êâáíôéêïý áñìïíéêïý
ôáëáíôùôÞ, éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç [35]

øn(x) ∝ e−x
2=2Hn(x) (1.28)

Ç ó÷Ýóç (1.28) åßíáé óôçí ïõóßá ßäéá ìå ôçí ó÷Ýóç (1.12) ðïõ äßíåé ôéò éäéïóõíáñ-
ôÞóåéò ôïõ óõíå÷ïýò ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier. ¸ôóé ëïéðüí, åöáñìüæïíôáò ôçí
êâÜíôùóç Weyl óôïí öáóéêü ÷þñï ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ, ï ìåôáó÷çìáôé-
óìüò Weyl ôïõ ïìïìïñöéóìïý âçìáôéêÞò ÷ñïíéêÞò åîÝëéîçò ðñïêýðôåé ìå öõóéêü
ôñüðï íá åßíáé ï äéáêñéôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier. Óôï êåöÜëáéï ðïõ áêïëïõ-
èåß èá åðé÷åéñÞóïõìå íá äþóïõìå Ýíáí íÝï ïñéóìü ãéá ôïí DFrFT, ï ïðïßïò èá
åßíáé åããåíþò áêñéâÞò, ìåëåôþíôáò ôï êáôÜëëçëï öõóéêü óýóôçìá êáé åöáñìü-
æïíôáò áíáëõôéêÜ ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá.
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2 Ï äéáêñéôüò FrFT

Óôï êåöÜëáéï áõôü, åîåôÜæïõìå ôïí ìáèçìáôéêü öïñìáëéóìü ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí
êßíçóç åíüò óùìáôßïõ óå Ýíáí äéáêñéôü êýêëï, õðü äéáêñéôü ÷ñüíï. Èá äïýìå
üôé ôÝôïéá óõóôÞìáôá ðåñéãñÜöïíôáé áðü ÷þñïõò öÜóçò ìå ôçí äïìÞ óùìÜôùí
Galois êáé èá åóôéáóôïýìå óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ôÝôïéï óýóôçìá, ôïí ôáëáíôùôÞ
Balian-Itzykson, ðïõ åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ êâáíôéêïý áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ.
Ìåëåôþíôáò ôçí Üëãåâñá ôçò ïìÜäáò ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí öõóéêÞ ôïõ, èá êá-
ôáëÞîïõìå óå ìéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ äéáêñéôïý êëáóìáôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier ìÝóá áðü ôïõò ôåëåóôÝò ðïõ äñïõí óôïí öáóéêü ÷þñï, üðùò ðñþôïò óç-
ìåßùóå ï H. Weyl. Ç áíáðáñÜóôáóç áõôÞ ôïõ DFrFT èá áðïôåëÝóåé ôïí íåü
ïñéóìü ðïõ äßíïõìå ãéá ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü êáé èá åßíáé ôï Ýíáõóìá ãéá ôçí
ìåëÝôç åíüò êâáíôéêïý êõêëþìáôïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ.

2.1 ×þñïé öÜóçò Galois

2.1.1 Êßíçóç óå äéáêñéôü êýêëï

¸óôù Ýíá óùìÜôéï ðïõ êéíåßôáé óå Ýíá äéáêñéôü êýêëï áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü Í éóáðå÷ïõóþí èÝóåùí. Áí åîåôÜóïõìå ôï óýóôçìá £óôñï-
âïóêïðéêÜ¤, äçëáäÞ õðü äéáêñéôü ÷ñüíï óå éóáðÝ÷ïõóåò óôéãìÝò, ôüôå ï êëáóé-
êüò öáóéêüò ÷þñïò ôïõ óùìáôßïõ áõôïý åßíáé Ýíá äéóäéÜóôáôï ôïñïåéäÝò ðëÝãìá
Í×Í . Ç êëáóéêÞ ìç÷áíéêÞ ôçò êßíçóçò ðåñéãñÜöåôáé áðü êÜðïéïí åðáíáëáìâá-
íüìåíï êáíïíéêü ìåôáó÷çìáôéóìü åðß ôïõ öáóéêïý ÷þñïõ êáé áí õðïèÝóïõìå üôé
ôï óùìÜôéï åêôåëåß êÜðïéáò ìïñöÞò áñìïíéêÞ ôáëÜíôùóç, ôüôå ç ×áìéëôïíéáíÞ
ôïõ åßíáé ôåôñáãùíéêÞ ùò ðñïò ôçí èÝóç êáé ôçí ïñìÞ êáé Üñá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
åßíáé ãñáììéêüò. Áíôßóôïé÷á, ç êâáíôïìç÷áíéêÞ ôïõ óõóôÞìáôïò èá ðåñéãñÜöåôáé
áðü Ýíáí ìïíáäéáßï ìåôáó÷çìáôéóìü åîÝëéîçò.

ÓõãêåêñéìÝíá, êáôáôÝìíïõìå ôïí ðáñáìåôñéêü ÷þñï ôïõ ôüñïõ T2 = S1×S1

óå äýï äéáêñéôïýò êýêëïõò

ZN = {0; 1; : : : ; N − 1};

S1
N ≡ 4ð

Í ZN

(2.1)

ðïõ áíôéðñïóùðåýïõí ôçí ïñìÞ êáé ôçí èÝóç áíôßóôïé÷á ôïõ óùìáôßïõ åðß ôïõ
êýêëïõ óôéò èÝóåéò ìå ãùíßá 0; 4ð=Í; : : : ; 4ð(Í − 1)=Í . Ôüôå ï äéáêñéôüò ôüñïò
T2
N ðïõ ðñïêýðôåé, ðåñéãñÜöåé ôïí åí ëüãù öáóéêü ÷þñï êáé ìå ôéò êáôÜëëçëåò

ìïíÜäåò (Äq = Äp = 1) ìðïñåß íá êùäéêïðïéçèåß áðü ôá æåýãç áêåñáßùí [11]

T2
N = {(m;n)|m;n = 0; 1; 2; : : : ; N − 1} (2.2)

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ðáñáêÜôù, èá äþóïõìå ìåñéêïýò áðáñáßôçôïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 2.1. ¸óôùóáí ðïëëáðëüôçôåò Ì;Í êáé éóïìïñöéóìüò f : M → N .
Ôüôå ç f ïíïìÜæåôáé äéáöïñïìïñöéóìüò áí áõôÞ êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò åßíáé ëåßåò.

Ïñéóìüò 2.2. ¸óôù ðïëëáðëüôçôá Ì êáé êëåéóôÞ, ìç-åêöõëéóìÝíç 2-ìïñöÞ ù.
Ôüôå ç ðëåéÜäá (Ì;ù) ïíïìÜæåôáé óõìðëåêôéêÞ ðïëëáðëüôçôá êáé ç ù ïíïìÜæå-
ôáé óõìðëåêôéêÞ ìïñöÞ.
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Ó÷. 2.1: Ï äéáêñéôüò êýêëïò S1
11 ùò ãåùìåôñéêüò ÷þñïò èÝóçò, ìå 11 ðëåãìáôéêÜ

óôïé÷åßá. Óçìåéþíåôáé üôé ôï 11 åßíáé ðñþôïò áñéèìüò êáé üôé p = 4k − 1,
üðïõ p = 11 êáé k = 3.

Áí Xi åßíáé ìéá âÜóç ôïõ åöáðôïìåíéêïý ÷þñïõ åíüò ïðïéïõäÞðïôå óçìåßïõ
ôçò M , ï ðßíáêáò Ùij = ù(×i; Xj) åßíáé ìç-ìïíáäéáêüò, äçëáäÞ detÙ 6= 0.
Óçìåéþíåôáé üôé óôïí öïñìáëéóìü ôçò êëáóéêÞò ìç÷áíéêÞò, ïé öáóéêïß ÷þñïé
áðïôåëïýí óõìðëåêôéêÝò ðïëëáðëüôçôåò.

Ïñéóìüò 2.3. ¸óôùóáí óõìðëåêôéêÝò ðïëëáðëüôçôåò (M1; ù1); (Ì2; ù2). Ï
ïìïìïñöéóìüò f : Ì1 →M2 ïíïìÜæåôáé óõìðëåêôïìïñöéóìüò áí åßíáé äéáöïñï-
ìïñöéóìüò êáé f∗ù2 = ù1, üðïõ (f∗ù)(x) ≡ ù(f(x)) ç õðï÷þñçóç3 ôçò ù õðü
ôçò f

Ïé êáíïíéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß, áðïôåëïýí ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç óõìðëåêôï-
ìïñöéóìþí, üðùò öáßíåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü

Ïñéóìüò 2.4. ¸óôù öáóéêüò ÷þñïò M =< eq1; : : : ; eqn; ep1; : : : ; epn; et >
êáé óõìðëåêôïìïñöéóìüò f : M → M , ôÝôïéïò þóôå f(q;p; t) = (q′;p′; t) êáé
ðïõ íá äéáôçñåß ôçí ìïñöÞ ôùí ×áìéëôïíéáíþí åîéóþóåùí. Ôüôå ï f ïíïìÜæåôáé
êáíïíéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Þ ×áìéëôïíéáíüò óõìðëåêôïìïñöéóìüò

Ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôùí êáíïíéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí áðïôåëåß ôï èåþ-
ñçìá ôïõ Liouville ãéá ôçí ×áìéëôïíéáíÞ Ìç÷áíéêÞ ôï ïðïßï êáé èá ÷ñåéáóôïýìå
ðáñáêÜôù

Èåþñçìá 2.1. Ôï ìÝôñï ôïõ öáóéêïý ÷þñïõ äéáôçñåßôáé óôáèåñü êáôÜ ìÞêïò
ôùí ôñï÷éþí ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ ðåñéãñÜöåé ï ÷þñïò áõôüò.

¢ìåóï ðüñéóìá ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé ôï åîÞò, ôï ïðïßï åðßóçò
êáëåßôáé åíáëëáêôéêÜ ùò èåþñçìá Liouville

Ðüñéóìá 2.1. Ï üãêïò óå Ýíá öáóéêü ÷þñï äéáôçñåßôáé óôáèåñüò õðü ôç äñÜóç
êáíïíéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí, äçë.

∫
dqdp =

∫
dq′dp′

ÅðéóôñÝöïíôáò óôç óõæÞôçóç ðåñß ôçò êßíçóçò óå äéáêñéôü êýêëï, ðáñáôç-
ñïýìå üôé Ýíáò ãñáììéêüò êáíïíéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ôïõ öáóéêïý ÷þñïõ (q; p)
ðåñéãñÜöåôáé áðü 2× 2 ðßíáêåò Ô(

q2
p2

)
=
(

T11 T12

T21 T22

)(
q1
p1

)
(2.3)

3Åëåýèåñç áðüäïóç ôïõ áããëéêïý üñïõ pullback
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Ó÷. 2.2: Ï äéáêñéôüò ôüñïò T2
39 = S1

39 × Z39 ùò ãéíüìåíï äýï êýêëùí.

Áðü ôï èåþñçìá ôïõ Liouville õðü ôçí ìïñöÞ ôïõ ðïñßóìáôïò 2.1 óõíåðÜãåôáé
üôé

detT = T11T22 − T12T21 ≡ 1 (mod N) (2.4)

ÅîÜëëïõ, áðáñáßôçôç óõíèÞêç ãéá íá äéáôçñåßôáé ç ðåñéïäéêüôçôá ôïõ ðëÝãìá-
ôïò Äq×Äp ôïõ öáóéêïý ÷þñïõ åßíáé ïé ðßíáêåò Ô íá ÷áñôïãñáöïýí ðëåãìáôéêÜ
óçìåßá ìüíï óå ðëåãìáôéêÜ óçìåßá. Ìå ôï óýóôçìá ìïíÜäùí ðïõ õéïèåôÞóáìå
(Äq = Äp = 1), áõôü óçìáßíåé üôé ôá óôïé÷åßá ôùí ðéíÜêùí ðñÝðåé íá åßíáé
áêÝñáéïé áñéèìïß[16]. Äéáöáßíåôáé ëïéðüí, üôé ïé ðßíáêåò Ô ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôçí
êëáóéêÞ öõóéêÞ åîÝëéîç ôïõ óõóôÞìáôïò ìðïñïýí íá áðïôåëÝóïõí, ìå ðñÜîç ôïí
ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí modulo N, ôçí êáôÜëëçëç áíáðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò
SL2(ZÍ ) ôùí ãñáììéêþí êáíïíéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí áõôïý ôïõ öáóéêïý ÷þ-
ñïõ, áñêåß íá åîáóöáëßóïõìå ôçí ýðáñîç áíôéóôñüöïõ.

2.1.2 Ðñþôïé áñéèìïß, óõìðëåêôéêÝò ïìÜäåò êáé óþìáôá Galois

Ðñïò ôïí óêïðü áõôü, õðïèÝôïõìå üôé ï áñéèìüò N ôùí ðëåãìáôéêþí óçìåßùí åß-
íáé ðñþôïò, N = p, áöïý ï áíôßóôñïöïò åíüò áêåñáßïõ modulo Í åßíáé ìïíáäéêüò
áí êáé ìüíï áí ï Í åßíáé ðñþôïò[2]. Ôüôå, ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí

Zp = {0; 1; 2; : : : ; p− 1} (2.5)

åßíáé êëåéóôü õðü ôéò óõíÞèåéò áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò. Ìáæß ìå áõôÝò, áðïôåëåß ôï
áðëïýóôåñï áðü ôá ðåðåñáóìÝíá óþìáôá Galois GF [pn] ìå n = 1.

Óõíåðþò, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üëåò ôéò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò, ïé ðßíáêåò Ô
áðïôåëïýí áíáðáñÜóôáóç ôçò åéäéêÞò ãñáììéêÞò ïìÜäáò SL(2;Zp), áëëÜ êáé ôçò
óõìðëåêôéêÞò ïìÜäáò Sp(2n;Zp) ìå n = 1 [5, 13, 27]4. Ìéá åðéëïãÞ ãéá ôïõò
ãåííÞôïñåò ôçò SL(2;Zp) åßíáé ç åîÞò

g1 =
(

1 1
0 1

)
; g2 =

(
g 0
0 g−1

)
; g3 =

(
0 −1
1 0

)
(2.6)

üðïõ g åßíáé ôï èåìåëéáêü óôïé÷åßï ôçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò GF ∗[p] =
GF [p]\{0}[2]. Áíôß ôïõ g3 ìðïñåß êáíåßò íá åðéëÝîåé ôï èåìåëéáêü óôïé÷åßï R0 ôçò
áâåëéáíÞò õðïïìÜäáò Ï(2;Zp) ôçò SL(2;Zp), ôùí ðéíÜêùí ðïõ áíôéìåôáôßèåíôáé
ìå ôï g3[5]

O(2;Zp) :=
{(

a b
−b a

)
|a2 + b2 ≡ 1 (mod p)

}
= {R0; R

2
0; : : : ; R

4k
0 } (2.7)

4Ôõã÷Üíåé ãéá n = 1, ïé ïìÜäåò SL2 êáé Sp2n íá åßíáé ôáõôßæïíôáé
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Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå èåìåëéáêü óôïé÷åßï R0 Ý÷åé ðåñßïäï 4k, üðïõ p = 4k ± 1,
ðïõ åßíáé ç ôÜîç ôçò êõêëéêÞò ïìÜäáò O(2;Zp).

Ôá ôñßá èåìåëéáêÜ óôïé÷åßá ôçò SL(2;Zp), êáèüôé åßíáé êáíïíéêïß ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïß öõóéêÞò åîÝëéîçò, áíôéðñïóùðåýïõí áðü Ýíá åßäïò öõóéêÞò êßíçóçò· ôï
g1 áíôéðñïóùðåýåé åëåýèåñç êßíçóç, ôï g2 õðåñâïëéêÞ êáé ôï ôñßôï, R0, ôáëáíôù-
ôéêÞ üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, ìå ðåñéüäïõò p, p− 1 êáé 4k [16, 5]. Óçìåéþíåôáé
üôé áðü ôï èåþñçìá Lagrange ôçò èåùñßáò ïìÜäùí, ïé ðåñßïäïé ôùí óôïé÷åßùí ôçò
SL(2;Zp) ðñÝðåé íá äéáéñïýí ôçí ôÜîç ôçò p(p2 − 1), Üñá èá ðñÝðåé íá äéáéñïýí
ôï p, ôï p − 1 Þ ôï p + 1[16]. Áðü ôá ôñßá ðáñáðÜíù åßäç öõóéêÞò êßíçóçò, èá
ìáò áðáó÷ïëÞóåé ç êâáíôïìç÷áíéêÞ ôïõ ôåëåõôáßïõ, R0, ôïõ åðïíïìáæüìåíïõ
£áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ¤ Balian-Itzykson[5].

Åßäáìå üôé ôï èåìåëéáêü óôïé÷åßï R0 ôçò Ï(2;Zp) (2.7), Ý÷åé ðåñßïäï 4k,
üðïõ p = 4k ± 1 ⇒ k = p±1

4 . Äéáêñßíïõìå ôéò äýï ðåñéðôþóåéò ãéá ôéò äõíáôÝò
ôéìÝò ôïõ k âÜóåé ôïõ p [3]

� p = 4k + 1

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ôï R0 êáé óõíåðþò üëá ôá óôïé÷åßá ôçò O(2;Zp) åßíáé
äéáãùíßóéìá áðü ôïí ðßíáêá P , üðùò èá äåßîïõìå åõèÝùò:(

a− tb 0
0 a+ tb

)
= P−1

(
a b
−b a

)
P (2.8)

üðïõ

P =
1√
2t

(
1 1
t −t

)
(2.9)

êáé t2 ≡ −1 (mod p). Ðáñáôçñïýìå üôé t = [ 12 (p− 1)]! åßíáé ëýóç óôï GF [p] êáé
üôé 2t = (1 + t)2, þóôå

√
2t = 1 + t ∈ GF [p]

ÅðéëÝãïõìå
a− tb = g; a+ tb = g−1 (2.10)

üðïõ g åßíáé ôï èåìåëéáêü óôïé÷åßï ôçò GF ∗[p]. Ôüôå, ôá

a0 = 1
2 (g + g−1); b0 = g−1−g

2t
(2.11)

áðïôåëïýí ôá óôïé÷åßá ôïõ R0:

R0 =
(

a0 b0
−b0 a0

)
(2.12)

Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ôï R0 åßíáé äéáãùíßóéìï, äåí äéáöÝñåé ïõóéáóôéêÜ áðü
ôïí g2 (ó÷. 2.6) êáé óõíåðþò äåí Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÞ ôáëáíôùôéêÞ êßíçóç.

� p = 4k − 1

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, Ý÷ïõìå £ðñáãìáôéêÝò¤ óôñïöÝò ìå £ìéãáäéêÝò¤ éäéïôé-
ìÝò. Áðü ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ãéá ôï R0

|Rn
0 − ëI| = 0⇒ ë = a0 ± ib0 (2.13)

äéáêñßíïõìå ôçí ðåñßðôùóç ë = a0−ib0. Ðñüêåéôáé ãéá ôéò éäéïôéìÝò ôùí óôïé÷åßùí
ôçò õðïïìÜäáò SO(2;Zp) ãíùóôÞ êáé ùò ïìÜäá óôñïöþí. Ç Üëëç ðåñßðôùóç
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áöïñÜ ôá óôïé÷åßá ôçò O2 ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí SO2, ôá ïðïßá äåí áíôéðñïóù-
ðåýïõí £ðñáãìáôéêÝò¤ óôñïöÝò, áëëÜ áíáêëÜóåéò êáé äåí áðïôåëïýí ïìÜäá. Ïé
éäéïôéìÝò ôçò SO(2;Zp) áíÞêïõí óôçí ôåôñáãùíéêÞ åðÝêôáóç ôïõ GF [p] [19]

GF [p2] = {0; 1; 2; : : : ; p2 − 1} (2.14)

ç ïðïßá ìðïñåß íá ïñéóèåß åíáëëáêôéêÜ ùò ôï éóüìïñöï óþìá

GF [p2] = {a− ib|a; b ∈ GF [p]; i2 = −1} (2.15)

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôï GF [p2] åßíáé éóüìïñöï êáé ìå ôïí ôüñï T2
p. ÐÜíù

óôï GF [p2] äñá ç SO(2;Zp) ìÝóù ðïëëáðëáóéáóìïý(
a b
−b a

)(
x
y

)
→ (a− ib)(x+ iy) (2.16)

Þ, óå ôåëåóôéêÞ ìïñöÞ
R0|u〉 = (a− ib)|u〉 (2.17)

üðïõ |u〉 åßíáé óôïé÷åßï ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ V = (GF [p2];C). ¸÷ïõìå
äçëáäÞ Ýíáí ôåëåóôÞ óôñïöÞò R0 ãéá ôïí öáóéêü ìáò ÷þñï, ðñÜãìá ðïõ åðé-
âåâáéþíåé ôïí ðñïçãïýìåíü ìáò éó÷õñéóìü üôé ôï óôïé÷åßï R0 áíôéðñïóùðåýåé
ôáëáíôùôéêÞ êßíçóç.

Óõíåðþò, ï ãåííÞôïñáò R0 ôçò O(2;Zp) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ï ïìïìïñöé-
óìüò âçìáôéêÞò ÷ñïíéêÞò åîÝëéîçò óôïí öáóéêü ÷þñï T2

N (2.2) ðïõ áíôéóôïé÷åß
óå áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ ð.÷. ìÝóá óå åîùôåñéêü ìáãíçôéêü ðåäßï[16]. Ôïí ôáëá-
íôùôÞ áõôüí èá áðïêáëïýìå £ôáëáíôùôÞ BI¤.

2.2 Ï êâáíôéêüò ôáëáíôùôÞò Balian-Itzykson (BI)

2.2.1 Ç ïìÜäá Heisenberg-Weyl

¼ðùò ìå êÜèå êâáíôïìç÷áíéêü óýóôçìá, Ýôóé êáé ìå ôïí ôáëáíôùôÞ BI, ç ìåëÝôç
ôçò Üëãåâñáò ðïõ ôï äéÝðåé ìáò åðéôñÝðåé íá åîÜãïõìå óõìðåñÜóìáôá ãéá ôéò
éäéüôçôÝò ôïõ. Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç, èá åóôéáóôïýìå óôçí ìåëÝôç ôçò
Üëãåâñáò ôçò åðïíïìáæüìåíçò ïìÜäáò Heisenberg-Weyl (HW). Ç ïìÜäá áõôÞ
Ý÷åé ðïëëïýò äéáöïñåôéêïýò éóïäýíáìïõò ïñéóìïýò· èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôüí
ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôïõò óõìðëåêôéêïýò äéáíõóìáôéêïýò ÷þñïõò, êáèüôé åßíáé ï
ãåíéêüôåñïò êáé Üðôåôáé êáëëßôåñá óôçí Ýùò ôþñá áíÜëõóÞ ìáò.

Ïñéóìüò 2.5. ¸óôù äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò V êáé ìç-åêöõëéóìÝíç áíôéóõììå-
ôñéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ ù. Ôüôå ç ðëåéÜäá (V; ù) ïíïìÜæåôáé óõìðëåêôéêüò
äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò.

Ðüñéóìá 2.2. Ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç áíáðáñÜóôáóç åíüò óõìðëåêôéêïý äéáíõ-
óìáôéêïý ÷þñïõ, ïé éäéüôçôåò ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò ù ôïõ ïñéóìïý 2.5 óõíå-
ðÜãïíôáé üôé ï ðßíáêáò ðïõ ôçí áíáðáñéóôÜ ðñÝðåé íá åßíáé áíôéóõììåôñéêüò êáé
ìç-ìïíáäéáßïò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù, ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí åîÞò ðáñáôÞñçóç.

ÐáñáôÞñçóç 2.1. Áí Ýíáò óõìðëåêôéêüò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò V åßíáé ðåðåñá-
óìÝíùí äéáóôÜóåùí, ôüôå ç äéÜóôáóÞ ôïõ ðñÝðåé íá åßíáé Üñôéá.
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Áõôü óõíåðÜãåôáé Üìåóá áöïý êÜèå áíôéóõììåôñéêüò ðßíáêáò Ý÷åé ìçäåíéêÞ
ïñßæïõóá áí åßíáé ðåñéôôÞò äéÜóôáóçò êáé çìéèåôéêÞ áí åßíáé Üñôéáò, åíþ êÜèå
ìç-ìïíáäéáßïò ðßíáêáò Ý÷åé ìç-ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá. Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ
ïé óõìðëåêôéêÝò ïìÜäåò óõìâïëßæïíôáé ìå Sp(2n). Ìðïñïýìå ôþñá íá ðñï÷ùñÞ-
óïõìå óôïí ïñéóìü ôçò ïìÜäáò Heisenberg-Weyl [15].

Ïñéóìüò 2.6. ¸óôù óõìðëåêôéêüò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò (V; ù), äéÜóôáóçò 2n
êáé óþìá F . Ôüôå ç ïìÜäá HW åðß ôïõ ÷þñïõ áõôïý ïñßæåôáé ùò

Hn(V) = (V ×F; ◦) : (v1; t1) ◦ (v2; t2) = (v1 + v2; t1 + t2 +
1
2
ù(v1;v2)) (2.18)

Ùò ãíùóôüí, óå êÜèå ÷þñï Hilbert, üðùò ï V, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôçí áíÜëõóç Gram-Schmidt ãéá íá âñïýìå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç [14]. Ìå ìéá
ðáñáëëáãÞ ôçò ìåèüäïõ áõôÞò, åêìåôáëëåõüìåíïé ôï ãåãïíüò ôçò ðáñáôÞñçóçò
2.1, ìðïñïýìå ìéá âñïýìå ìéá ôÝôïéá âÜóç, ç ïðïßá ÷ùñßæåé ôïí ÷þñï V óå äýï
£ßóïõò¤ õðï÷þñïõò. ÔÝôïéåò âÜóåéò ïíïìÜæïíôáé âÜóåéò Darboux [20] êáé åßíáé
ôçò ìïñöÞò (eq1 ; : : : ; eqn ; ep1 ; : : : ; epn), üðïõ

ù(eqi ; epj ) = äij (2.19)

åöüóïí èÝóïõìå, ùò åßèéóôáé,

ù =
(

0 In
−In 0

)
(2.20)

Óõíåðþò, ãéá ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï HW Hn, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ïìÜäá
Hn(V) åðß óþìáôïò F èá éó÷ýåé

Hn = < eq1 ; : : : ; eqn ; ep1 ; : : : ; epn ; et >
= < (eq1 ; : : : ; eqn) > ⊕ < (ep1 ; : : : ; epn) > ⊕ < et >

(2.21)

Üñá Ýíá ôõ÷áßï äéÜíõóìá ôïõ ÷þñïõ èá åßíáé

v =
∑
i

qieqi +
∑
j

pjepj + tet (2.22)

êáé óõíåðþò ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò êáíüíáò ôçò ïìÜäáò ãßíåôáé

(q1;p1; t1) ◦ (q2;p2; t2) = (q1 + q2;p1 + p2; t1 + t2 +
1
2
(q1p2 − q2p1) (2.23)

üðïõ qi;pj åßíáé ôá äéáíýóìáôá (q1; : : : ; qn)i; (p1; : : : ; pn)j .
Ðáñáôçñïýìå üôé ç åîßóùóç (2.21) óõìðßðôåé ìå áõôÞí ãéá ôïí öáóéêü ÷þñï

óôïí ïñéóìü 2.4, ðñÜãìá ðïõ äåí åßíáé ôõ÷áßï, áöïý ðñïöáíþò ç õðïêåßìåíç
ðïëëáðëüôçôá ôçò ïìÜäáò HW åßíáé óõìðëåêôéêÞ. Áõôü ìáò ïäçãåß óôï íá áíá-
ãíùñßóïõìå ôá äéáíýóìáôá eq êáé ep ùò ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá èÝóçò êáé ïñìÞò
áíôßóôïé÷á, åíþ ôï et ùò ìïíáäéáßï äéÜíõóìá ÷ñüíïõ. ÅîÜëëïõ, áöïý ïé óõ-
ìðëåêôéêÝò ðïëëáðëüôçôåò åßíáé åî ïñéóìïý äéáöïñßóéìåò, ç ïìÜäá HW åßíáé ìéá
ïìÜäá Lie êáé Üñá åßíáé åöïäéáóìÝíç ìå ìéá Üëãåâñá Lie hn. Áðü ôçí ó÷Ýóç
(2.18) ðñïêýðôåé Üìåóá ç ó÷Ýóç ìåôÜèåóçò ãéá ôá óôïé÷åßá ôçò Hn(V)

[(v1; t1); (v2; t2)] = ù(v1;v2) (2.24)
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Þ óå óõíäõáóìü ìå ôéò ó÷Ýóåéò (2.19) êáé (2.21)

[eqi ; epj ] = äij
[r; s] = 0; óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç

(2.25)

Áò óçìåéþóïõìå üôé áðü ôçí áíôéóôïé÷ßá ôçò ó÷Ýóçò (2.21) ìå ôïí ïñéóìü 2.4
ïé áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò ìåôÜèåóçò ãéá ôá óôïé÷åßá ôçò hn èá åßíáé ïé êáíïíéêÝò
ó÷Ýóåéò ìåôÜèåóçò Heisenberg.

Ðñï÷ùñþíôáò ôþñá óôçí áíÜëõóÞ ìáò ðåñß ôïõ ôáëáíôùôÞ BI, èá îåêéíÞóïõìå
áðü ôéò åðéôñåðôÝò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò. ÁõôÝò äßäïíôáé áðü ìéãáäéêÝò
óõíáñôÞóåéò ø : S1

p → C üðùò óõíåðÜãåôáé áðü ôéò åîéóþóåéò (2.2), (2.15) êáé
(2.16) êáé Üñá ó÷çìáôßæïõí Ýíáí p−äéÜóôáôï êáôáóôáôéêü ÷þñï, ôïí äéáêñéôü
êýêëï GF [p] [5, 11].

|ø〉 =


ø(è0)
ø(è1)
...

ø(èp−1)

 ; èk = 4ð
p k; k = 0; 1; 2; : : : ; p− 1 (2.26)

Ïé óùìáôéäéáêÝò êáôáóôÜóåéò

|èk〉 =



0
...
1
...
0

 ; k = 0; 1; 2; : : : ; p− 1 (2.27)

åßíáé ïé éäéïêáôáóôÜóåéò ôïõ ôåëåóôÞ èÝóçò Q

Q =
4ð
p


0

1
. . .

p− 1

 (2.28)

åíþ ïé êáôáóôÜóåéò

|k〉 = F|èk〉 = 1√
p

p−1∑
j=0

wkj |èj〉; k = 0; 1; 2; : : : ; p− 1 (2.29)

åßíáé ïé éäéïêáôáóôÜóåéò ôïõ ôåëåóôÞ ôçò ïñìÞò P = FQF−1, üðïõ

Fjk = q√
p w

jk; j; k = 0; 1; 2; : : : ; p; w = e2ði=p (2.30)

åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier. Áíôß ôùí ôåëåóôþí èÝóçò/ïñìÞò Q;P èá
ðñïôéìÞóïõìå íá äïõëÝøïõìå ìå ôïõò £éóïäýíáìïõò¤ ôåëåóôÝò ìåôáôüðéóçò5 èÝ-
óçò/ïñìÞò, ðïõ åßíáé ôá åêèåôéêÜ ôùí êáíïíéêþí ôåëåóôþí êáé ïé ïðïßïé ïëéóèáß-
íïõí êáôÜ ìßá èÝóç ôçí êáôÜóôáóç óôïí áíôßóôïé÷ï ÷þñï. Ãéá ôïí ÷þñï ôçò
ïñìÞò Zp, áõôüò äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

SP = ei
4ð
p
P (2.31)

5shift, translation operators
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êáé äñþíôáò ìå áõôüí ðÜíù óôéò êáôáóôÜóåéò (2.29) âñßóêïõìå

SP =


0 0 : : : 1
1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : 1

 (2.32)

Áíôßóôïé÷á, ï ôåëåóôÞò ìåôáôüðéóçò ãéá ôïí ÷þñï èÝóçò S1
p

SQ = e
p

4ðQ (2.33)

âñßóêåôáé íá åßíáé

SQ =


1

w
. . .

wp−1

 ; w = e2ði=p (2.34)

Ïé ôåëåóôÝò SQ;SP åßíáé ïé ãåííÞôïñåò ôùí áâåëéáíþí ïìÜäùí

ZQ
p = {SkQ|k = 0; 1; : : : ; p− 1} (2.35)

ZP
p = {SkP |k = 0; 1; : : : ; p− 1} (2.36)

êáé ìáæß, ïñßæïõí ìéá ðñïâïëéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò ìåôáôüðé-
óçò6 ôïõ T2

p [11]
Ïé ðñïâïëéêÝò áíáðáñáóôÜóåéò ìéáò ïìÜäáò G0 óõíÞèùò êáôáóêåõÜæïíôáé ùò

áíÜãùãåò áíáðáñáóôÜóåéò ìéáò áâåëéáíÞò åðÝêôáóçò ôçò G0 áðü ìéá õðïïìÜäá
H ôïõ êÝíôñïõ ìéá ìåãáëýôåñçò ïìÜäáò G, ôÝôïéá þóôå G0 = G=H [17]. Óôçí
ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç, ç ìåãáëýôåñç áõôÞ ïìÜäá åßíáé ç ïìÜäá HW

H1(T2
p) = (T2

p × Zp; ◦) (2.37)

ìå êÝíôñï ôï
Ô1 = {(0; 0; n)|n ∈ Zp} (2.38)

Ìå ôçí êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôçò ìïñöÞò ù, ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò ôçò êáíüíáò
ãßíåôáé

(q1; p1; t1) ◦ (q2; p2; t2) = (q1 + q2; p1 + p2; t1 + t2 + q1p2 − q2p1) (2.39)

Ðáñáôçñïýìå üôé
eiaxeibp = e−iab~eiapeibx (2.40)

ðïõ åßíáé ç åêèåôéêÞ ìïñöÞ ôùí êáíïíéêþí ó÷Ýóåùí ìåôÜèåóçò ãéá ôçí èÝóç
êáé ôçí ïñìÞ êáé Üñá, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2.31) êáé (2.33), ïé êáíïíéêÝò ó÷Ýóåéò
ìåôÜèåóçò Heisenberg, ìðïñïýí íá ãñáöôïýí óõíáñôÞóåé ôùí SQ êáé SP ùò

SQSP = wSPSQ (2.41)

Ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò ôïõ Plank ôüôå èá åßíáé ~ = 2ð=N , áöïý äéáëÝîáìå ab = 1
óôïõò ïñéóìïýò ôùí ôåëåóôþí. Ç ó÷Ýóç (2.41) ïñßæåé ôéò ëåãüìåíåò êáíïíéêÝò
ó÷Ýóåéò ìåôÜèåóçò Heisenberg-Weyl [12]. Èá ÷ñåéáóôïýìå ôþñá ôï åîÞò èåþñçìá

6translation group
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Èåþñçìá 2.2. (Stone-von Neumann) ÕðÜñ÷åé ìßá ìüíï ìïíáäéáßá áíáðáñÜ-
óôáóç ôçò ïìÜäáò H(V × F ) Ýùò éóïìïñöéóìïý, ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ
ôéìÞò ôïõ êÝíôñïõ ôçò.

ÐáñáôÞñçóç 2.2. Áðü öõóéêÞ óêïðéÜ, ç ôéìÞ ôïõ êÝíôñïõ ôçò ïìÜäáò HW áíôé-
óôïé÷åß óôçí ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò ôïõ Plank ~.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò Stone-von Neumann åßíáé ôï åîÞò

Ðüñéóìá 2.3. Ïé ãåííÞôïñåò ôçò ìïíáäéáßáò áíáðáñÜóôáóçò ôçò ïìÜäáò H(V×
F ) ôáõôßæïíôáé ìå ôïõò ôåëåóôÝò èÝóçò êáé ïñìÞò óôïí ÷þñï V

Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé ïé ðßíáêåò SQ êáé SP åßíáé ãåííÞôïñåò ôçò Üëãåâñáò
Lie su(p) ôçò ïìÜäáò SU(p) [11, 10], ç ïðïßá åßíáé ìïíáäéáßá. ÓõíäõÜæïíôáò ôï
ãåãïíüò áõôü ìå ôï üôé ïé ôåëåóôÝò ìåôáôüðéóçò èÝóçò/ïñìÞò åßíáé éóïäýíáìïé ìå
ôïõò óõíÞèåéò áíôßóôïé÷ïõò ôåëåóôÝò, áðü ôï èåþñçìá 2.2, ôï ðüñéóìá 2.3 êáé ôçí
ðáñáôÞñçóç 2.2, Ý÷ïíôáò õð' üøéí üôé Ý÷ïõìå äéáëÝîåé ôéìÞ ãéá ôçí óôáèåñÜ ôïõ
Plank, êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ç su(p) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Üëãåâñá
Lie h1 ôçò H1(T2

p). ÅîÜëëïõ, ôï ãéíüìåíï äýï ãåííçôüñùí ìéáò Üëãåâñáò åßíáé
åðßóçò ãåííÞôïñáò êáé óõíåðþò, ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ðïõ Ý÷åé óáí âÜóç ôïõò
ðßíáêåò SQ;SP , ôï ãåíéêü óôïé÷åßï-ðßíáêáò ôçòH1(T2

p) èá äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

gt;r;s;t = wtJr;s t; r; s = 0; 1; 2; : : : ; p− 1 (2.42)

üðïõ Jr;s = wrs=2SrQS
t
P êáé ôá wt åßíáé ôá åêèåôéêÜ ôùí óôáèåñþí äïìÞò ftrs ôçò

h1 [14]. ÔÝëïò, ç ó÷Ýóç (2.41) óõíåðÜãåôáé üôé ïé ãåííÞôïñåò Jr;s åßíáé êëåéóôïß
ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü

Jr;sJr′;s′ = w(r′s−rs′)=2Jr+r′;s+s′ (2.43)

2.2.2 Ï DFrFT óôçí ìåôáðëåêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç

Óå ìßá äéÜóçìç äçìïóßåõóÞ ôïõ, ï Weil üñéóå ôçí åðïíïìáæüìåíç ìåôáðëåêôéêÞ
ïìÜäá [30]

Ïñéóìüò 2.7. ÌåôáðëåêôéêÞ ïìÜäáMp(2n) ïíïìÜæåôáé ôï äéðëü êÜëõììá 7 ôçò
óõìðëåêôéêÞò ïìÜäáò Sp(2n).

Åí ãÝíåé, ç ìåôáðëåêôéêÞ ïìÜäá äåí åðéäÝ÷åôáé ðéóôÞò áíáðáñáóôÜóåùò áðü
ðåðåñáóìÝíïõò ðßíáêåò. Ï Weil, üìùò, áðÝäåéîå üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõ-
ìðëåêôéêÞ ïìÜäá ïñßæåôáé õðü ÷þñï ðïõ åßíáé åõèý Üèñïéóìá ÷þñùí ðåðåñáóìÝ-
íùí óùìÜôùí, õðÜñ÷åé ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç áðü ðåðåñáóìÝíïõò ðßíáêåò óôïí
÷þñï áõôü. Ôüôå, ç ìåôáðëåêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ïñßæåôáé íá åßíáé ïé ðßíáêåò
ïìïéüôçôáò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ óõìðëåêôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý - åíüò óõìðëå-
êôïìïñöéóìïý áðü êáé ðñïò ôïí ßäéï ÷þñï - ôùí ãåííçôüñùí Jr;s ôïõ ÷þñïõ HW.
Óõíåðþò, áðü ôçí ó÷Ýóç (2.21) óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé ðéóôÞ ìåôáðëåêôéêÞ
áíáðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò H1(T2

p)· áõôÞ ïñßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç [3, 30]

U−1(A)Jr;sU(A) = Jr′;s′ ; (r′; s′) = (r; s)A ∀A ∈ Sp(2;Zp) (2.44)

7double cover
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Ïé Balian êáé Itzykson, óôçí åñãáóßá ôïõò [5] äßíïõí ìßá ñçôÞ ìïñöÞ ãéá ôçí
áíáðáñÜóôáóç (2.44) [16, 13, 27]

U(A) =
ó(1)ó(ä)

p

p−1∑
r;s=0

w[br2+(d−a)rs−cs2]=2äJr;s (2.45)

üðïõ A =
(

a b
c d

)
, ä = 2− a− d êáé

ó(a) =
1
√
p

r;s=0∑
p−1

war2 = (a|p)
{

1; p = 4k + 1
i; p = 4k − 1 (2.46)

åßíáé ôï Üèñïéóìá Gauss [2, 28], åíþ ôï (a|p) åßíáé ôï óýìâïëï Jacobi [2] êáé
éóïýôáé ìå ±1 áíÜëïãá ìå ôï áí ôï a åßíáé Þ ü÷é ôåôñÜãùíï åíüò áêåñáßïõ
modulo p áíôßóôïé÷á.

Ç áíáðáñÜóôáóç (2.45) åßíáé Ýãêõñç üôáí ä 6= 0, åíþ ãéá ä = 0 Ý÷ïõìå ôéò
åîÞò õðïðåñéðôþóåéò

� b 6= 0

U(A) =
ó(−2b)
√
p

p−1∑
r=0

wr2=2bJr(a−1)=b;r (2.47)

� b = 0; c 6= 0

U(A) =
ó(−2c)
√
p

p−1∑
r=0

w−r
2=2cSrP (2.48)

� A ≡ I

U(A) = Ip×p (2.49)

Ðáñáôçñïýìå ôþñá, üôé õðü ôçí ìåôáðëåêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ï ãåííÞôïñáò
g3 ôçò Sp(2;Zp) (åî. 2.6) åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier [3]

U(g3) = U

(
0 −1
1 0

)
= (−1)k+1inF (2.50)

üðïõ n = 0 Þ 1 áíÜëïãá ìå ôï áí p = 4k ± 1 áíôßóôïé÷á. Áðü ôçí ó÷Ýóç (2.7)
ãéá ôçí êõêëéêÞ ïìÜäá O(2;Zp), âëÝðïõìå üôé ôï g3 åßíáé óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò,
Üñá èá éóïýôáé ìå êÜðïéá äýíáìç ôïõ èåìåëéáêïý óôïé÷åßïõ ôçò R0. Ìå Üëëá
ëüãéá, êÜðïéá äýíáìç ôïõ R0 èá éóïýôáé ìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier óôçí
ìåôáðëåêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç. Ïé Balian êáé Itzykson Ýäåéîáí üôé ç äýíáìç áõôÞ
åßíáé ç k-ïóôÞ, óõíåðþò èÝôïíôáò G := U(R0), èá Ý÷ïõìå [5]

F = in(−G)k (2.51)

üðïõ ðÜëé n = 0 Þ 1 áíÜëïãá ìå ôï áí p = 4k ± 1 áíôßóôïé÷á.
Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí n-ïóôÞ äýíáìç ôïõ ðßíáêá G, Gn = U(Rn

0 ), ðñÝðåé
ðñþôá íá âñïýìå ôïí 2× 2 ðßíáêá Rn

0 modulo p

Rn
0 =

(
a0 b0
−b0 a0

)n

=
(

an−1 bn−1

−bn−1 an−1

)
; n = 1; 2; : : : ; 4k − 1;

R0
0 = I =

(
a−1 b−1

−b−1 a−1

) (2.52)
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êáé ìåôÜ, åêìåôáëëåõüìåíïé ôï ãåãïíüò üôé áðü ôïí ïñéóìü ôùí Jr;s éó÷ýåé [3]

(Jr;s)k;l = äk−r;lw
(k+l)s=2 (2.53)

íá êÜíïõìå åðáíåéëçììÝíç ÷ñÞóç ôïõ áèñïßóìáôïò Gauss (åî. 2.46)

Uk;l(A) =
q
√
p

(−2c|p)
{

1
−i

}
w(ak2+dl2−2kl)=2c (2.54)

üðïõ ç áãêýëç äéá÷ùñßæåé ôéò ðåñéðôþóåéò p = 4k ± 1. ¼ôáí p = 4k + 1, ï
ïìïìïñöéóìüò âáèìßäáò (åî. 2.45) åßíáé

U(g2)k;l = ó(1)ó(ä)äk;gl (2.55)

üðïõ ä = 2− g − g−1 êáé g èåìåëéáêü óôïé÷åßï ôçò GF ∗[p], åíþ ãéá p = 4k − 1,
ðïõ åßíáé ç ðåñßðôùóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ï ðßíáêáò G ìðïñåß íá ãñáöåß óå
êëåéóôÞ ìïñöÞ ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç [3]

Gk;l =
1
√
p
i(2b0|p)w(a0k

2+a0l
2−2kl)=2b0 (2.56)

üðïõ ôá a0; b0 åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ R0 (åî. 2.12).
Ç äéáäéêáóßá ðïõ ðáñïõóéÜóáìå áíáëõôéêÜ óôéò äýï ðáñáðÜíù õðïðáñáãñÜ-

öïõò åßíáé ç åðïíïìáæüìåíç êâÜíôùóç Weyl [16] êáé ìÝóù áõôÞò Ý÷ïõìå êá-
ôáóêåõÜóåé ôï êáôÜëëçëï ìáèçìáôéêü õðüâáèñï ãéá íá õðïëïãßæïõìå üëåò ôéò
äõíÜìåéò ôïõ ðßíáêá G ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò áðü 0 Ýùò êáé k. ¼ìùò, áöïý üðùò
åßðáìå ï ðßíáêáò Gk åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier, ôüôå ïé ìéêñüôåñåò äõ-
íÜìåéò ôïõ ðßíáêá èá åßíáé ïé n-ïóôÝò ñßæåò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý óôï äéáêñéôü
äéÜóôçìá [0; k], Þ áëëéþò, êëáóìáôéêÝò äõíÜìåéò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.
Áõôüò åßíáé êáé ï ïñéóìüò ðïõ äþóáìå óôï Êåö.1 ãéá ôïí FrFT. Åßìáóôå äçëáäÞ
óå èÝóç íá õðïëïãßóïõìå åðáêñéâþò ôïí DFrFT Fa ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï åý-
ñïò ôçò äéáêñéôÞò ðáñáìÝôñïõ a, åêìåôáëëåõüìåíïé ôïí ôåëåóôÞ óôñïöÞò R0 (åî.
2.17) ôçò ïìÜäáò SO2 õðü ôçí ìåôáðëåêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò HW åíüò
êâáíôéêïý óõóôÞìáôïò ìå ôçí Üëãåâñá ôïõ ôáëáíôùôÞ BI.

Ï ïñéóìüò ôïõ DFrFT ìÝóù ôçò êâÜíôùóçò Weyl ôïõ ôáëáíôùôÞ BI öáßíåôáé
áìÝóùò üôé Ý÷åé üëåò ôéò êáëÝò éäéüôçôåò ðïõ èÝëáìå, ÷ùñßò íá êáôáöåýãïõìå óå
äéáêñéôÝò ðñïóåããßóåéò. Åðßóçò, äåí ðÜó÷åé áðü ôïí åêöõëéóìü ôùí éäéïôéìþí
ðïõ êëçñïíïìåß áðü ôïí óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ï ïñéóìüò ðïõ ðáñïõ-
óéÜóáìå óôï ðñþôï êåöÜëáéï, êáèþò üëåò ïé ðñÜîåéò ãßíïíôáé modulo p. Áõôü
ôï ôåëåõôáßï Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá ç äñÜóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý íá åìöáíßæåé
ìéá öáéíïìåíéêÞ ôõ÷áéüôçôá êáé óõíåðþò ìïéñÜæåôáé áñêåôÜ óôïé÷åßá ìå Üëëïõò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò üðùò ï DRFNT [32] êáé ï ÷áïôéêüò Arnold cat map [16, 18],
ïé ïðïßïé âñßóêïõí åöáñìïãÝò ìåôáîý Üëëùí óôçí êñõðôïãñáößá êáé ôçí óôåãá-
íïãñáößá.

Áðü ôçí Üëëç, ï ïñéóìüò áõôüò Ý÷åé êáé Ýíá ìåéïíÝêôçìá, ôï ïðïßï Ýãêåéôáé
óôïí ðåñéïñéóìü ôùí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a, ëüãÿ ôçò ó÷Ýóçò p = 4k − 1.
Ãéá ôçí êáëëßôåñç ìåëÝôç ôùí äõíáôþí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a, ìðïñïýìå íá
ïñßóïõìå ôï åîÞò óýíïëï

Ïñéóìüò 2.8. Ïñßæïõìå ùò êëÜóìáôá Fourier ôï óýíïëï

QF =


(n; k)

˛̨̨̨
∀k∀n

„
(k ∈ Z) ∧ (n ∈ Z) ∧

„
k =

p + 1

4

«
∧ (Prime(p))

«ff
(2.57)
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Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýíïëï QF åßíáé áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôü êáé ãíÞóéï õðï-
óýíïëï ôùí ñçôþí

QF ( Q (2.58)
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Ó÷. 2.3: ÊáôáíïìÞ äõíáôþí ôéìþí áíÜ áýîïíôá áñéèìü ãéá ôçí ðáñÜìåôñï a ôïõ
DFrFT, ãéá ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò 3 ≤ p ≤ 2003, p = 4k − 1.

Óôï ðáñÜñôçìá, ðáñáèÝôïõìå êþäéêá PL/pgSQL ãéá ôïí õðïëïãéóìü êëá-
óìÜôùí Fourier óôïí ðåñéïñéóìü8 n ∈ Z4k ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò âÜóçò äåäïìÝíùí
PostgreSQL. Óôï ðíåýìá ôïõ ðßíáêá 1 ôçò áíáöïñÜò [3], ôùí èåìåëéáêþí óôïé-
÷åßùí ôùí ïìÜäùí GF ∗[p], O(2;Zp) êáé GF [p2], ãéá ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò áðü
ôï 3 Ýùò ôï 2003, õðïëïãßóôçêáí ôá êëÜóìáôá Fourier ãéá ôïõò ðñþôïõò áõôïýò.
Åßíáé 108:104 äéáêåêñéìÝíïé áñéèìïß óôï ðëÞèïò, áñ÷ßæïíôáò áðü ôçí åëÜ÷éóôç
ôéìÞ 0; 00199601 ìÝ÷ñé ôçí ìÝãéóôç 3; 998 óå äåêáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç (ôçò ðñï-
öáíïýò ôéìÞò 4 åîáéñïõìÝíçò). ÐáñïõóéÜæïõí ãñáììéêÞ êáôáíïìÞ üðùò öáßíåôáé
óôï äéÜãñáììá ôïõ ó÷. 2.3. Óôï ó÷. 2.4 âëÝðïõìå ìéá ðñïóáñìïãÞ ôçò êáôáíï-
ìÞò óå äéáêñéôü ðëÝãìá ãéá üëá ôá æåýãç (p; n), ìå ôï a êáíïíéêïðïéçìÝíï óôï
ìçäÝí ãéá üóá æåýãç äåí ïñßæåôáé. Ç ãñáììéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ ó÷. 2.3 äéáêñß-
íåôáé óôçí êïñõöïãñáììÞ ôïõ äéáãñÜììáôïò, åíþ ïé ðëáãéÝò áðïôåëïýí ìÝôñï
ôçò ðïëëáðëüôçôáò êÜèå ôéìÞò ôïõ a. Äõóôõ÷þò, ç ó÷Ýóç (2.58) óõíåðÜãåôáé
üôé ôï óýíïëï QF äåí åßíáé ðõêíü óôï R. ÐÜñá ôáýôá, åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôá
ðáñáðÜíù ó÷Þìáôá, üôé üóï ìåãáëýôåñï p äéáëÝîïõìå, ôüóï êáëëßôåñá ìðïñïýìå
íá ðñïóåããßóïõìå ìéá ôõ÷áßá ôéìÞ ôïõ a ∈ R.

¼óïí áöïñÜ ôþñá óôçí ðïëõðëïêüôçôá õðïëïãéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
áðü ôïí ïñéóìü, ðáñáôçñïýìå üôé ï õðïëïãéóìüò ôïõ áèñïßóìáôïò Gauss ó(a)
áíÜãåôáé ïõóéáóôéêÜ óôïí õðïëïãéóìü ôïõ óõìâüëïõ Jacobi (a|p), ðïõ Ý÷åé ðï-
ëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ O(log a logN) [9] êáé ÷ñåéÜæåôáé íá ãßíåé Üðáî ãéá óõãêå-
êñéìÝíï R0. Áðü ôçí Üëëç, ï õðïëïãéóìüò ôçò n-ïóôÞò äýíáìçò ôïõ ðßíáêá
R ðáßñíåé O(8n) = O(1) âÞìáôá êáé ãéá ôïí ðßíáêá Gn = U(Rn

0 ) èÝëïõìå

8Ç ðåñßïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier åßíáé 4, óõíåðþò áñéèìïß n
k

ãéá n > 4k åßíáé
ðëåïíÜæïíôåò
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Ó÷. 2.4: ÔñéóäéÜóôáôç áíáðáñÜóôáóç ôçò êáôáíïìÞò ôùí äõíáôþí ôéìþí ãéá ôçí ðá-
ñÜìåôñï a ôïõ DFrFT, ãéá ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò 3 ≤ p ≤ 2003, p = 4k− 1.

O(N2) âÞìáôá, áðü ôçí ó÷Ýóç (2.45). Áõôü óçìáßíåé, üôé ìðïñïýìå íá õðïëï-
ãßóïõìå åðáêñéâþò ôïí ðßíáêá ôïõ DFrFT Fa, a ∈ {nk |n = 1; 2; 3; : : :} óå ÷ñüíï
O(N2 +log a logN) = O(N2). Ï ÷ñüíïò áõôüò åßíáé ï ßäéïò ìå áõôüí ðïõ ÷ñåéÜ-
æåôáé êáé ï DFT üôáí ðåñéïñéóôïýìå óôïí ïñéóìü ôïõ êáé äåí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
Üëëïõò áëãïñßèìïõò üðùò ï FFT. Óôï êåöÜëáéï ðïõ áêïëïõèåß, èá åðé÷åéñÞóïõìå
íá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá êâáíôéêü áëãüñéèìï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ DFrFT, ìå
ôçí åëðßäá íá åðéôá÷ýíïõìå ôçí åðßëõóÞ ôïõ, ìå ôñüðï ðáñüìïéï ìå áõôüí ðïõ
ãßíåôáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ DFT ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ QFT.
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3 Ï êâáíôéêüò FrFT

Óôï êåöÜëáéï áõôü êÜíïõìå ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí Ýííïéá ôçò êâáíôéêÞò
õðïëïãéóôéêÞò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ôá äïìéêÜ óôïé÷åßá ôùí êâáíôéêþí õðïëïãé-
óôþí. Èá äïýìå ôé ÷ñåéáæüìáóôå ãéá íá êÜíïõìå ðñÜîåéò óå Ýíáí ôÝôïéïí õðï-
ëïãéóôÞ êáé ôï ôé åßäïõò ðñÜîåéò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå. Êáôüðéí, ðáñïõóéÜæïõìå
ôïí áëãüñéèìï QFT, Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ôïí êâáíôéêü ìåôáó÷çìá-
ôéóìü Fourier ôïõëÜ÷éóôïí åêèåôéêÜ ðéï ãñÞãïñá áð'üôé ïðïéïóäÞðïôå ãíùóôüò
êëáóóéêüò áëãüñéèìïò êáé èá äåßîïõìå ðþò áõôüò ìðïñåß íá ðñïóáñìïóôåß óôçí
ðåñßðôùóç ôïõ DFrFT, üðùò áõôüò ïñßóôçêå óôï êåö. 2.

3.1 Ðåñß êâáíôéêþí õðïëïãéóôþí

Ç êâáíôéêÞ õðïëïãéóôéêÞ åßíáé ç åðéóôÞìç ðïõ ìåëåôÜ ôéò õðïëïãéóôéêÝò äéáäéêá-
óßåò ðïõ ìðïñïýí íá åðéôåõ÷èïýí ìå ôçí ÷ñÞóç êâáíôïìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí.
Óáí éäÝá áêïýãåôáé áðëÞ, áëëÜ ÷ñåéÜóôçêáí íá ðåñÜóïõí áñêåôÝò äåêáåôßåò áðü
ôçí äçìéïõñãßá ôçò êâáíôïìç÷áíéêÞò ðåñß ôï 1920, ìÝ÷ñé íá ìåëåôçèåß åðéìåëþò
êáé íá åäñáéùèåß ùò êëÜäïò. Ï ëüãïò åßíáé üôé ç ßäéá ç êâáíôïìç÷áíéêÞ, ðïõ
åßíáé Ýíáò ìáèçìáôéêüò öïñìáëéóìüò, Ýíá £ðëáßóéï¤ ãéá ôçí äçìéïõñãßá öõóéêþí
èåùñéþí, üðùò ç êâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ (QED) êáé ç êâáíôéêÞ ÷ñùìïäõíá-
ìéêÞ (QCD), Ý÷åé Ýíá ìéêñü ðëÞèïò áðü áðëïýò êáíüíåò, áëëÜ ç óõíÝðåéåò ôùí
êáíüíùí áõôþí öáßíïíôáé åããåíþò áíôéäéáéóèçôéêÝò ãéá ôçí áíèñþðéíç áíôßëçøç
êáé ïäçãïýí óôç ðåñéãñáöÞ öõóéêþí öáéíïìÝíùí ðïõ ìïéÜæïõí £ðáñÜäïîá¤ ìåí,
áëëÜ Ý÷ïõí åðéâåâáéùèåß ðåéñáìáôéêÜ. Áðü ôçí Üëëç, áõôüò ï ëüãïò Þôáí êáé
ôï ßäéï ôï êßíçôñï ðßóù áðü ôçí áíÜðôõîç ôçò åðéóôÞìçò áõôÞò· ç åëðßäá üôé ôá
ðáñÜäïîá ôçò êâáíôïìç÷áíéêÞò ìðïñåß íá ìáò åðéôñÝøïõí íá êÜíïõìå ðñÜãìáôá
ðïõ äåí èá Þôáí äõíáôÜ ÷ùñßò ôïí Ýëåã÷ï ôçò öýóçò óå áõôü ôï åðßðåäï.

Ãéá íá ôï êáôáëÜâïõìå êáëëßôåñá áõôü, èá ðñÝðåé íá ôï äïýìå õðü ôï öùò ôùí
áñ÷þí ôçò ðëçñïöïñéêÞò, ç ïðïßá ãåííÞèçêå óáí åðéóôÞìç ôçí ßäéá ðåñßðïõ åðï÷Þ.
Óôçí ðåñßöçìç äçìïóßåõóÞ ôïõ ôïõ 1936 [29], ï Turing ïñßæåé ôçí ëåãüìåíç
ìç÷áíÞ Turing ùò áöçñçìÝíï ðñüôõðï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï, êáé áðïäåéêíýåé
üôé õðÜñ÷åé ìéá ôÝôïéá ìç÷áíÞ, ç êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing, ç ïðïßá åßíáé éêáíÞ
íá ðñïóïìïéþóåé ïðïéáäÞðïôå Üëëç ìç÷áíÞ Turing. ÐåñáéôÝñù, éó÷õñßæåôáé üôé
ç êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing óõëëáìâÜíåé ðëÞñùò ôçí Ýííïéá ôïõ áëãïñßèìïõ, êÜôé
ðïõ Ýãéíå åõñýôåñá ãíùóôü ùò èÝóç Church-Turing

ÏðïéáäÞðïôå áëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðü
ìéá ìç÷áíÞ Turing

Ïé âÜóåéò ðïõ Ýèåóå ï Turing Ýãéíáí ç áéôßá ôçò ðáñïéìéþäïõò áíÜðôõîçò ôçò
ðëçñïöïñéêÞò êáé ôçò áíÜäõóçò êëÜäùí üðùò ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá, ç
ïðïßá ìåëåôÜ ôçí áðïäïôéêüôçôá ôùí áëãïñßèìùí.

Óôá ðëáßóéá ôçò õðïëïãéóôéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò, ëÝìå üôé Ýíáò äåäïìÝíïò
áëãüñéèìïò åßíáé áðïäïôéêüò, üôáí ìðïñåß íá õëïðïéçèåß óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü
óôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ ôïõ. ÁíôéèÝôùò, ëÝìå üôé äåí åßíáé áðïäïôéêüò üôáí ÷ñåéÜ-
æåôáé õðÝñ ôïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíï, åííïþíôáò óõíÞèùò åêèåôéêü. Ï ëüãïò ãéá
ôçí äéÜêñéóç áõôÞ åßíáé ï íüìïò ôïõ Moore, ï ïðïßïò ëÝåé üôé äåäïìÝíçò ôçò ðá-
ñáôçñçèåßóáò ôå÷íïëïãéêÞò áíÜðôõîçò, ç éó÷ýò ôùí õðïëïãéóôþí èá áõîÜíåôáé
ãñáììéêÜ ìå ôïí ÷ñüíï, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé äéáöïñÝò áðüäïóçò áëãïñßèìùí
ìÝ÷ñé êáé óå âáèìü ðïëõùíõìéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò ôåßíïõí íá ãßíïõí áìåëçôÝåò
ìå ôïí ÷ñüíï.
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Åêôüò áðü ôï ìïíôÝëï ôùí ìç÷áíþí Turing, ôéò åðåñ÷üìåíåò äåêáåôßåò åöåõ-
ñÝèçêáí êáé Üëëá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, áêüìá êáé ðéèáíïêñáôéêÜ, óôçí ðñï-
óðÜèåéá åýñåóçò åíüò ìïíôÝëïõ ôï ïðïßï èá ìðïñåß íá õðïëïãßæåé áðïäïôéêÜ
áëãïñßèìïõò ðïõ ìÝ÷ñé óôéãìÞò öáéíüôáí íá ìçí Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêÞ õëïðïßçóç.
Ðáñ' üëåò ôçò ðñïóðÜèåéåò, üëá ôá ìïíôÝëá áõôÜ áðïäåß÷èçêáí üôé ìðïñïýí íá
ðñïóïìïéùèïýí áðïäïôéêÜ áðü ôçí êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing, üôáí åöáñìïóôïýí
ñåáëéóôéêÜ üñéá óôçí õëïðïßçóÞ ôïõò. ÐáñÜäåéãìá áðïôåëïýí ïé áíáëïãéêïß
õðïëïãéóôÝò, ïé ïðïßïé åíþ èåùñçôéêÜ õðüó÷ïíôáí íá îåðåñÜóïõí ôçí éó÷ýò ôùí
ìç÷áíþí Turing, üôáí ôïõò åðéâëçèïýí ïé ñåáëéóôéêïß ðåñéïñéóìïß ôçò äéüñèùóçò
ëáèþí êáé ôïõ èïñýâïõ, áðïôõã÷Üíïõí íá áíôåðåîÝëèïõí óôçí ðñüêëçóç. Áõôü
åß÷å óáí áðïôÝëåóìá íá äéáôõðùèåß ìéá ðáñáëëáãÞ ôçò èÝóçò Church-Turing, ç
ëåãüìåíç éó÷õñÞ èÝóç Churh-Turing

ÏðïéáäÞðïôå áëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðï-
äïôéêÜ áðü ìéá ðéèáíïêñáôéêÞ ìç÷áíÞ Turing

ÅðéóôñÝöïíôáò óôïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò, ï ëüãïò ðïõ ìåëåôïýíôáé îå-
÷ùñéóôÜ óáí êëÜäïò êáé ïðïßïò Ý÷åé åðéæÞóåé åí áíôéèÝóåé ìå ôá õðüëïéðá åíáë-
ëáêôéêÜ ìïíôÝëá, åßíáé üôé öáßíåôáé íá åßíáé ôï ìïíáäéêü ìÝ÷ñé óôéãìÞò ìïíôÝëï
ðïõ ðáñáâéÜæåé ôçí éó÷õñÞ åêäï÷Þ ôçò èÝóçò áõôÞò, áêüìá êáé ìå ôïí ðåñéïñéóìü
ôùí ñåáëéóôéêþí ïñßùí õëïðïßçóçò. ¼ðùò èá äïýìå óôçí ðáñÜãñáöï 3.3, Ý÷ïõí
áíáêáëõöèåß êâáíôéêïß áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí áðïäïôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá
äåí Ý÷ïõí ãíùóôÞ áðïäïôéêÞ õëïðïßçóç óå ìç÷áíÝò Turing êáé ðïõ ðéóôåýåôáé
ðùò êáôÜ ôï ìÜëëïí ïýôå Ý÷ïõí. Ôï áí ðñÜãìáôé éó÷ýåé áõôü, ôï üôé ïé êâá-
íôéêïß õðïëïãéóôÝò åßíáé Ýíá éó÷õñüôåñï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï áðü ôéò ìç÷áíÝò
Turing, åßíáé áêüìá Ýíá áíïéêôü ðñüâëçìá, êáèþò äåí åßíáé ãíùóôü áêüìá ïýôå
áí ìðïñïýí íá õðïëïãßóïõí ìéá ìåãáëýôåñç êëÜóç óõíáñôÞóåùí áðü áõôÝò ðïõ
õðïëïãßæïõí ïé ìç÷áíÝò Turing - ôéò ëåãüìåíåò ìåñéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò [34] - áëëÜ ïýôå êáé áí ç êëÜóç BQP9 - ôï êâáíôéêü áíôßóôïé÷ï ôçò BPP
- ðåñéêëåßåé ìÝñïò áðü Þ üëç ôçí êëÜóç NP.

3.2 Óôïé÷åßá êâáíôéêÞò õðïëïãéóôéêÞò

Ôï bit åßíáé ç èåìÝëéá Ýííïéá ôçò êëáóóéêÞò õðïëïãéóôéêÞò· åßíáé ôï êâÜíôï
ôçò ðëçñïöïñßáò, ç ìéêñüôåñç äõíáôÞ ðïóüôçôá ðëçñïöïñßáò, ôï ïðïßï ìðïñåß íá
ðÜñåé ìßá áðü ôéò ôéìÝò ìçäÝí (0) Þ Ýíá (1). Ôï áíÜëïãï ôïõ bit óôçí êâáíôéêÞ
õðïëïãéóôéêÞ åßíáé ôï ëåãüìåíï qubit Þ q-bit .

Åí áíôéèÝóåé üìùò ìå ôï êëáóóéêü bit, ôï qubit ìðïñåß íá ðÜñåé ðåñéóóüôåñåò
ôéìÝò· ãéá ôçí áêñßâåéá, ìðïñåß íá ðÜñåé ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ óôï óõíå÷Ýò äéÜóôçìá
[0; 1]. Ç éäéüôçôá áõôÞ äåí åßíáé ôåëåßùò îÝíç. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå ôéò
áðïôéìÞóåéò áëçèåßáò óôçí áóáöÞ ëïãéêÞ10. Áõôü ðïõ êÜíåé äõíáôÞ ìéá ôÝôïéá
èåþñçóç ôïõ êâÜíôïõ ôçò ðëçñïöïñßáò óôá ðëáßóéá ôçò êâáíôéêÞò õðïëïãéóôéêÞò
áðü ðëåõñÜò õëïðïßçóçò, åßíáé ìßá áðü ôéò âáóéêÝò áñ÷Ýò ôçò êâáíôïìç÷áíéêÞò,
ç ëåãüìåíç áñ÷Þ ôçò åðáëëçëßáò Þ õðÝñèåóçò. Óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ áõôÞ,
Ýíá êâáíôïìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü n éäéïêáôáóôÜóåéò - êá-
ôáóôÜóåéò ðïõ ìðïñïýí íá ðáñáôçñçèïýí áðü Ýíá ðåßñáìá - ìðïñåß íá õðÜñ÷åé
óå ïðïéïíäÞðïôå ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí éäéïêáôáóôÜóåùí áõôþí. ¸ôóé, áí

9Ðéï óõãêåêñéìÝíá, BQP óçìáßíåé Bounded error, Quantum, Polynomial time êáé ðå-
ñéëáìâÜíåé ôéò ãëþóóåò ðïõ áðïöáóßæïíôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå öñáãìÝíç ðéèáíüôçôá
ëÜèïõò, áðü êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò

10fuzzy logic
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óõìâïëßóïõìå ìå |0〉 ìéá éäéïêáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé |1〉 ìßá Üëëç, ôüôå
ôï óýóôçìá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ìðïñåß íá âñßóêåôáé óå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò
êáôáóôÜóåéò õðÝñèåóçò

|ø〉 = a|0〉+ b|1〉; üðïõ |a|2 + |b|2 = 1; a; b ∈ C (3.1)

Óôçí ãåíéêüôåñÞ ôçò ìïñöÞ, ç áñ÷Þ áõôÞ åêöñÜæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

|ø〉 =
n−1∑
i=0

ci|øi〉;
n−1∑
i=0

|ci|2 = 1 (3.2)

ÁìÝóùò ìðïñåß êáíåßò íá êÜíåé ôçò áíôéóôïé÷ßá üôé ïé éäéïêáôáóôÜóåéò |0〉 êáé
|1〉 åíüò qubit åßíáé ôá áíÜëïãá ôùí êáôáóôÜóåùí 0 êáé 1 åíüò êëáóóéêïý bit.
Áõôü ðïõ äéáöïñïðïéåß ëïéðüí ôá qubits áðü ôá bits åßíáé ôï óõíå÷Ýò ôùí õðï-
ëïßðùí ãñáììéêþí óõíäõáóìþí ôùí £âáóéêþí¤ êáôáóôÜóåùí, ðïõ åßíáé åðßóçò
åðéôñåðôïß. Áðü ìáèçìáôéêÞ óêïðéÜ, ôï qubit ìðïñåß íá ïñéóèåß ùò Ýíá ìïíá-
äéáßï äéÜíõóìá óå Ýíáí äéóäéÜóôáôï äéáíõóìáôéêü ÷þñï åðß ôïõ óþìáôïò ôùí
ìéãáäéêþí áñéèìþí. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ |a|2 + |b|2 = 1, ç ó÷Ýóç (3.1) ìðïñåß íá
îáíáãñáöåß ùò

|ø〉 = eiã
(
cos è

2 |0〉+ eiö sin è
2 |1〉

)
; è; ö; ã ∈ R (3.3)

êáé åðåéäÞ ï ïëéêüò ðáñÜãïíôáò öÜóçò eiã äåí Ý÷åé ðáñáôçñÞóéìç öõóéêÞ óçìáóßá
ìðïñåß íá áãíïçèåß êáé ãñÜøïõìå ôåëéêÜ

|ø〉 = cos
è

2
|0〉+ eiö sin

è

2
|1〉 (3.4)

Ïé áñéèìïß è; ö ïñßæïõí Ýíá óçìåßï óôçí åðéöÜíåéá ôçò ôñéóäéÜóôáôçò ìïíáäéáßáò
óöáßñáò, ç ïðïßá óõ÷íÜ êáëåßôáé óöáßñá ôïõ Bloch (ó÷. 3.1). Ç ãåùìåôñéêÞ
áíáðáñÜóôáóç áõôÞ, åßíáé Ýíá ÷ñÞóéìï âïÞèçìá ïðôéêïðïßçóçò êáé êáôáíüçóçò
ôïõ qubit, áëëÜ èá ðñÝðåé êáíåßò íá èõìÜôáé üôé äåí õðÜñ÷åé êÜðïéï ãåùìåôñéêü
áíôßóôïé÷ï óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò ãéá ðïëëáðëÜ qubit.

¸íá óçìåßï êïéíÞò ðáñáíüçóçò áöïñÜ óôçí ðïóüôçôá ôçò ðëçñïöïñßáò ðïõ
ðåñéÝ÷åé Ýíá qubit. ÅðåéäÞ õðÜñ÷ïõí Üðåéñá óçìåßá óôçí åðéöÜíåéá ìéáò óöáßñáò,
èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ðåé üôé Ýíá êáé ìïíáäéêü qubit ðåñéÝ÷åé Üðåéñç ðëçñïöïñßá,
ðïõ ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß êëáóóéêÜ áðü ìéá Üðåéñç äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç
ôùí ðáñáìÝôñùí è; ö. ÊÜôé ôÝôïéï, üìùò, äåí óõìâáßíåé óôçí ðñáãìáôéêüôç-
ôá· åðåéäÞ üðùò óå êÜèå êâáíôïìç÷áíéêü óýóôçìá, ìüíï ïé éäéïêáôáóôÜóåéò ôïõ
ìðïñïýí íá ðáñáôçñçèïýí, üðùò åðéâÜëåé ç áñ÷Þ ôçò êáôÜññåõóçò ôçò êõìáôïóõ-
íÜñôçóçò, ïðïéáäÞðïôå £ðëåïíÜæïõóá¤ ðëçñïöïñßá ðåñéÝ÷åé Ýíá qubit, êáôáóôñÝ-
öåôáé ôçí óôéãìÞ ôçò ìÝôñçóçò êáé êáôáëÞãïõìå ìå ìßá áðü ôéò éäéïêáôáóôÜóåéò
|0〉 Þ |1〉, ìå ðéèáíüôçôá |a|2 Þ |b|2 áíôßóôïé÷á. Áõôü, üìùò, äåí óçìáßíåé üôé
êáôáëÞãïõìå åí ôÝëåé åêåß ðïõ èá êáôáëÞãáìå ìå ôçí ÷ñÞóç åíüò êëáóóéêïý bit.
Åö' üóïí äåí ðñáãìáôïðïéïýìå êáììßá ìÝôñçóç óå Ýíá qubit, áõôü ðáñáìÝíåé
óå êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò êáé ç öýóç äéáôçñåß êáé ÷åéñßæåôáé ôçí £êñõììÝíç¤ ðëç-
ñïöïñßá ðïõ áõôü ðåñéÝ÷åé· ôï ãåãïíüò áõôü ìðïñïýìå íá ôï åêìåôáëëåõôïýìå,
ãéá íá êÜíïõìå ðñÜîåéò ìå êâáíôéêÝò ðýëåò - üðùò êÜíïõìå ìå ôéò êëáóóéêÝò
ðýëåò óôá bit - ïé ïðïßåò ãßíïíôáé ôñüðï ôéíÜ åí ðáñáëëÞëù. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí ðñÜîç ôçò ðñüóèåóçò äýï qubit ìå ôçí êáôÜëëçëç ðýëç
êáé ãéá ôïõò ôÝóóåñåéò óõíäõáóìïýò ôùí ôéìþí 0 êáé 1 óå Ýíá ìüíï âÞìá, áíôß
ãéá ôÝóóåñá ðïõ èá ÷ñåéáæüìáóôáí óå Ýíáí êëáóóéêü õðïëïãéóôÞ, áí ôá qubit
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ìáò åßíáé ðñïåôïéìáóìÝíá óå êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò. Ôçí þñá ôçò ìÝôñçóçò, èá
ðÜñïõìå ìüíï ìßá áðü ôéò ôÝóóåñåéò äõíáôÝò ôéìÝò áðïôåëÝóìáôïò, ìå ðéèáíüôçôá
áíôßóôïé÷ç ôùí óõíôåëåóôþí ðëÜôïõò ôïõ ôåëéêïý qubit, áëëÜ óå ðïëýðëïêá êõ-
êëþìáôá, áõôÞ ç £óõíôüìåõóç¤ ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ðñáãìáôéêü êÝñäïò. Èá ôï
äïýìå áõôü óôçí ðñÜîç, óôçí ðáñÜãñáöï 3.3, ìå ôïí áëãüñéèìï QFT, ðïõ õðï-
ëïãßæåé ôïí êâáíôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Ðñéí áðü áõôü üìùò, èá äïýìå ôé
åßäïõò ðýëåò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò ãéá
íá êÜíïõìå ðñÜîåéò.

x

y

z

φ

θ

1

0

ψ

Ó÷. 3.1: ÁíáðáñÜóôáóç åíüò qubit óôçí óöáßñá Bloch

3.2.1 Ðýëåò åíüò qubit

Ùò ãíùóôüí, óôçí ðåñßðôùóç ôùí êëáóóéêþí õðïëïãéóôþí õðÜñ÷åé ìüíï ìßá
ìç-ôåôñéììÝíç ðýëç åíüò bit· ç ðýëç NOT, ç ïðïßá ìåôáôñÝðåé ôï 0 óå 1 êáé
áíôßóôñïöá. Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï êâáíôéêü áíôßóôïé÷ï ôçò ðýëçò áõôÞò,
èá ðñÝðåé íá âñïýìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü ðïõ íá öÝñíåé ôçí êáôÜóôáóç åíüò
qubit áðü ôï |0〉 óôï |1〉 êáé áíôßóôñïöá. Ðáñáôçñïýìå üôé áí äñÜóïõìå ìå

ôïí ðñþôï ðßíáêá ôïõ Pauli óx =
(

0 1
1 0

)
ðÜíù óå Ýíá qubit, ôïõ ïðïßïõ ç

áíáðáñÜóôáóç ùò äéÜíõóìá åßíáé

(
a
b

)
, êáôáëÞãïõìå ìå ôçí £áíåóôñáììÝíç¤

êáôÜóôáóç. Áí ëïéðüí áñ÷éêÜ |a|2 = 1; |b|2 = 0, ôüôå |a′|2 = 0; |b′|2 = 1 êáé
Ý÷ïõìå ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.(

0 1
1 0

)(
a
b

)
=
(

b
a

)
=
(

a′

b′

)
(3.5)

Áðü ôçí Üëëç, ôï ãåãïíüò üôé Ýíá qubit ìðïñåß íá ðÜñåé ìéá áðåéñßá êáôá-
óôÜóåùí, áíôß ãéá ôéò äýï åíüò bit, ìáò ðñïúäåÜæåé üôé èá õðÜñ÷ïõí ðÜíù áðü
ìßá ìç-ôåôñéììÝíåò ðýëåò åíüò qubit· óôçí ðñÜîç, õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò. Ï ìïíáäé-
êüò ðåñéïñéóìüò ðïõ åðéâÜëëåôáé óôïõò ôåëåóôÝò ðïõ ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå,
üðùò äéáëÝîáìå ðñéí ôïí óx, åßíáé áõôïß íá åßíáé ìïíáäéáßïé. Áõôü áêïëïõèåß
áíáãêáóôéêÜ áðü ôçí óõíèÞêç êáíïíéêïðïßçóçò |a|2 + |b|2 = 1. Ç ìïíáäéáéü-
ôçôá, ëïéðüí, åßíáé ï ìïíáäéêüò ðåñéïñéóìüò ðïõ ðñÝðåé íá åðéâÜëïõìå ãéá íá
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êáôáëÞîïõìå ìå ìßá áðïäåêôÞ êáôÜóôáóç ãéá ôï ôåëéêü qubit. Áðü ôçí áðåéñßá
áõôÞ ôùí äõíáôþí ðõëþí åíüò qubit, ðáñáèÝôïõìå ìéá ëßóôá ìå ôéò ðéï ÷ñÞóéìåò,
áí êáé èá äïýìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ðåðåñá-
óìÝíï óýíïëï áðü ðýëåò ôï ïðïßï åßíáé ðëÞñåò, äçëáäÞ ìå ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá
êÜíïõìå ïðïéáäÞðïôå ðñÜîç.

� Ðýëç Pauli-X (NOT)

X =
(

0 1
1 0

)
(3.6)

� Ðýëç Pauli-Y

Y =
(

0 −i
i 0

)
(3.7)

� Ðýëç Pauli-Z

Äéáôçñåß ôï |0〉êáé áëëÜæåé ôï ðñüóçìï ôïõ |1〉 äßíïíôáò −|1〉.

Z =
(

1 0
0 −1

)
(3.8)

� Ðýëç ÖÜóçò

S =
(

1 0
0 i

)
=
√
Z (3.9)

� Ðýëç ð/8

T =
(

1 0
0 eið=4

)
=
√
S ∵ eið=4 =

√
i (3.10)

� Ðýëç Hadamard

ÌåôáôñÝðåé ôï |0〉 óå (|0〉+ |1〉) =
√

2 ≡ |+〉, ôï ïðïßï åßíáé £óôá
ìéóÜ¤ ìåôáîý |0〉 êáé |1〉 êáé ôï |1〉 óå (|0〉 − |1〉) =

√
2 ≡ |−〉 ôï

ïðïßï åßíáé åðßóçò £óôá ìéóÜ¤ ìåôáîý |0〉 êáé |1〉, áðü £ôçí Üëëç
ìåñéÜ¤. Áõôü öáßíåôáé êáëëßôåñá áí ãñáöåß óáí êáíïíéêïðïéçìÝ-
íïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ðõëþí X êáé Z.

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
=

1√
2

(X+ Z) (3.11)

Ç éäéüôçôá áõôÞ ôçò ðýëçò Hadamard, ôçò £éóïìåñïýò¤ êáôáíï-
ìÞò ôïõ qubit óôéò êáôáóôÜóåéò âÜóçò, åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ
áðïêáëåßôáé åðßóçò ñßæá ôçò NOT, ðáñüôé áõôü ìðïñåß íá ðñï-
êáëÝóåé óýã÷õóç, êáèþò H2 = I, ðïõ ðñïöáíþò äåí åßíáé ç ðýëç
NOT.

Áí ðåñéïñéóôïýìå ðñïò óôéãìÞí ìüíï óôéò ðýëåò åíüò qubit, ôüôå áðü ôçí áíá-
ðáñÜóôáóç ôçò óöáßñáò ôïõ Bloch (ó÷. 3.1) êáèßóôáôáé ðñïöáíÝò üôé ïðïéáäÞðïôå
ðýëç èá ðñÝðåé íá ìðïñåß íá áíáëõèåß óå ãéíüìåíï óôñïöþí óôéò ôñåéò äéáóôÜ-
óåéò. ¢ñá, ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ãåííçôüñùí ôçò ïìÜäáò SO3 èá åßíáé Ýíá ðëÞñåò
óýíïëï ìåôáó÷çìáôéóìþí åíüò qubit êáé êáèþò ç ïìÜäá SU2 åßíáé éóüìïñöç ìå
ôçí SO3, óõíåðÜãåôáé üôé êÜèå óýíïëï ãåííçôüñùí ôçò SU2 ðïõ áíáðáñßóôáíôáé
áðü 2× 2 ðßíáêåò èá åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýíïëï ðõëþí åíüò qubit.
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3.2.2 Ðýëåò ðïëëáðëþí qubit

Óôá êëáóóéêÜ õðïëïãéóôéêÜ êõêëþìáôá, óõíÞèåéò ðýëåò ðïëëáðëþí bit åßíáé ïé
AND, OR, XOR, NAND êáé NOR. Áðü áõôÝò, ç ðýëç NAND áðïôåëåß áðü
ìüíç ôçò Ýíá ðëÞñåò óýíïëï ðõëþí ãéá ïðïéïíäÞðïôå õðïëïãéóìü, áêñéâþò üðùò
ï óýíäåóìïò NAND áðïôåëåß ðëÞñåò óýíïëï óõíäÝóìùí óôçí ìáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ
[33]. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóôþí, ç ðñüôõðç ðýëç ðïëëáðëþí
qubit åßíáé ç ðýëç åëåã÷üìåíïõ NOT.

� Ðýëç Åëåã÷üìåíïõ NOT (Controlled NOT, C-NOT)

Ç ðýëç áõôÞ Ý÷åé äýï qubit åéóüäïõ, ôï qubit åëÝã÷ïõ êáé ôï
qubit óôü÷ïõ êáé ç äñÜóç ôçò ðÜíù óå éäéïêáôáóôÜóåéò ìðïñåß
íá ðåñéãñáöåß ùò åîÞò: áí ôï qubit åëÝã÷ïõ åßíáé óôçí êáôÜóôáóç
|0〉, ôüôå ôï qubit óôü÷ïõ ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôï, åíþ áí ôï qubit
åëÝã÷ïõ åßíáé óôçí êáôÜóôáóç |1〉, ôüôå ôï qubit åëÝã÷ïõ ðáßñíåé
ôçí ôéìÞ ðïõ èá åß÷å áí ðÝñíáãå ìÝóá áðü ìéá ðýëç NOT (ó÷.
3.2).11

UCN =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 = I2 ⊕X (3.12)

Ç áíáðáñÜóôáóç ôçò C-NOT ùò ðßíáêá öáßíåôáé óôçí ó÷Ýóç
(3.12), áð' üðïõ ïñßæåôáé êáé ç äñÜóç ôçò óå êáôáóôÜóåéò åðáë-
ëçëßáò. ÂëÝðïõìå åðßóçò üôé ï ðßíáêáò ôçò ðýëçò ìðïñåß íá áíá-
ëõèåß óå åõèý Üèñïéóìá ðéíÜêùí· ï ðñþôïò ðßíáêáò åßíáé ï ìïíá-
äéáßïò êáé ï äåýôåñïò ï ðßíáêáò ôçò ðýëçò NOT. Áõôü óçìáßíåé
üôé óôïí ðñþôï áðü ôïõò äýï áíáëëïßùôïõò õðï÷þñïõò ôïõ ôá-
íõóôéêïý ÷þñïõ ôùí äýï qubit äñá ìüíïí ï ôåëåóôÞò I, ïðüôå ôï
ðñþôï qubit ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôï, åíþ óôïí äåýôåñï äñá ìüíïí
ï ôåëåóôÞò X ôçò ðýëçò NOT êáé Üñá áõôüò ïñßæåé ôï öÜóìá ôùí
êáôáóôÜóåùí ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ôï äåýôåñï qubit. Óõíåðþò,
ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí ðýëç C-NOT óáí ìéá ãåíßêåõóç ôçò ðý-
ëçò XOR· äñïýìå ìå XOR óôá qubit åëÝã÷ïõ êáé óôü÷ïõ êáé ôï
áðïôÝëåóìá ôï öõëÜôôïõìå óôï qubit óôü÷ïõ12

|a; b〉 → |a; b⊕ a〉 (3.13)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìéá áðåéñßá
ðõëþí ðïëëáðëþí qubit· óôçí ðñÜîç, êÜèå ðýëç U åíüò qubit ìðïñåß íá
ìåôáôñáðåß óå åëåã÷üìåíç ðýëç C-U ìå ôï åõèý Üèñïéóìá I⊕U. Áõôü ðïõ
ðñÝðåé íá óçìåéùèåß, üìùò, åßíáé üôé äåí Ý÷ïõí üëåò ïé êëáóóéêÝò ðýëåò ôï
êâáíôéêü ôïõò áíÜëïãï, üðùò óõìâáßíåé ìå ôçí ðýëç NOT. Ï ëüãïò åßíáé
üôé áöïý êÜèå êâáíôéêÞ ðýëç áíáðáñßóôáôáé áðü ìïíáäéáßïõò ðßíáêåò, èá
ðñÝðåé íá åßíáé êáé áíôéóôñÝøéìç, áöïý ðÜíôá ïñßæåôáé ï áíôßóôñïöïò åíüò
ôÝôïéïõ ðßíáêá. Ðýëåò, üìùò, üðùò ç XOR êáé ç NAND äåí åßíáé áíôé-
óôñÝøéìåò. Áõôü ìðïñåß íá öáßíåôáé, áñ÷éêÜ, üôé ðåñéïñßæåé óçìáíôéêÜ ôéò

11Ôï óýìâïëï ⊕ üôáí äñá óå ðßíáêåò óõìâïëßæåé åõèý Üèñïéóìá
12Ôï óýìâïëï ⊕ üôáí äñá óå áñéèìïýò óõìâïëßæåé ðñüóèåóç modulo 2
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≡

X

Ó÷. 3.2: Ïé äýï éóïäýíáìåò áíáðáñáóôÜóåéò ôçò ðýëçò C-NOT.

X

X

≡

Ó÷. 3.3: Êýêëùìá áíôáëëáãÞò äýï qubit êáé ç éóïäýíáìç óõìâïëéêÞ áíáðáñÜóôáóÞ
ôïõ ùò ðýëç.

ëïãéêÝò ðñÜîåéò ðïõ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óôïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò,
áëëÜ üðùò áðïäåéêíýåôáé [22], ôï ðëÞñåò óýíïëï ðõëþí åíüò qubit, ìáæß ìå
ôçí ðýëç C-NOT, áðïôåëåß ìå ôçí óåéñÜ ôïõ ðëÞñåò óýíïëï ðõëþí ðïëëá-
ðëþí qubit. ¢ñá ëïéðüí, ìðïñïýìå íá êÜíïõìå üëåò ôéò óõíÞèåéò ëïãéêÝò
ðñÜîåéò, êáôáóêåõÜæïíôáò óýíèåôåò ðýëåò. ¸íá ðïëý ÷ñÞóéìï ðáñÜäåéãìá
ôÝôïéáò óýíèåôçò ðýëçò, åßíáé áõôü ôçò áíôáëëáãÞò qubit.

� Êýêëùìá áíôáëëáãÞò qubit (swap gate)

Ç ðýëç áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò ðýëåò C-NOT óôçí óåéñÜ,
ìå ôçí ìåóáßá áíåóôñáììÝíç üóïí áöïñÜ óôïí ñüëï ôùí qubit
åëÝã÷ïõ êáé óôü÷ïõ (ó÷. 3.3). Ôï áðïôÝëåóìá ôçò äñÜóçò ôçò
åßíáé ç áíôáëëáãÞ ôùí êáôáóôÜóåùí ôùí äýï qubit åéóüäïõ, üðùò
öáßíåôáé ðáñáêÜôù

|a; b〉 → |a; a⊕ b〉
→ |a⊕ (a⊕ b); a⊕ b〉 = |b; a⊕ b〉
→ |b; (a⊕ b)⊕ b〉 = |b; a〉

(3.14)

Áðü ôï ó÷. 3.3 êáèßóôáôáé ðñïöáíÞò êáé ç áíáðáñÜóôáóç ôçò
ðýëçò ùò ðßíáêá

USG = (I2 ⊕UCN )(UCN ⊕ I2)(I2 ⊕UCN ) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 (3.15)
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Óôï óçìåßï áõôü, Ý÷ïõìå áíáðôýîåé ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå
ãéá íá êáôáóêåõÜæïõìå êâáíôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ êõêëþìáôá. Óôçí åðüìåíç ðá-
ñÜãñáöï, èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá ôÝôïéï, ôï ïðïßï åðéëýåé ôïí êâáíôéêü ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Fourier êáé ðïõ èá áðïôåëÝóåé êáé ôçí âÜóç ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò
áíÜëïãïõ ðïõ èá åðéëýåé ôïí DFrFT.

3.3 Ï áëãüñéèìïò QFT

ºóùò ç ðéï èåáìáôéêÞ áíáêÜëõøç ôçò êâáíôéêÞò õðïëïãéóôéêÞò Ýùò ôþñá åßíáé ôï
üôé ïé êâáíôéêïß õðïëïãéóôÝò åßíáé éêáíïß íá åêôåëÝóïõí áðïäïôéêÜ äéáäéêáóßåò
ðïõ öáßíïíôáé åéêÜæåôáé üôé äåí åßíáé åöéêôÝò óå êëáóóéêïýò õðïëïãéóôÝò. Åðß ðá-
ñáäåßãìáôé, ï õðïëïãéóìüò ôçò ðáñáãïíôïðïßçóçò åíüò áêåñáßïõ n-bit ÷ñåéÜæåôáé

exp(È(n1=3 log2=3 n)) âÞìáôá ìå ôïí êáëëßôåñï ãíùóôü êëáóóéêüò áëãüñéèìïò,
ôïí åðïíïìáæüìåíï êüóêéíï áñéèìçôéêïý óþìáôïò. Áðü ôçí Üëëç, ï áëãüñéèìïò
ôïõ Shor, Ýíáò áðü ôïõò ðéï äéÜóçìïõò êâáíôéêïýò áëãüñéèìïõò, êÜíåé ôïí ßäéï
õðïëïãéóìü óå O(n2 log n log log n) âÞìáôá, äçëáäÞ åßíáé åêèåôéêÜ ðéï ãñÞãïñïò
[22]. Óôçí êáñäéÜ ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý, âñßóêåôáé ï êâáíôéêüò ìåôáó÷çìáôé-
óìüò Fourier (QFT). Ï QFT åßíáé Ýíáò áðïäïôéêüò êâáíôéêüò áëãüñéèìïò ãéá
ôçí åêôÝëåóç ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier óå êâáíôïìç÷áíéêÜ ðëÜôç
ðéèáíüôçôáò.

¸íáò áðü ôïõò óõíçèéóìÝíïõò ôñüðïõò ãñáöÞò ôïõ DFT åßíáé

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xje
2ðijk=N (3.16)

üðïõ (x0; : : : ; xN−1) åßíáé ôï äéÜíõóìá ðñïò ìåôáó÷çìáôéóìü êáé (y0; : : : ; yN−1)
åßíáé ôï ìåôáó÷çìáôéóìÝíï äéÜíõóìá.

O êâáíôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier áðü Üðïøç ïñéóìïý åßíáé áêñéâþò ï
ßäéïò, ìüíï ðïõ óõíçèßæåôáé íá ãñÜöåôáé ìå äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü.

Ïñéóìüò 3.1. Ùò êâáíôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ìéáò ïñèïêáíïíéêÞò âÜ-
óçò |0〉; : : : ; |N − 1〉 ïñßæåôáé ï ãñáììéêüò ôåëåóôÞò F ðïõ ç äñÜóç ôïõ ðÜíù óå
êÜðïéá êáôÜóôáóç |j〉 ôçò âÜóçò åßíáé

F|j〉 =
1√
N

N−1∑
k=0

e2ðijk=N |k〉 (3.17)

Éóïäýíáìá, ç äñÜóç ôïõ ôåëåóôÞ ðÜíù óå ìéá ôõ÷áßá êáôÜóôáóç
∑N−1

j=0 xj |j〉
ìðïñåß íá ãñáöåß

F
N−1∑
j=0

xj |j〉 =
N−1∑
k=0

yk|k〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

xle
2ðijk=N |k〉 (3.18)

üðïõ ôá ðëÜôç yk åßíáé ï DFT ôùí ðëáôþí xj . Ðáñüôé äåí åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí
ïñéóìü áõôü, ï ôåëåóôÞò F åßíáé ìïíáäéáßïò êáé óõíåðþò ìðïñåß íá õëïðïéçèåß
óå êâáíôéêü õðïëïãéóôÞ. Ôï ßäéï ôï êýêëùìá ðïõ ôïí õðïëïãßæåé èá áðïôåëÝóåé
Ýììåóç áðüäåéîç ôçò ìïíáäéáéüôçôÜò ôïõ.

Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êõêëþìáôïò, èÝôïõìå N = 2n êáé äéáëÝãïõìå ôçí
âÜóç |0〉; : : : ; |2n−1〉 ãéá ôçí õðïëïãéóôéêÞ ìáò âÜóç. Èá äïýìå üôé åßíáé âïëéêü-
ôåñï íá ãñÜöïõìå ôçí êáôÜóôáóç |j〉 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç
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H R2 Rn-1 Rn

H Rn-2 Rn-1

H R2

H

|0⟩ + e2πi0.j1...jn|1⟩

|0⟩ + e2πi0.j
2...jn|1⟩

|0⟩ + e2πi0.jn-1
j
n|1⟩

|0⟩ + e2πi0.jn|1⟩

|j1⟩

|j2⟩

|jn-1⟩

|jn⟩

Ó÷. 3.4: Áðïäïôéêü êýêëùìá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ êâáíôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier. Ôï êýêëùìá áõôü âãáßíåé Üìåóá áðü ôçí ó÷Ýóç (3.23). ¸÷ïõí ðá-
ñáëçöèåß ïé ðýëåò áíôáëëáãÞò óôï ôÝëïò ôïõ êõêëþìáôïò, ïé ïðïßåò áíôéóôñÝ-
öïõí ôçí óåéñÜ ôùí qubit, üðùò åðßóçò êáé ïé ðáñÜãïíôåò êáíïíéêïðïßçóçò
1=
√

2 óôçí Ýîïäï.

j = j1j2 : : : jn ðïõ óôçí äåêáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç åßíáé j12n−1+j22n−2+: : :+jn20.
Áêüìá, èá ãñÜöïõìå 0:jljl+1 : : : jm ãéá íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôï äõáäéêü êëÜóìá
jl=2+jl+1=4+: : :+jm=2m−l+1. Ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ óõìâïëéóìïý áõôïý èá öÝñïõìå
ôçí ìïñöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ôïõ ïñéóìïý 3.1 óå ìïñöÞ ãéíïìÝíïõ,
ãíùóôÞ êáé ùò áíÜðôõãìá Cooley-Tukey [28].

F|j〉 =
1

2n=2

2n−1X
k=0

e2ðijk=2
n

|k〉 (3.19)

=
1

2n=2

1X
k1=0

: : :
1X

kn=0

e2ðij
Pn
l=1 kl2

−l
|k1 : : : kn〉 (3.20)

=
1

2n=2

1X
k1=0

: : :
1X

kn=0

nO
l=1

e2ðijkl2
−l
|kl〉 (3.21)

=
1

2n=2

nO
l=1

24 1X
kl=0

e2ðijkl2
−l
|kl〉

35 (3.22)

=
1

2n=2

nO
l=1

h
|0〉+ e2ðij2

−l
|1〉
i

(3.23)

=
(|0〉+ e2ði0:jn |1〉)(|0〉+ e2ði0:jn−1jn |1〉) : : : (|0〉+ e2ði0:j1j2:::jn |1〉)

2n=2
(3.24)

üðïõ ôá êëáóìáôéêÜ åêèåôéêÜ óôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç åìöáíßæïíôáé ãéáôß êÜèå
äéáßñåóç ìå 2−l äçìéïõñãåß l êëáóìáôéêÜ äõáäéêÜ øçößá, åíþ ôï áêÝñáéï êïììÜôé
ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß ëüãÿ ôçò ðåñéïäéêüôçôáò ôçò óõíÜñôçóçò e2ði. Ç ìïñöÞ
ãéíïìÝíïõ (3.23) êÜíåé ó÷åäüí ðñïöáíÞ ôç ìïñöÞ ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ôï êýêëùìá
ðïõ èá õðïëïãßæåé ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü, ôï ïðïßï öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 3.4 . Ç
ðýëç ðåñéóôñïöÞò Rk áíôéóôïé÷åß óôïí ìïíáäéáßï ìåôáó÷çìáôéóìü

Rk =
(

1 0
0 e2ði=2

k

)
(3.25)

Ãéá íá âåâáéùèïýìå üôé üíôùò ôï êýêëùìá áõôü õðïëïãßæåé ôïí êâáíôéêü ìå-
ôáó÷çìáôéóìü Fourier, èá ôï ðåñðáôÞóïõìå âÞìá-âÞìá áñ÷ßæïíôáò ìå ôçí êáôÜ-
óôáóç |j1j2 : : : jn〉 ùò åßóïäï.
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Ç åöáñìïãÞ ôçò ðýëçò Hadamard óôï ðñþôï bit äçìéïõñãåß ôçí êáôÜóôáóç

1
21=2

(
|0〉+ e2ði0:j1 |1〉

)
|j2 : : : jn〉 (3.26)

áöïý e2ði0:j1 = −1 üôáí j1=1 êáé +1 åéäÜëëùò. Ç åöáñìïãÞ ôçò ðýëçò C-R2

ðáñÜãåé ôçí êáôÜóôáóç

1
21=2

(
|0〉+ e2ði0:j1j2 |1〉

)
|j2 : : : jn〉 (3.27)

Óõíå÷ßæïõìå åöáñìüæïíôáò ôéò ðýëåò C-R3 Ýùò C-Rn, êÜèå ìßá áðü ôéò ïðïßåò
ðñïóèÝôåé Ýíá ðåñéóóüôåñï bit óôçí öÜóç ôïõ ðáñÜãïíôá ôïõ ðñþôïõ |1〉. Óôï
ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò, Ý÷ïõìå ôçí êáôÜóôáóç

1
21=2

(
|0〉+ e2ði0:j1j2:::jn |1〉

)
|j2 : : : jn〉 (3.28)

Åí óõíå÷åßá, ðñáãìáôïðïéïýìå ìéá ðáñüìïéá äéáäéêáóßá óôï äåýôåñï qubit. Ç
ðýëç Hadamard ìáò âÜæåé óôçí êáôÜóôáóç

1
22=2

(
|0〉+ e2ði0:j1j2:::jn |1〉

) (
|0〉+ e2ði0:j2 |1〉

)
|j3 : : : jn〉 (3.29)

êáé ïé ðýëåò C-R2 Ýùò C-Rn−1 ìáò äßäïõí

1
22=2

(
|0〉+ e2ði0:j1:::jn |1〉

) (
|0〉+ e2ði0:j2:::jn |1〉

)
|j3 : : : jn〉 (3.30)

Ðñï÷ùñþíôáò êáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï ãéá êÜèå qubit, ðáßñíïõìå ôçí ôåëéêÞ êáôÜ-
óôáóç

1
2n=2

(
|0〉+ e2ði0:j1:::jn |1〉

) (
|0〉+ e2ði0:j2:::jn |1〉

)
: : :
(
|0〉+ e2ði0:jn |1〉

)
(3.31)

Ìå ôçí âïÞèåéá ðõëþí áíôáëëáãÞò (ïé ïðïßåò ðáñáëåßðïíôáé áðü ôï ó÷. 3.4 ÷Üñéí
óáöÞíåéáò), áíôéóôñÝöïõìå ôçí óåéñÜ ôùí qubit êáé ôåëéêÜ Ý÷ïõìå

1
2n=2

(
|0〉+ e2ði0:jn |1〉

) (
|0〉+ e2ði0:jn−1jn |1〉

)
: : :
(
|0〉+ e2ði0:j1j2:::jn |1〉

)
(3.32)

ðïõ åßíáé áêñéâþò ç ó÷Ýóç (3.23). ÅîÜëëïõ, Ý÷ïõìå êáé ôçí Ýììåóç áðüäåéîç
üôé ï êâáíôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier åßíáé ìïíáäéáßïò, áöïý êÜèå ðýëç ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôï êýêëùìá åßíáé ìïíáäéáßá.

¼óïí áöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ êõêëþìáôïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå,
âëÝðïõìå üôé ç åöáñìïãÞ ôçò ðýëçò Hadamard êáé ôùí n − 1 åëåã÷üìåíùí ðå-
ñéóôñïöþí óôï ðñþôï qubit áíáëïãåß óå n ðýëåò. Ïìïßùò ãéá ôï äåýôåñï qubit,
Ý÷ïõìå Üëëåò n − 1 ðýëåò, äçëáäÞ n + (n − 1) ðýëåò ãéá ôá äýï ðñþôá qubit.
ÊáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï, åí ôÝëåé Ý÷ïõìå n+ (n− 1) + : : :+ 1 = n(n+ 1)=2 ðýëåò
åí ôÿ óõíüëÿ, êáé Üëëåò n=2 ðýëåò áíôáëëáãÞò. Óõíåðþò, ôï êýêëùìá Ý÷åé
ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ O(n2) = O(log2N), áöïý N = 2n êáé Üñá ï QFT åßíáé
åêèåôéêÜ ðéï ãñÞãïñïò áðü ôïí FFT.
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3.4 Êâáíôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ DFrFT

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôïí DFrFT ìå ðáñÜìåôñï a, üôáí a ∈ QF , áñêåß íá êáôá-
óêåõÜóïõìå Ýíá êýêëùìá ðïõ õëïðïéåß ôïí ðßíáêá G ôçò ó÷Ýóçò (2.56), áöïý
áðü ôï (i) ôïõ ðïñßóìáôïò 1.1

Fm=k =
m∏
j=1

F1=k =
m∏
j=1

G (3.33)

Óõíåðþò, áí Ý÷ïõìå Ýíá ôÝôïéï êýêëùìá, ôüôå ìðïñïýìå íá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
O(m) öïñÝò ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fm=k. Áêïëïõèþíôáò ôïí
óõìâïëéóìü ôçò ðáñáãñÜöïõ 3.3, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôïí DFrFT ðáñáìÝôñïõ
1=K, üðïõ N = 4K − 1, Í ðñþôïò, ùò

yk =
N−1∑
j=0

Gk;jxj (3.34)

=
1√
N

i(2b0|N)
N−1∑
j=0

xje
ði(a0j

2+a0l
2−2jk)=Nb0 (3.35)

Þ ìå ôçí óõíÞèç ãñáöÞ ãéá ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç |0〉; : : : ; |N − 1〉

G|j〉 =
1√
N

i(2b0|N)
N−1∑
k=0

eði(a0k
2+a0j

2−2kj)=Nb0 |k〉 (3.36)

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá öÝñïõìå ôçí åîßóùóç (3.36) óå ìïñöÞ ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ,
áíÜëïãç ìå áõôÞ ôçò ó÷Ýóçò (3.23). ¸÷ïõìå ëïéðüí

G|j〉 =
1√
N

i(2b0|N)
N−1∑
k=0

eðia0k
2=Nb0eðia0j

2=Nb0e−2ðijk=Nb0 |k〉 (3.37)

=
eðia0j

2=Nb0

√
N

i(2b0|N)
N−1∑
k=0

eðia0k
2=Nb0e−2ðijk=Nb0 |k〉 (3.38)

=
eðia0j

2=Nb0

√
N

i(2b0|N)
2n−1∑
k=0

eðia0k
2=2nb0e−2ðijk=2nb0 |k〉 (3.39)

Óôçí ó÷Ýóç (3.39) Ý÷ïõìå êÜôé ôçí áëëáãÞ áðü N óå 2n− 1 óôï üñéï ôçò Üèñïé-
óçò. Áí ï ðñþôïò áñéèìüò Í åßíáé êáé ðñþôïò Mersenne13, üðùò ð.÷. óõìâáßíåé
ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ Í = 127 = 4 · 32 − 1 = 27 − 1, ôüôå ç áëëáãÞ óõíåé-
óöÝñåé ìüíïí äýï ðëåïíÜæïíôåò ðñïóèåôéêïýò üñïõò, ïé ïðïßïé áíÜëïãá ìå ôçí
áðáéôïýìåíç áêñßâåéá ìðïñïýí åýêïëá íá áãíïçèïýí Þ íá õðïëïãéóôïýí êáé íá
áöáéñåèïýí. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, äéáëÝãïõìå 2n > N ùò ôçí ðñþôç äý-
íáìç ôïõ 2 ìåôÜ ôï N êáé åðåêôåßíïõìå ôçí õðïëïãéóôéêÞ âÜóç ìå 2n − N + 1
ancilla qubits óå |0〉 ⊗ : : : ⊗ |Í − 1〉 ⊗ |0〉2n−N+1 áí õðïèÝóïõìå üôé ôï õðïëï-
ãéóôéêü ìáò ìïíôÝëï åßíáé big-endian· óôï ôÝëïò ôïõ õðïëïãéóìïý áðïññßðôïõìå

ôá ðëåïíÜæïíôá ancilla qubits. Óõíå÷ßæïíôáò, èÝôïõìå Aj = ieðia0j
2=Nb0(2b0|N)

13Ðñþôïé áñéèìïß Mersenne åßíáé ïé ðñþôïé áñéèìïß ðïõ ìðïñïýí íá ãñáöïýí ìå ôçí ìïñöÞ
2n − 1 ãéá êÜðïéï n. Áí N = 4K − 1, ôüôå ðñïöáíþò, èá ðñÝðåé K = 2m ãéá êÜðïéï m.



3.4 Êâáíôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ DFrFT 34

ãéá óõíôïìßá êáé Ý÷ïõìå

G|j〉 =
Aj√
N

1X
k1=0

: : :
1X

kn=0

e
ðia02n(

Pn
l=1 kl2

−l)2

b0 e
−2ðij

Pn
l=1 kl2

−l

b0 |k1 : : : kn〉 (3.40)

Ôï ôåôñÜãùíï ôïõ áèñïßóìáôïò óôï ðñþôï åêèåôéêü ôçò ôåëåõôáßáò ó÷Ýóçò ìðï-
ñåß åí ãÝíåé íá áíáðôõ÷èåß ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðïëõùíõìéêïý áíáðôýãìáôïò ôïõ
De Moivre, ôçí ãåíßêåõóç ôïõ äéùíõìéêïý áíáðôýãìáôïò ôïõ Newton.

(x1 + x2 + : : :+ xm)n =
∑

k1;k2;:::km

(
n

k1; k2; : : : km

)
xk1

1 xk2
2 : : : xkmm (3.41)

üðïõ ç Üèñïéóç ãßíåôáé åðß üëùí ôùí áêïëïõèéþí (km) ìå ôçí éäéüôçôá
∑
m
km = n.

Ãéá n = 2, ç ó÷Ýóç áõôÞ ãßíåôáé ðéï áðëÜ(
m∑
i=1

xi

)2

=
m∑
i=1

m∑
j=1

xixj (3.42)

ïðüôå

G|j〉 =
Aj

2n=2

1X
k1=0

: : :
1X

kn=0

e
ðia02n

Pn
l=1

Pn
m=1 klkm2−l−m

b0 e
−2ðij

Pn
l=1 kl2

−l

b0 |k1 : : : kn〉

=
Aj

2n=2

1X
k1=0

: : :
1X

kn=0

nY
m=1

nO
l=1

e
ðia02nklkm2−l−m

b0 e
−2ðijkl2

−l
b0 |kl〉 (3.43)

=
Aj

2n=2

nY
m=1

nO
l=1

24 1X
kl=0

e
ðia02nklkm2−l−m

b0 e
−2ðijkl2

−l
b0 |kl〉
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Ç ó÷Ýóç (3.44) Ý÷åé ôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ êáé åßíáé ôï áíÜ-
ëïãï ôçò ó÷Ýóçò (3.23) ãéá ôïí êâáíôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Ðáñáôçñïýìå
üôé ç åí ëüãÿ ìïñöÞ åßíáé åðßóçò ìïíáäéáßá, áöïý |Aj | = ±1. Áõôü óçìáßíåé üôé
ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ôçí âÜóç ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò êõêëþìáôïò ðïõ õðï-
ëïãßæåé ôïí êâáíôéêü êëáóìáôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ãéá ðáñÜìåôñï 1=Ê
êáé êáô' åðÝêôáóéí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï m öïñÝò, ãéá ïðïéáäÞðïôå ðáñÜìåôñï
a ∈ QF .

¸íá ôÝôïéï êýêëùìá, áí êáé äéáéóèçôéêÜ ðåñéìÝíåé êáíåßò íá åßíáé ðáñü-
ìïéï ìå áõôü ôïõ QFT, èá åßíáé ðñïöáíþò ðéï ðåñßðëïêï· óå ðñþôç ðñïóÝããéóç,
üìùò, åêôéìÜôáé üôé ç áýîçóç èá åßíáé ôçò ôÜîåùò ôïõ n åî áéôßáò ôïõ ðëåïíÜ-
æïíôïò ãéíïìÝíïõ êáé Üñá èá Ý÷ïõìå ðïëõðëïêüôçôá O(n3) = O(log3N). Óõ-
íåðþò, åöáñìüæïíôáò ôï êýêëùìá m öïñÝò, ôüóåò üóåò ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôõ÷üí
a = m=k ∈ QF , êáôáëÞãïõìå óå O(mlog3N) âÞìáôá. ÅðåéäÞ, üìùò m ≤ 4k
êáé N = 4k+ 1, èá éó÷ýåé O(m) = O(N), Üñá ôï áíþôáôï üñéï ðïëõðëïêüôçôáò
èá åßíáé O(Nlog3N). Äéáöáßíåôáé, ëïéðüí, üôé ìðïñïýìå ìå ôçí ÷ñÞóç êâáíôé-
êþí êõêëùìÜôùí íá åðéôý÷ïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ãéá ôïí DFrFT óõãêñßóéìçò
áðïäïôéêüôçôáò ìå ôïõ FFT ãéá ôïí êëáóóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.
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4 Åðßëïãïò

Óôçí åñãáóßá áõôÞ, ðáñïõóéÜóáìå ôçí Ýííïéá ôïõ êëáóìáôéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier êáé åðé÷åéñÞóáìå íá áîéïëïãÞóïõìå êÜðïéïõò áðü ôïõò ïñéóìïýò ðïõ
Ý÷ïõí ðñïôáèåß ìÝ÷ñé óÞìåñá óôçí âéâëéïãñáößá ãéá ôïí äéáêñéôü ìåôáó÷çìáôéóìü
(DFrFT). Ôá âáóéêÜ êñéôÞñéá ãéá ôçí áîéïëüãçóç Þôáí êÜðïéåò éäéüôçôåò ðïõ
èÝëïõìå íá Ý÷åé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò, üðùò ç ðñïóèåôéêÞ éäéüôçôá ôçò ðáñáìÝôñïõ
ôïõ, ç ìïíáäéáéüôçôá, ç áêñßâåéá êáé ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá. Áðü ôïõò
ïñéóìïýò áõôïýò, éäéáßôåñç Ýìöáóç äþóáìå óôïí ïñéóìü ôùí Candan, Kutay
êáé Ozaktas [8], ï ïðïßïò Ý÷åé üëåò ôéò éäéüôçôåò ðïõ èÝëïõìå, ðëçí üìùò åßíáé
åããåíþò ðñïóåããéóôéêüò êáé õðïëïãéóôéêÜ áêñéâüò.

Åí óõíå÷åßá, äþóáìå Ýíáí íÝï ïñéóìü ãéá ôïí DFrFT, ï ïðïßïò Ý÷åé åðßóçò
ôéò åí ëüãÿ éäéüôçôåò, áëëÜ åßíáé êáé áêñéâÞò, êáèþò âáóßæåôáé åî áñ÷Þò óå èåù-
ñßá ïìÜäùí. Ï ïñéóìüò áõôüò óôçñßæåôáé óôçí ëåãüìåíç êâÜíôùóç Weyl, ìéá
äéáäéêáóßá ìÝóù ôçò ïðïßáò ìðïñåß íá ïñéóèåß êáé ï êáëÜ ãíùóôüò DFT, üôáí
åöáñìïóôåß óôï öõóéêü óýóôçìá ôïõ êâáíôéêïý áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ. Óôçí
ðåñßðôùóç ôïõ DFrFT, ôï êáôÜëëçëï öõóéêü óýóôçìá åßíáé ï êâáíôéêüò ôáëá-
íôùôÞò Balian-Itzykson, ôïõ ïðïßïõ ï öáóéêüò ÷þñïò Ý÷åé ôçí ìïñöÞ GF [p],
üðïõ ï p åßíáé ðñþôïò áñéèìüò ôçò ìïñöÞò 4k − 1.

ÔÝëïò, åîåôÜóáìå ôï åíäå÷üìåíï ýðáñîçò åíüò êâáíôéêïý áëãïñßèìïõ ãéá ôçí
åðéôÜ÷õíóç ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý, âáóéìÝíïé óôçí éäÝá ðßóù
áðü ôïí êâáíôéêü áëãüñéèìï ãéá ôïí óõíÞèç ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier.

Óçìåéþíïõìå üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ âãÜëáìå ìðïñïýí íá ãåíéêåõôïýí ãéá
ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï öáóéêüò ÷þñïò ôïõ ôáëáíôùôÞ BI Ý÷åé ôçí ìïñöÞ GF [pn].
Ç Üëãåâñá ôùí ïìÜäùí ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôçí äéáäéêáóßá ôçò êâÜíôùóçò ðáñáìÝ-
íåé ïõóéáóôéêÜ ç ßäéá, áëëÜ óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ôï ôõ÷üí êâáíôéêü êýêëùìá
ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ðéï öõóéêÜ ìå áñ÷éôåêôïíéêÞ n-qudit, äçëáäÞ qubit n êá-
ôáóôÜóåùí, êÜôé ðïõ ìÝíåé íá ìåëåôçèåß åíäåëå÷þò.
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5 ÐáñÜñôçìá

Áêïëïõèåß ï PL/pgSQL êþäéêáò äçìéïõñãßáò ìéáò âÜóçò äåäïìÝíùí PostgreSQL
ïíüìáôé qdfrft ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí äõíáôþí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a ôïõ
DFrFT.

/* Äçìéïõñãßá êáé ÷ñÞóç ôçò âÜóçò äåäïìÝíùí */

CREATE DATABASE qdfrft;

USE qdfrft;

CREATE TABLE primes(p int PRIMARY KEY, k int DEFAULT NULL);

CREATE TABLE alphas(p int, n int, a float(24));

CREATE VIEW nu AS SELECT DISTINCT alphas.n FROM alphas ORDER BY alphas.n;

CREATE VIEW pn AS SELECT primes.p, nu.n FROM primes, nu ORDER BY primes.p, nu.n;

/* ÁðïèçêåõìÝíç óõíÜñôçóç óêáíäáëéóìïý ãéá ôçí åéóáãùãÞ ðñþôïõ áñéèìïý.

Áí ï áñéèìüò åßíáé ôçò ìïñöÞò 4k-1, õðïëïãßæåé êáé åíçìåñþíåé ôçí ôéìÞ k,

åéäÜëëùò ôçò èÝôåé ôçí ôéìÞ NULL */

CREATE OR REPLACE FUNCTION fnInsPrimeTrigger() RETURNS trigger AS $$

BEGIN

IF CAST((NEW.p+1)/4 AS int)=CAST((NEW.p+1)/4.0 AS float(24)) THEN

NEW.k:=(NEW.p+1)/4;

ELSE

NEW.k:=NULL;

END IF;

RETURN NEW;

END;

$$ LANGUAGE plpgsql;

/* ÓêáíäÜëç åéóáãùãÞò ðñþôïõ áñéèìïý */

DROP TRIGGER IF EXISTS trInsPrimeTrigger ON primes;

CREATE TRIGGER trInsPrimeTrigger

BEFORE INSERT OR UPDATE

ON primes FOR EACH ROW

EXECUTE PROCEDURE fnInsPrimeTrigger();

/* ÁðïèçêåõìÝíç óõíÜñôçóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí äõíáôþí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a

ãéá äåäïìÝíï ðñþôï áñéèìü p. Õðïëïãßæïíôáé ïé ôéìÝò n/k ãéá n=1,2,...k

CREATE OR REPLACE FUNCTION calcAlpha(prime int) RETURNS int AS $$

DECLARE

kappa float(1);

alpha float(1);

BEGIN

SELECT k INTO kappa FROM primes WHERE p = prime;

FOR i in 1..4*kappa LOOP

alpha:=i/kappa;

INSERT INTO alphas (p,n,a) VALUES (prime, i, alpha);

END LOOP;

RETURN 0;

END;

$$ LANGUAGE plpgsql;
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/* ÁðïèçêåõìÝíç óõíÜñôçóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí äõíáôþí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a

ãéá üëïõò ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò óôçí âÜóç.

CREATE OR REPLACE FUNCTION calcAllAlphas() RETURNS int AS $$

DECLARE

prime record;

BEGIN

FOR prime IN SELECT p FROM primes WHERE k IS NOT NULL LOOP

PERFORM calcAlpha(prime.p);

END LOOP;

RETURN 0;

END;

$$ LANGUAGE plpgsql;

Ãéá íá ãåìßóïõìå ôïí ðßíáêá primes ìå ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò, åêôåëïýìå
ôçí ðáñáêÜôù åíôïëÞ áðü ôï êÝëõöïò ôïõ UNIX. ÕðïèÝôïõìå üôé ç ëßóôá ìå ôïõò
ðñþôïõò âñßóêåôáé õðü ìïñöÞ ãñáììþí óôï áñ÷åßï primes.lst

cat primes.lst| sed -e \

's/\(.\+\)/INSERT INTO primes (p) VALUES (\1);/'|psql qdfrft -f -

åíþ ãéá íá ãåìßóïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôéò ôéìÝò ôïõ a, åêôåëïýìå

pqsl qdfrft -c "SELECT calcAllAlphas();"

Áêïëïõèïýí ìåñéêÜ ðáñáäåéãìáôéêÜ åñùôÞìáôá SQL

/* ÐëÞèïò ðñþôùí áñéèìþí ôçò ìïñöÞò p=4k-1 */

SELECT COUNT(p) FROM primes WHERE k IS NOT NULL;

/* Óõíïëéêü ðëÞèïò ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a*/

SELECT COUNT(a) FROM alphas;

/* ÐëÞèïò äéáêåêñéìÝíùí ôéìþí ôçò ðáñáìÝôñïõ a*/

SELECT COUNT(*) FROM (SELECT DISTINCT a FROM alphas) AS dalphas;

/* ÐëåéÜäåò (p,n,a) ìå ôï a êáíïíéêïðïéçìÝíï óôï ìçäÝí üðïõ

äåí ïñßæåôáé */

SELECT pn.p,pn.n,COALESCE(a,0) AS a FROM pn LEFT OUTER JOIN alphas

ON pn.n=alphas.n AND pn.p=alphas.p ORDER BY p,n,a;
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