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Πρόλογος 
 
Ο κύριος στόχος της αλγεβρικής λογικής  είναι η καλύτερη κατανόηση της ίδιας της λογικής. 

Το στόχο αυτό επιτυγχάνουν, οι αλγεβριστές λογικοί, αναλύοντας τη λογική µε αλγεβρικούς όρους. 
Για µια δοσµένη λογική, ένας αλγεβριστής λογικός θα ψάξει να βρει µια κλάση αλγεβρών, που να 
«αλγεβροποιεί» τη λογική µε ένα φυσικό τρόπο. Μόλις πραγµατοποιηθεί αυτή η «αλγεβροποίηση», 
φυσικές ιδιότητες της λογικής θα αντιστοιχούν σε φυσικές ιδιότητες των αντίστοιχων αλγεβρικών 
κλάσεων. Έτσι θα είναι δυνατό να χρησιµοποιηθεί η δυναµική της άλγεβρας για την επίλυση  
προβληµάτων της λογικής. Η αλγεβρική προσέγγιση έχει µια ιδιαίτερη επίδραση στην ανάπτυξη της 
λογικής, και ιδιαίτερα της µη-κλασικής λογικής [1]. Ουσιαστικά η θεωρία της άλγεβρας 
κατασκευάστηκε συγχρόνως µε αυτή της αλγεβρικής λογικής [3]. 

Το θέµα µας, µας πάει πίσω στο δέκατο ένατο αιώνα, όπου η µαθηµατική λογική ήταν 
αλγεβρική λογική. Ουσιαστικά οι προτάσεις αναπαριστούνταν µε αλγεβρικούς όρους και όχι µε 
λογικούς τύπους. Πατέρας τόσο της προτασιακής λογικής όσο και της µοντέρνας άλγεβρας 
θεωρείται ο Boole, όπου στο έργο του για πρώτη φορά οι όροι αναφέρονται σε αντικείµενα εκτός 
των αριθµών και σε τελεστές που δεν είχαν σχέση µε αριθµητικές πράξεις. Συνεχιστές του έργου 
του, ήταν οι de Morgan, Peirce, Schroder κ.α., των οποίων η συνεισφορά στη θεωρία των διµελών 
σχέσεων, οδήγησε τον Tarski στην ανάπτυξη της σχεσιακής άλγεβρας. Ο MacColl ήταν ο πρώτος 
λογικός, αυτής της παράδοσης, που ασχολήθηκε µε την τροπική λογική [2]. 

Το ενδιαφέρον για την αλγεβρική λογική εξασθένησε όταν στις αρχές του εικοστού αιώνα 
παγιώθηκε η χρήση ποσοδεικτών στη λογική. Εξαιτίας όµως των Birkhoff, Stone, Tarski, Rasiowa 
και Sikorski [18,19] ήταν δυνατή η συνέχιση της παράδοσης ως και σήµερα. Η µέθοδος να 
βασίζεται µια άλγεβρα σε µια συλλογή τύπων, που οφείλεται στους Lindenbaum και Tarski, 
αποδείχτηκε ένα σηµαντικό εργαλείο έρευνας. Την ίδια περίοδο  η διαφοροποίηση των λογικών 
γλωσσών από τη σηµασιολογία τους γίνεται πιο έντονη. Αλλά η µεγάλη επιτυχία της αλγεβρικής 
λογικής είναι η επεξεργασία της κλασικής προτασιακής λογικής µέσα στα όρια των αλγεβρών boole1. 
Την προσπάθεια αυτή θα σκιαγραφήσουµε στο δεύτερο κεφάλαιο της εργασίας2. Εδώ η 
συνεισφορά του Stone [22] ήταν τεράστια. Όχι µόνο απέδειξε το θεώρηµα αναπαράστασης για 
άλγεβρες Boole (στην εργασία εδώ παρουσιάζεται ως Θεώρηµα 2.1.15, αλλά κατανόησε τη 
σπουδαιότητα που έχουν κάποιες έννοιες τοπολογίας στη συγκεκριµένη περιοχή. Αυτό του 
επέτρεψε να αποδείξει ένα θεώρηµα δυϊκότητας3 που µας επιτρέπει να κοιτάµε τις άλγεβρες Boole 
όπως ακριβώς κάποιες συγκεκριµένες τοπολογίες. Γενικότερα η δουλειά του Stone έχει επηρεάσει 
πολλούς κλάδους των µαθηµατικών [11]. 

Οι McKinsey και Tarski [17] βασίστηκαν στο έργο του Stone για να αποδείξουν ένα θεώρηµα 
αναπαράστασης για άλγεβρες κλειστότητας, το οποίο επέκτεινε κατά πολύ εκείνο που είχε αποδείξει 
µόνος ο McKinsey [16]. Παρόλα αυτά, όταν µιλάµε σήµερα για την «αλγεβροποίηση» της τροπικής 
λογικής, το σπουδαιότερο έργο είναι σαφώς αυτό των Jónsson και Tarski [12, 13]. Αν και η τροπική 
λογική δεν αναφέρεται στο έργο τους,  οι συγγραφείς ανακάλυψαν τη σχεσιακή σηµασιολογία4, και 

                                                 
1 Στην εργασία αυτή θα αναπτυχθεί µια αλγεβρική σηµασιολογία για την τροπική λογική. Αυτό που θα γίνει είναι 
ουσιαστικά µια επέκταση της σχέσης που έχουν άλγεβρα και προτασιακή λογική, στην τροπική λογική. Αντί για άλγεβρες 
Boole, που χρησιµοποιούµε για να παραστήσουµε αλγεβρικά την προτασιακή λογική, εδώ θα χρησιµοποιήσουµε 
άλγεβρες Boole µε τελεστές (ΒΑΤ, Ορισµός 2.2.2 στην εργασία ) . Οι επιπλέον τελεστές της άλγεβρας, είναι αυτοί 
ακριβώς που θα εισαγάγουν τους επιπλέον τροπικούς τελεστές που υπάρχουν στην τροπική λογική.  
2  Στην αρχή του δευτέρου κεφαλαίου της εργασίας εισάγουµε τις βασικές ιδέες γύρω από την αλγεβρική προσέγγιση 
της κλασικής προτασιακής λογικής. Στη συνέχεια του κεφαλαίου επεκτείνουµε τις ιδέες αυτές στην τροπική λογική. 
Αµέσως µετά ακολουθεί η απόδειξη του θεωρήµατος των Jónsson καi Tarski [12, 13]. 
3 Στο τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας, όπου αναλύουµε τρεις εφαρµογές της «αλγεβροποίησης» της τροπικής λογικής, 
θα µιλήσουµε και για τη θεωρία δυϊκότητας, που δεν είναι τίποτε άλλο από τη µελέτη των αντιστοιχιών που υπάρχουν 
µεταξύ του σύµπαντος των αλγεβρών και του σύµπαντος των πλαισίων. 
4 Στο πρώτο κεφάλαιο, που είναι και η εισαγωγή της εργασίας, θα εισαγάγουµε την έννοια της σχεσιακής δοµής, καθώς 
επίσης θα αναφερθούµε επιγραµµατικά σε βασικές έννοιες τόσο της τροπικής όσο και της αλγεβρικής λογικής. 
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απέδειξαν µέσω του θεωρήµατος αναπαράστασης, πώς αυτός ο καινούριος σχεσιακός κόσµος 
µπορούσε να σχετιστεί µε τον αλγεβρικό. Στην εργασία µας οι συγκεκριµένες αποδείξεις 
σκιαγραφούνται στο Θεώρηµα 2.3.8 και στο Θεώρηµα 3.3.4. Αλλά και στην ορολογία που 
χρησιµοποιούν στην εργασία τους, είναι εµφανές ότι κάτω από την επιφάνεια κρύβεται µια θεωρία 
δυϊκότητας που εκτείνει τα συµπεράσµατα του Stone και καλύπτει τελεστές που εµφανίζονται σε 
άλγεβρες Boole. 

Μετά την έκδοση της εργασίας των Jónsson –Tarski, για αρκετά χρόνια η έρευνα πάνω στην 
τροπική λογική και στη θεωρία των αλγεβρών Boole µε τελεστές, κινήθηκε σχεδόν παράλληλα. Οι 
αλγεβριστές από την άλλη, σαφώς και δεν αγνόησαν την εργασία των Jónsson –Tarski, από τη 
στιγµή µάλιστα που αυτή ήταν χρήσιµη για µια σειρά από εργασίες στις σχεσιακές άλγεβρες. 
Ιδιαίτερη προσοχή δόθηκε στο να βρεθεί ένα ανάλογο αποτέλεσµα µε αυτό του Stone, αλλά για τις 
άλγεβρες Boole τώρα, δηλαδή να βρεθεί ένας κοµψός χαρακτηρισµός των αναπαραστάσιµων 
σχεσιακών αλγεβρών. 

Ο Tarski και οι µαθητές του ανέπτυξαν και άλλους κλάδους της αλγεβρικής λογικής, όπως τη 
θεωρία των κυλινδρικών αλγεβρών (Henkin, Monk και Tarski [10]). Οι κυλινδρικές άλγεβρες, είναι 
άλγεβρες Boole µε τελεστές που µελετούνταν ως αλγεβρικά αντίστοιχα της πρωτοβάθµιας λογικής. 

Στην τροπική όµως λογική, οι αλγεβρικές µέθοδοι ήταν πολύ διαφορετικές. Με την ανάπτυξη 
της σχεσιακής σηµασιολογίας για την τροπική λογική στη δεκαετία του 1960, φαινόταν ότι αυτές θα 
εξαφανίζονταν. Τα µοντελοθεωρητικά εργαλεία ήταν πολύ πιο εύχρηστα, και κανένας δεν είχε 
κοιτάξει το έργο των Jónsson και Tarski και τις σηµαντικές εφαρµογές που αυτό έβρισκε στην 
τροπική λογική. Όταν όµως από το 1972 άρχισαν να εµφανίζονται τα πλαισιοθεωρητικά 
αποτελέσµατα µη-πληρότητας, που έδειχναν ότι δεν µπορούν όλες οι κανονικές τροπικές λογικές 
(Ορισµός 1.1.20)να χαρακτηριστούν µε όρους πλαισίων, τότε πολλοί λογικοί άρχισαν να 
ξανασκέφτονται την χρησιµότητα των αλγεβρικών µεθόδων5. 

Η επόµενη σηµαντική δουλειά στην περιοχή έγινε από τον Thomason και τον Goldblatt. O 
Thomason [23] αποδεικνύει τα πρώτα θεωρήµατα µη-πληρότητας, χρησιµοποιεί άλγεβρες Boole µε 
τελεστές, και εισάγει τα γενικά πλαίσια6. Αποδεικνύει ότι τα γενικά πλαίσια µπορούν να θεωρηθούν 
ως απλές συνολοθεωρητικές αναπαραστάσεις των ΒΑΤ, και δείχνει τη σχέση µεταξύ γενικών 
πλαισίων και µοντέλων Henkin για τη δευτεροβάθµια λογική. Ο Goldblatt από την άλλη απέδειξε τη 
δυϊκότητα που υπάρχει µεταξύ των διάφορων κατηγοριών των τροπικών λογικών µε αντίστοιχους 
οµοµορφισµούς (Ορισµός 1.1.16 στην εργασία), καθώς και των περιγραφικών γενικών πλαισίων 
(Ορισµος 3.2.4) µε αντίστοιχους φραγµένους µορφισµούς (Ορισµός 1.1.18) [6]. Κατόρθωσε 
µάλιστα να γενικεύσει τη δυϊκότητα αυτή σε τυχαίους τύπους οµοιότητας. Από τη δεκαετία του 
εβδοµήντα,  που εισήχθησαν τα γενικά πλαίσια, τα οποία δεν είναι τίποτε άλλο από ένας 
συνδυασµός αλγεβρικής και σχεσιακής σηµασιολογίας, οι εφαρµογές τους στην τροπική λογική είναι 
σηµαντικές. Η δουλειά του Kracht [14] και του Zakharyaschev είναι αυτές που ξεχωρίζουν. 

Η πρώτη απόδειξη για την κανονικότητα των Sahlqvist τύπων, για τη βασική τροπική γλώσσα, 
δόθηκε από τον Sahlqvist [20], αν και διάφορες µικρότερες κλάσεις Sahlqvist αξιωµάτων είχαν 
αποδειχτεί κανονικές. Σηµαντική και εδώ είναι η δουλειά των Jónsson και Tarski. Η αρχική 
απόδειξη του Sahlqvist δεν είναι αλγεβρική και είναι πολύ διαφορετική από την απόδειξη της 
εργασίας (θεώρηµα 3.3.3), που βασίζεται σε αυτήν που δίνουν οι Sambin και Vaccaro [21].  

Τα περισσότερα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στα υποκεφάλαια 3.1 και 3.2, βρίσκονται 
στο Goldblatt [6]. Η απόδειξη του Goldblatt- Thomason θεωρήµατος (θεώρηµα 3.1.9) είναι η 
αρχική απόδειξη του θεωρήµατος και υπάρχει στο [9]. Η απόδειξη του θεωρήµατος 3.1.10 είναι µια 
                                                 
5 Όπως θα δούµε, εκτός από το ότι η «αλγεβροποίηση» της τροπικής λογικής µας προσφέρει πολύ ισχυρές τεχνικές για 
να επιλύουµε προβλήµατα της τροπικής λογικής, αποδεικνύεται ότι τελικά συµπεριφέρεται καλύτερα από την πλαισιο-
θεωρητική σηµασιολογία. Θα αποδείξουµε ένα αλγεβρικό συµπέρασµα πληρότητας για κάθε κανονική τροπική λογική. 
Αντίστοιχο συµπέρασµα για τα πλαίσια δεν ισχύει. 
6 Η δεύτερη εφαρµογή που θα παρουσιάσουµε σχετίζεται µε τα γενικά πλαίσια, που δεν είναι τίποτε άλλο από τη 
συνολοθεωρητική αναπαράσταση των ΒΑΤ. Εξετάζουµε τις ιδιότητές τους και τα χρησιµοποιούµε για να αποδείξουµε 
το Θεώρηµα Πληρότητας του Sahlqvist, ως µια τρίτη εφαρµογή.  
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γενίκευση του Goldblatt [8]. Τα ανοιχτά προβλήµατα 1 και 2, έχουν πρωτοεµφανιστεί στο Fine [5]. 
Η ορολογία που χρησιµοποιείται στην εργασία οφείλεται στους Thomason [23], Goldblatt [6] και 
Fine [4]. H γενίκευση της κανονικότητας στην έννοια της persistence (Ορισµός 3.3.1), προέρχεται 
από τον Goldblatt [7], ενώ η απόδειξη ενός αντίστοιχου µε το δικό µας θεώρηµα 3.3.4 βρίσκεται 
στο Lachlan [15]. 

Η εργασία αυτή είναι βασισµένη στο βιβλίο: Patrick Blackburn, Maarten de Rijke και Yde 
Venema. Modal Logic. Cambridge University Press, 2001, και ιδίως στο πέµπτο κεφάλαιο του 
βιβλίου που έχει τίτλο Algebras and General Frames.  
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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στην τροπική και στην αλγεβρική λογική 
 

1.1. Τροπική λογική 
 
Η γλώσσα της προτασιακής τροπικής λογικής δεν είναι τίποτε άλλο από µια προτασιακή 

γλώσσα, στην οποία έχουν προστεθεί κάποιοι προτασιακοί τελεστές, τους οποίους καλούµε 
τροπικότητες (modalities) ή τροπικούς τελεστές (modal operators). Ανάλογα της σηµασιολογίας που 
εµείς προσάπτουµε στους τροπικούς τελεστές της γλώσσας µας, υπάρχουν πολλές και διαφορετικές 
τροπικές γλώσσες, κάθε µια από τις οποίες είναι προσαρµοσµένη στο να αναλύσει κάποια δοµή από 
πληροφορίες. Παρά τη συντακτική της απλότητα, η γλώσσα αυτή µπορεί να περιγράψει αλλά και να 
χρησιµοποιήσει σχεσιακές δοµές (relational structures). Μια σχεσιακή δοµή είναι ένα µη-κενό 
σύνολο στο οποίο κάποιες σχέσεις έχουν οριστεί. Πιο αναλυτικά:  

 
Ορισµός 1.1.1. Σχεσιακή δοµή. Μια σχεσιακή δοµή είναι µια n-άδα ℱ, της οποίας το πρώτο 

στοιχείο είναι ένα µη κενό σύνολο W, το οποίο καλείται σύµπαν (universe) ή πεδίο ορισµού 
(domain) της ℱ, ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία είναι σχέσεις στο W. Υποθέτουµε ότι κάθε σχεσιακή 
δοµή περιέχει τουλάχιστον µια σχέση. Τα στοιχεία του W έχουν διάφορες ονοµασίες όπως σηµεία, 
καταστάσεις, κόµβοι, κόσµοι, χρόνοι, στιγµιότυπα και περιπτώσεις. ▫ 

 
Οι σχεσιακές δοµές χρησιµοποιούνται συνεχώς στα µαθηµατικά, την πληροφορική, την 

τεχνητή νοηµοσύνη και τη γλωσσολογία, ενώ χρησιµοποιούνται και για να ερµηνεύουµε 
πρωτοβάθµιες γλώσσες. Συνήθως θα ενδιαφερόµαστε για σχεσιακές δοµές που έχουν κάποιες 
συγκεκριµένες ιδιότητες. Πέρα από τις όποιες ιδιότητες των σχεσιακών αλγεβρών, η τροπική 
γλώσσα µπορεί να φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη, αφού οι τροπικοί τελεστές είναι ουσιαστικά ένας απλός 
τρόπος να προσπελάσουµε τις πληροφορίες που περιέχονται σε κάποια σχεσιακή δοµή. 

Ας κάνουµε µια πρώτη επαφή µε την τροπική γλώσσα που θα χρησιµοποιούµε. Πρωτα θα 
ορίσουµε τη βασική τροπική γλώσσα (basic modal language).  

 
Ορισµός 1.1.2. Βασική τροπική γλώσσα. Η βασική τροπική γλώσσα ορίζεται χρησιµοποι-

ώντας ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητών (ή προτασιακών συµβόλων ή προτασιακών γραµµάτων) 
Φ, του οποίου τα στοιχεία συνήθως συµβολίζονται p, q, r ,… και ένα µονοµελή τροπικό τελεστή ◇ 
(«το διαµάντι»). Οι καλά ορισµένοι τύποι φ της βασικής τροπικής γλώσσας δίνονται από τον εξής 
κανόνα: 

 
Φ ::=  p | ⊥ | ¬φ | ψ ∨ φ | ◇φ, 

 
όπου το p είναι κάποιο στοιχείο του Φ. Εποµένως ένας τύπος µπορεί να είναι είτε µια προτασιακή 
µεταβλητή, είτε η προτασιακή σταθερά του λάθους («ο πάτος»), είτε ένας τύπος µε άρνηση µπροστά, 
είτε µια σύζευξη τύπων, είτε τέλος, ένας τύπος µε τον τροπικό τελεστή του διαµαντιού µπροστά. 

Όπως ακριβώς οι πρωτοβάθµιοι τελεστές, ο υπαρξιακός και ο καθολικός, είναι δυϊκοί, δηλαδή 
ισχύει ∀x α ↔ ¬∃x ¬α, έτσι και εδώ έχουµε το δυϊκό τελεστή □ («το κουτί») για το διαµάντι, που 
ορίζεται ως εξής:  □φ  :=  ¬◇¬φ.  

Θα χρησιµοποιούµε επίσης και τις συνήθεις συντοµεύσεις για τη σύζευξη, τη συνεπαγωγή, τη 
διπλή συνεπαγωγή και τη σταθερά της αλήθειας («το ταβάνι»):  φ ∧ ψ := ¬(¬φ ∨ ¬ψ), φ → ψ := ¬φ 
∨ ψ, φ ↔ ψ := (φ → ψ) ∧ (ψ → φ) και ⊤ := ¬⊥. ▫   
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Οι διάφορες ερµηνείες που µπορούµε να δώσουµε στο διαµάντι και στο κουτί αντίστοιχα, µας 
οδηγούν και σε διαφορετικές τροπικές λογικές. Αν για παράδειγµα ερµηνεύσουµε το ◇φ ως: «είναι 
δυνατός ο φ», τότε ο □φ σηµαίνει: «δεν είναι δυνατός ο όχι φ», δηλαδή «είναι αναγκαίος ο φ». 
Άλλες πιθανές ερµηνείες είναι ο □φ να σηµαίνει: «αποδεικνύεται ότι ισχύει ο φ» ή «σε όλες τις 
µελλοντικές στιγµές ισχύει ο φ» ή «είναι γνωστό ότι ισχύει ο φ» ή «είναι αναγκαίο να ισχύει ο φ», 
καθως και πολλές άλλες ερµηνείες. 

Μπορούµε όµως να γενικεύσουµε την βασική τροπική γλώσσα χρησιµοποιώντας δύο 
προφανείς τρόπους. Από τη µια δε χρειάζεται να περιορίζουµε την γλώσσα µας µε µόνο ένα 
διαµάντι, ενώ από την άλλη δεν είµαστε και αναγκασµένοι να περιοριζόµαστε και σε τροπικότητες 
που έχουν µόνο ένα όρισµα. Η γενική τροπική γλώσσα που θα ορίσουµε τώρα ως τροπική γλώσσα 
(συµβολικά Τ ΓΛ), περιέχει πολλές τροπικότητες, ενώ κάθε µία δέχεται τυχαίο αριθµό ορισµάτων. 
Για τον τυχαίο αριθµό ορισµάτων, που µπορεί να δεχτεί κάθε τροπικός τελεστής, θα χρειαστούµε τον 
ακόλουθο ορισµό: 

 
Ορισµός 1.1.3. Τροπικός τύπος οµοιότητας. Ένας τροπικός τύπος οµοιότητας είναι ένα 

ζεύγος τ = (Ο, ρ), όπου Ο είναι ένα µη-κενό σύνολο, και ρ είναι µια συνάρτηση Ο → ℕ. Τα 
στοιχεία του Ο καλούνται τροπικοί τελεστές, ενώ χρησιµοποιούµε τα △ («το τρίγωνο»), △0, △1, ..., 
για να δηλώσουµε τα στοιχεία του Ο. Η συνάρτηση ρ αναθέτει σε κάθε τελεστή △∈ Ο, ένα φυσικό 
αριθµό (arity), που συµβολίζει το πλήθος των ορισµάτων που µπορεί να δεχτεί ο κάθε △. 

Σε αντιστοιχία µε τον προηγούµενο ορισµό, αναφερόµαστε συχνά στα µονοµελή τρίγωνα ως 
διαµάντια, και τα συµβολίζουµε µε ◇α ή <α>, όπου το α προέρχεται από κάποιο σύνολο δεικτών. 
Συνήθως θα υποθέτουµε ότι το πλήθος ορισµάτων των τελεστών είναι δοσµένο και δεν θα 
διακρίνουµε τα τ και Ο. ▫ 

 
Ο ορισµός της τροπικής γλώσσας έχει ως εξής: 
 
Ορισµός 1.1.4. Τροπική γλώσσα. Μια τροπική γλώσσα T ΓΛ(τ, Φ), κατασκευάζεται χρησιµο-

ποιώντας έναν τροπικό τύπο οµοιότητας τ = (Ο, ρ) και ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητών Φ. Το 
σύνολο Τύπος(τ, Φ) των τροπικών τύπων πάνω στα τ και Φ δίνεται από τον εξής κανόνα: 

 
φ ::=  p | ⊥ | ¬φ | φ1 ∨ φ2 | △(φ1, ..., φρ(△)), 

 
όπου το p ∈ Φ. ▫ 

 
Για κάθε τροπικό τελεστή △, ορίζουµε το δυϊκό του, (συµβολικά ▽) ως εξής:  
 
Ορισµός 1.1.5. ∆υϊκός τελεστής.  Ορίζουµε το δυϊκό τελεστή (dual operator) κάθε τριγώνου, 

που έχει µη-κενό πλήθος ορισµάτων. Για κάθε △∈ Ο, το δυϊκό ▽, του △ ορίζεται ως ▽(φ1, ..., φn) 
:= ¬△(¬φ1, ..., ¬φn). To δυϊκό ενός τριγώνου µε πλήθος ορισµάτων τουλάχιστον 2, καλείται νάµπλα 
(nabla). Όπως και στην βασική τροπική γλώσσα, το δυϊκό ενός διαµαντιού καλείται κουτί, και 
συµβολίζεται □α ή [α]. ▫ 

   
Μετά την εισαγωγή της, τώρα θα ερµηνεύσουµε την τροπική γλώσσα µέσα σε σχεσιακές 

δοµές. Ουσιαστικά θα µιλήσουµε για µοντέλα και για πλαίσια. Τα µοντέλα είναι σηµαντικά γιατί σε 
αυτά θα οριστεί η θεµελιώδης έννοια της ικανοποιησιµότητας (satisfaction), δηλαδή της αλήθειας, 
ενώ τα πλαίσια είναι εξίσου σηµαντικά γιατί αυτά υποστηρίζουν την έννοια της εγκυρότητας 
(validity). 
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Ορισµός 1.1.6. Πλαίσια και µοντέλα. Ένα πλαίσιο (frame) για την βασική τροπική γλώσσα 

είναι ένα ζεύγος ℱ = (W, R) τέτοιο που  
 
(i) το W είναι ένα µη-κενό σύνολο και  
 
(ii) η R είναι µια διµελής σχέση στο W. 
 
Εποµένως, ένα πλαίσιο για τη βασική τροπική γλώσσα είναι απλά µια σχεσιακή δοµή µε µια 

απλή διµελή σχέση. 
Ένα µοντέλο (model) της βασικής τροπικής γλώσσας είναι ένα ζεύγος ℳ = (ℱ, V), όπου ℱ 

είναι ένα πλαίσιο για τη βασική τροπική γλώσσα, και V είναι µια συνάρτηση, που αναθέτει σε κάθε 
µεταβλητή p ∈ W ένα υποσύνολο V(p) του W. Τυπικά, η V είναι µια συνάρτηση: Φ → P(W), όπου 
P(W) συµβολίζει το δυναµοσύνολο του W. ∆ιαισθητικά σκεφτόµαστε το V(p) ως το σύνολο των 
σηµείων του µοντέλου όπου το p είναι αληθές. Η συνάρτηση V καλείται αποτίµηση (valuation). Για 
ένα µοντέλο ℳ = (ℱ, V), λέµε ότι το ℳ είναι βασισµένο πάνω στο πλαίσιο ℱ, ή ότι το ℱ είναι το 
υποβόσκον πλαίσιο (underlying frame) του ℳ. ▫ 

 
Η ερµηνεία της βασικής τροπικής γλώσσας µέσα στα µοντέλα θα δίνεται από τον ακόλουθο 

ορισµό της έννοιας της ικανοποιησιµότητας, µιας έννοιας που όπως θα δούµε είναι τόσο καθολική 
όσο και τοπική. 

 
Ορισµός 1.1.7. Ικανοποιησιµότητα µοντέλων. Έστω w µια κατάσταση στο µοντέλο ℳ = (W, 

R, V). Ορίζουµε αναδροµικά την έννοια του πότε ένας τύπος φ ικανοποιείται (satisfied) στο ℳ σε 
µια κατάσταση w, ως εξής: 

 
ℳ, w ⊩ p            ανν      w ∈ V(p), όπου p ∈ Φ, 
ℳ, w ⊩ ⊥                      ποτέ, 
ℳ, w ⊩ ¬φ          ανν     δεν ισχύει ℳ, w ⊩ φ, 
ℳ, w ⊩ φ ∨ ψ    ανν      ℳ, w ⊩ φ ή  ℳ, w ⊩ ψ, 
ℳ, w ⊩ ◇φ        ανν      για κάποιο u ∈ W µε Rwu, έχουµε ℳ, u ⊩ φ. (1.1.7) 
 

Από τον παραπάνω ορισµό έπεται ότι ℳ, w ⊩ □φ  αν και µόνον αν  για κάθε u ∈ W τέτοιο που 
Rwu, έχουµε ℳ, u ⊩ φ. Θα λέµε ότι ένα σύνολο τύπων Σ είναι αληθές σε µια κατάσταση w ενός 
µοντέλου ℳ, (συµβολικά  ℳ, w ⊩ Σ), αν κάθε µέλος του Σ είναι αληθές στην w.  

Θα λέµε ότι ένας τύπος φ είναι παγκόσµια ή καθολικά (globally, universally) αληθής σε ένα 
µοντέλο ℳ (συµβολικά ℳ ⊩φ), αν ικανοποιείται σε όλα τα σηµεία του ℳ ( δηλαδή, αν ℳ, w ⊩ φ, 
για κάθε w ∈ W). Ένας τύπος φ είναι ικανοποιήσιµος (satisfiable) σε ένα µοντέλο ℳ αν υπάρχει 
κάποια κατάσταση στο ℳ στην όποια ο φ γίνεται αληθής. Ένας τύπος είναι µη-ικανοποιήσιµος 
(falsifiable, refutable) σε ένα µοντέλο, αν η άρνησή του είναι ικανοποιήσιµη. 

Ένα σύνολο τύπων Σ είναι καθολικά αληθές (ικανοποιήσιµο αντίστοιχα) σε ένα µοντέλο ℳ αν 
ℳ, w ⊩ Σ για όλες τις καταστάσεις w στο ℳ (για κάποια κατάσταση w στο ℳ, αντίστοιχα). ▫ 

 
Τώρα θα ορίσουµε τα πλαίσια, τα µοντέλα και την ικανοποιησιµότητα για κάποια τροπική 

γλώσσα µε τυχαίο τύπο οµοιότητας. 
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Ορισµός 1.1.8. τ-πλαίσια και µοντέλα. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας. Ένα τ-πλαίσιο (τ-

frame), είναι µια n-άδα ℱ που αποτελείται από 
 
(i) ένα µη-κενό σύνολο W, 
 
(ii) για κάθε n ≥ 0, και κάθε n-µελή τροπικό τελεστή △ του τύπου οµοιότητας τ, µια (n + 1)-

µελή σχέση R△. 
 
Τα πλαίσια εποµένως είναι σχεσιακές δοµές. Αν ο τ περιέχει µόνο ένα πεπερασµένο αριθµό 

τροπικών τελεστών △1, ..., △n, θα γράφουµε ℱ = (W, R△1, …, R△n), αλλιώς θα γράφουµε ℱ = (W, 
R△)△∈τ  ή  ℱ = (W, { R△ | △ ∈ τ }). Μπορούµε να µετατρέψουµε αυτό το πλαίσιο σε µοντέλο, όπως 
ακριβώς κάναµε και στη βασική τροπική γλώσσα. ∆ηλαδή, ένα τ-µοντέλο είναι ένα ζεύγος ℳ = (ℱ, 
V), όπου ℱ είναι ένα τ-πλαίσιο, και V µια αποτίµηση µε πεδίο ορισµού το Φ και πεδίο τιµών το 
P(W), όπου W το σύµπαν του ℱ. 

Η έννοια της ικανοποιησιµότητας, δηλαδή του πότε ένας τύπος φ ικανοποιείται σε µια 
κατάσταση w στο µοντέλο ℳ = (W, {R△ | △ ∈ τ}, V ) (συµβολικά ℳ, w⊩ φ), ορίζεται αναδροµικά. 
Ο ορισµός για τους ατοµικούς τύπους και τους προτασιακούς συνδέσµους, είναι ίδιος µε τον ορισµό 
της βασικής τροπικής γλώσσας (Ορισµός 1.1.7). Για τον τροπικό τύπο, όταν ρ(△)>0, έχουµε: 

 
                 ℳ, w ⊩ △(φ1,...,φn)    ανν   

       για κάποιο u1, …, un ∈ W  µε R△wu1 … un έχουµε ότι, για καθε i,  ℳ, ui ⊩ φi. 
 
Εδώ δεν έχουµε τίποτε άλλο από µια προφανή γενίκευση του τρόπου που µεταχειριζόµαστε 

τον τελεστή ◇ στη βασική τροπική γλώσσα. Από την άλλη όταν ρ(△) = 0, δηλαδή όταν ο △ είναι 
ένας κενός τροπικός τελεστής, τότε η R△ είναι µια µονοµελής σχέση και ορίζεται ως  

 
ℳ, w ⊩△   ανν  w ∈ R△. 

 
Σε αντίθεση εποµένως µε άλλες τροπικότητες, οι κενές τροπικότητες δεν έχουν πρόσβαση σε 

άλλες καταστάσεις. Ουσιαστικά η σηµασιολογία τους είναι ταυτόσιµη µε αυτή των προτασιακών 
µεταβλητών. Επιπλέον οι µονοµελείς σχέσεις που χρησιµοποιούνται για να τις παρουσιάσουµε, δεν 
δίνονται από την τυχούσα αποτίµηση, αλλά είναι ουσιαστικά µέρος του υπάρχοντος πλαισίου. 

Η έννοια της παγκόσµιας ή καθολικής αλήθειας σε ένα µοντέλο ορίζεται όπως και στη βασική 
τροπική γλώσσα, απλά είναι η αλήθεια σε όλες τις καταστάσεις µέσα στο µοντέλο. ▫ 

 
Ως τώρα έχουµε χρησιµοποιήσει την τροπική λογική ως ένα εργαλείο για να µιλήσουµε για 

µοντέλα, τα οποία δεν είναι τίποτε άλλο από πλαίσια στα οποία έχουµε προσδώσει κάποια 
αποτίµηση (valuation). Συχνά όµως θέλουµε να αγνοήσουµε την όποια αποτίµηση, και να 
επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας σε αυτό καθεαυτό το πλαίσιο. Η έννοια της εγκυρότητας είναι 
αυτή που µας επιτρέπει κάτι τέτοιο.  Ένας τύπος είναι έγκυρος σε ένα πλαίσιο, αν είναι αληθής σε 
κάθε κατάσταση κάθε µοντέλου που µπορεί να κατασκευαστεί βάσει αυτού του πλαισίου. Πιο 
αναλυτικά:   

  
Ορισµός 1.1.9. Εγκυρότητα πλαισίων. Ένας τύπος φ είναι έγκυρος σε µια κατάσταση w σε 

ένα πλαίσιο ℱ (συµβολικά θα γράφουµε:ℱ, w ⊩ φ) αν ο φ είναι αληθής στην w σε κάθε µοντέλο 
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(ℱ, V) που βασίζεται στο ℱ. Ο φ είναι έγκυρος σε ένα πλαίσιο ℱ (συµβολικά: ℱ ⊩ φ), αν είναι 
έγκυρος σε κάθε κατάσταση στο ℱ. Ένας  τύπος φ είναι έγκυρος σε µια κλάση πλαισίων F 
(συµβολικά: F ⊩ φ ), αν είναι έγκυρος σε κάθε πλαίσιο ℱ ∈ F. Ένας τύπος είναι έγκυρος 
(συµβολικά: ⊩ φ), αν είναι έγκυρος στην κλάση όλων των πλαισίων. Το σύνολο όλων των τύπων 
που είναι έγκυροι σε µια κλάση πλαισίων F, καλείται η λογική της F (ΛF).  ▫ 

 
Όταν µιλάµε για µοντέλα η κεντρική ιδέα είναι αυτή της ικανοποιησιµότητας, η οποία 

περιλαµβάνει ένα πλαίσιο και µια αποτίµηση. Αν προχωρήσουµε ένα επίπεδο πιο κάτω, σε αυτό των 
πλαισίων, µπορεί να έχουµε µια καλύτερη όψη της σχεσιακής δοµής µας, αλλά η έννοια της 
εγκυρότητας είναι γενικότερη από αυτή της ικανοποιησιµότητας, αφού ορίζεται σε σχέση µε το 
σύνολο των αποτιµήσεων που υπάρχουν στο πλαίσιο. Υπάρχει παρόλα αυτά ένα ενδιάµεσο επίπεδο, 
αυτό των γενικών πλαισίων. Ένα γενικό πλαίσιο (ℱ, Α) είναι ένα πλαίσιο ℱ µαζί µε µια 
περιορισµένη συλλογή Α από επιτρεπτές αποτιµήσεις (admissible valuations). 

H χρησιµότητα των γενικών πλαισίων είναι διπλή. Είναι σηµαντικό αρχικά ότι µέσω αυτών 
µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε πιο εύκολα µια εφαρµογή που να απαιτεί από εµάς να 
αποκλείσουµε συγκεκριµένες αποτιµήσεις. Αλλά πιο σηµαντικό είναι ότι υποστηρίζουν µια έννοια 
εγκυρότητας, που µαθηµατικά είναι απλούστερη από την εγκυρότητα στα απλά πλαίσια, ενώ οι 
πληροφορίες που χάνονται σε σχέση µε τα µοντέλα δεν είναι ιδιαίτερα πολλές. Αργότερα στην 
εργασία, όταν θα µιλήσουµε για την αλγεβρική πλευρά της θεωρίας πληρότητας, θα γίνει κατανοητό 
γιατί τα γενικά πλαίσια έχουν µια «απλούστερη συµπεριφορά». Ουσιαστικά θα αποδείξουµε ένα 
θεµελιώδες αποτέλεσµα πληρότητας για την εγκυρότητα στα γενικά πλαίσια, το οποίο δεν υπάρχει 
στα απλά πλαίσια. 

Αλλά τί ακριβώς σηµαίνει µια συλλογή από επιτρεπτές αποτιµήσεις. Σηµαίνει µια συλλογή από 
αποτιµήσεις που είναι κλειστή για τους συνολοθεωρητικούς τελεστές που αντιστοιχούν στους δικούς 
µας συνδέσµους και τροπικούς τελεστές. Οι σύνδεσµοι προφανώς αντιστοιχούν στην ένωση, το 
συµπλήρωµα και τους υπόλοιπους αντίστοιχους τελεστές, αλλά για τους τροπικούς τελεστές 
χρειαζόµαστε να ορίσουµε ένα καινούριο τελεστή. 

Ας δουλέψουµε στη βασική τροπική γλώσσα, όπου έχουµε ένα διαµάντι. Έστω ένα πλαίσιο ℱ 
= (W, R), και έστω mR o ακόλουθος τελεστής στο δυναµοσύνολο του W: 

 
mR(X) = {w ∈ W | Rwx για κάποιο x ∈ X}. 

 
Πρέπει να σκεφτόµαστε το mR(X) ως το σύνολο των καταστάσεων που «βλέπουν» µια 

κατάσταση στο Χ. Αυτός ο τελεστής αντιστοιχεί στο διαµάντι αφού για κάθε αποτίµηση V και κάθε 
τύπο φ έχουµε V(◇φ) = mR(V(φ)). Αµέσως µετά ακολουθεί ο τυπικός ορισµός του καινούριου µας 
τελεστή ενώ στη συνέχεια έχουµε τη γενική περίπτωση και τον ορισµό των γενικών πλαισίων: 

  
Ορισµός 1.1.10. Τελεστής mR. Έστω µια (n + 1)-µελής σχέση R στο σύνολο W. Ορίζουµε 

τον ακόλουθο n-µελή τελεστή στο δυναµοσύνολο P(W) του W: 
mR(X1, …, Xn) = { w ∈ W | Rww1… wn  για κάποιο w1 ∈ X1, …, wn ∈ Xn}. ▫ 
 
Ο ορισµός των γενικών πλαισίων είναι ο εξής: 
 
Ορισµός 1.1.11. Γενικά Πλαίσια. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας. Ένα γενικό τ-πλαίσιο 

είναι ένα ζεύγος (ℱ, Α), όπου  ℱ = (W, R△)△∈τ είναι ένα τ-πλαίσιο, και Α είναι µια µη-κενή συλλογή 
από επιτρεπτά υποσύνολα του W που είναι κλειστή για τους ακόλουθους τελεστές: 

 
(i) ένωση: αν Χ, Υ  ∈ Α, τότε Χ ∪ Υ ∈ Α. 
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(ii) συµπλήρωµα: αν Χ ∈ Α, τότε W ∖ X∈ A. 
 
(iii) τροπικός τελεστής: αν Χ1, ..., Χn ∈ A, τότε  mR△(X1, …, Xn) ∈ A για κάθε △∈τ. 
 
Ένα µοντέλο βασισµένο σε ένα γενικό πλαίσιο είναι µια τριάδα (ℱ, Α, V), όπου το (ℱ, Α) είναι 

ένα γενικό πλαίσιο και V είναι µια αποτίµηση που ικανοποιεί τον περιορισµό ότι για κάθε προτασι-
ακή µεταβλητή p, το V(p) είναι στοιχείο του A. Αποτιµήσεις που ικανοποιούν αυτόν τον περιορισµό 
καλούνται επιτρεπτές για το (ℱ, Α). ▫ 

 
Έπεται άµεσα από τον ορισµό ότι τόσο το κενό σύνολο όσο και το ίδιο το σύµπαν ενός 

γενικού πλαισίου είναι πάντα επιτρεπτά σύνολα. Ας παρατηρήσουµε ότι ένα απλό πλαίσιο ℱ = (W, 
R△)△∈τ µπορεί να θεωρηθεί ως ένα γενικό πλαίσιο όπου Α = P(W), δηλαδή ένα γενικό πλαίσιο στο 
οποίο όλες οι αποτιµήσεις είναι επιτρεπτές. Επίσης, αν µια αποτίµηση V είναι επιτρεπτή για ένα 
γενικό πλαίσιο (ℱ, Α), τότε οι συνθήκες κλειστότητας του παραπάνω ορισµού, µας εξασφαλίζουν 
ότι V(φ) ∈ Α, για όλους τους τύπους φ. Ουσιαστικά ένα σύνολο επιτρεπτών αποτιµήσεων Α, είναι 
µια «λογικά κλειστή» συλλογή από αναθέσεις πληροφοριών. Ακολουθεί ο ορισµός της εγκυρότητας 
σε ένα γενικό πλαίσιο: 

 
Ορισµός 1.1.12. Εγκυρότητα σε γενικά πλαίσια. Ένας τύπος φ είναι έγκυρος σε µια κατά-

σταση w σε ένα γενικό πλαίσιο (ℱ, Α) (συµβολικά: (ℱ, A), w ⊩ φ) αν ο φ είναι αληθής στην w σε 
κάθε επιτρεπτό µοντέλο (ℱ, Α, V) στο (ℱ, Α). Ο τύπος φ είναι έγκυρος σε ένα γενικό πλαίσιο  (ℱ, Α)  
(συµβολικά : (ℱ, A ⊩ φ), αν ο φ είναι αληθής σε κάθε κατάσταση όλων των  επιτρεπτών µοντέλων  
(ℱ, Α, V) στο (ℱ, Α). 

Ένας τύπος φ είναι έγκυρος σε µια κλάση γενικών πλαισίων G (συµβολικά: G ⊩ φ) αν είναι 
έγκυρος σε κάθε γενικό πλαίσιο  (ℱ, Α) στην G. Τελειώνοντας, αν ο φ είναι έγκυρος στην κλάση 
όλων των γενικών πλαισίων θα λέµε ότι είναι γ-έγκυρος και θα γράφουµε ⊩γ φ. ▫ 

 
Επειδή θα χρειαστεί να κατασκευάσουµε καινούρια µοντέλα από ήδη υπάρχοντα µοντέλα, θα 

ορίσουµε τους τρεις κλασικούς τρόπους που θα πραγµατοποιείται αυτή η κατασκευή. Αυτοί είναι οι 
ξένες ενώσεις, τα παραγόµενα υποµοντέλα και οι φραγµένοι µορφισµοί. Εδώ θα µιλήσουµε και για 
ισοµορφισµούς και εµφυτεύσεις. 

Πρώτα θα ορίσουµε πότε δύο δοµές ή δύο σηµεία σε διαφορετικές δοµές ικανοποιούν τους 
ίδιους ακριβώς προτασιακούς τύπους. 

 
Ορισµός 1.1.13. Τροπική ισοδυναµία µοντέλων. Έστω ℳ και ℳ’ µοντέλα του ίδιου 

τροπικού τύπου οµοιότητας τ, και έστω w και w’ καταστάσεις στα ℳ και ℳ’ αντίστοιχα. Η τ-θεωρία 
(ή τ-τύπος) της w είναι το σύνολο όλων των τ-τύπων που ικανοποιούνται στην w, δηλαδή το {φ | ℳ, 
w ⊩ φ}. Λέµε ότι οι w, w’ είναι τροπικά ισοδύναµες (συµβολικά: w ↭ w’) αν έχουν τις ίδιες τ-
θεωρίες. 

Η τ-θεωρία του µοντέλου ℳ είναι το σύνολο όλων των τ-τύπων που ικανοποιούνται από όλες 
τις καταστάσεις στο ℳ, δηλαδή το {φ | ℳ⊩φ}. Τα µοντέλα ℳ και ℳ’ καλούνται τροπικά ισοδύνα-
µα (συµβολικά: ℳ↭ℳ’) αν οι θεωρίες τους ταυτίζονται.▫ 
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Τώρα θα ορίσουµε τους τρείς τρόπους που υποσχεθήκαµε. Πρώτα τις ξένες ενώσεις: 
 
Ορισµός 1.1.14. Ξένες ενώσεις. Πρώτα θα ορίσουµε τις ξένες ενώσεις (disjoint unions) για 

τη βασική τροπική γλώσσα. Θα λέµε ότι δύο µοντέλα είναι ξένα (disjoint) αν τα πεδία ορισµού τους 
δεν περιέχουν κοινά στοιχεία. Για ξένα µοντέλα ℳi = (Wi, Ri, Vi) (i ∈ I), η ξένη ένωσή τους είναι η 

δοµή ⊎i ℳi = (W, R, V), όπου W είναι η ένωση των συνόλων Wi, R είναι η ένωση των σχέσεων Ri, 

και για κάθε προτασιακή µεταβλητή p, ισχύει V(p) = ∪i∈I Vi(p). 

Για τη γενική περίπτωση έχουµε τα εξής. Για ξένες τ-δοµές ℳi = (Wi, R△i, Vi)△∈τ (i ∈ I) του 

ίδιου τροπικού τύπου οµοιότητας τ, η ξένη ένωσή τους είναι η δοµή ⊎i ℳi = (W, R△, V)△∈τ, όπου W 

είναι η ένωση των συνόλων Wi, για κάθε △∈τ, R△ είναι η ένωση ∪i∈I R△i, ενώ η V ορίζεται όπως 
στη βασική τροπική γλώσσα. 

Αν θέλουµε να ενώσουµε µια συλλογή από µοντέλα τα οποία δεν είναι ξένα, πρώτα θα τα 
µετατρέψουµε σε ξένα, τοποθετώντας για παράδειγµα κάποιους δείκτες στα πεδία ορισµού τους. ▫ 

 
Ακολουθεί ο ορισµός των παραγόµενων υποµοντέλων: 
 
Ορισµός 1.1.15. Παραγόµενα υποµοντέλα. Πρώτα θα ορίσουµε τα παραγόµενα υποµοντέλα 

(generated submodels) για τη βασική τροπική γλώσσα. Έστω ℳ = (W, R, V) και ℳ’ = (W ’,R ’, V ’) 
δύο µοντέλα. Θα λέµε ότι το ℳ’ είναι υποµοντέλο του ℳ αν W ’ ⊆ W, R’ είναι ο περιορισµός της R 
στο W ’ (δηλαδή R’ = R ∩ (W ’×W ’)) και η V είναι ο περιορισµός της V ’ στο ℳ’ (δηλαδή για κάθε 
p, V’(p) = V(p)∩W’). Θα λέµε ότι το ℳ’ είναι ένα παραγόµενο υποµοντέλο του ℳ (συµβολικά: 
ℳ’↣ℳ), αν το ℳ’ είναι ένα υποµοντέλο του ℳ και για κάθε κατάσταση w ισχύει η ακόλουθη 
συνθήκη κλειστότητας: 

 
αν το w∈W’ και Rwv, τότε v∈W’. 

 
Για τη γενική περίπτωση, θα λέµε ότι ένα µοντέλο ℳ’ = (W ’,R△ ’, V ’)△∈τ είναι ένα 

παραγόµενο υποµοντέλο του µοντέλου ℳ = (W, R△, V)△∈τ (συµβολικά ℳ’↣ℳ), όποτε το ℳ’ είναι 
ένα υποµοντέλο του ℳ (και σέβεται τη σχέση R△ για όλους τους △∈τ), και η ακόλουθη συνθήκη 
κλειστότητας ισχύει για όλους τους △∈τ: 

 
Αν u ∈ W’ και R△uu1 … un, τότε u1, …, un ∈ W’. 

 
Έστω ℳ ένα µοντέλο, και Χ ένα υποσύνολο του πεδίου τιµών του ℳ. Το παραγόµενο 

υποµοντέλο από το Χ είναι το µικρότερο παραγόµενο υποµοντέλο του ℳ, το οποίο περιέχει το Χ στο 
πεδίο ορισµού του. ▫ 

 
Για να ορίσουµε τον τρίτο τρόπο παραγωγής νέων µοντέλων θα χρειαστεί να ορίσουµε τις 

έννοιες του οµοµορφισµού, του ισχυρού οµοµορφισµού, του ισοµορφισµού και της εµφύτευσης. Οι 
ορισµοί έχουν ως εξής: 
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Ορισµός 1.1.16. Οµοµορφισµοί. Έστω τ τροπικός  τύπος οµοιότητας, και ℳ, ℳ’ δύο τ-
µοντέλα. Ένας οµοµορφισµός (homomorphism) f από το ℳ στο ℳ’ (συµβολικά ℳ→ℳ’) είναι µια 
συνάρτηση από το W στο W ’ µε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

 
(i) Για κάθε προτασιακή µεταβλητή p και κάθε στοιχείο w από το ℳ, αν w ∈ V(p), τότε f(w) ∈ 

V ’(p). 
(ii) Για κάθε n≥0, κάθε n-µελή △∈ τ, και κάθε (n+1)-άδα w  από το ℳ, αν (w0, …, wn) ∈ R△ 

τότε (f(w0), …, f(wn)) ∈ R’△ (η οµοµορφική συνθήκη). 
 
To ℳ θα καλείται πηγή (source) και το ℳ’ στόχος (target) του οµοµορφισµού. ▫ 
 
Ορισµός 1.1.17. Ισχυροί οµοµορφισµοί, Εµφυτεύσεις και Ισοµορφισµοί. Έστω τ τροπικός  

τύπος οµοιότητας, και ℳ, ℳ’ δύο τ-µοντέλα. Ένας ισχυρός οµοµορφισµός (strong homomorphism) 
από το ℳ µέσα στο ℳ’, είναι ένας οµοµορφισµός  f: ℳ→ℳ’ που ικανοποιεί τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 

 
(i) Για κάθε προτασιακή µεταβλητή p και κάθε στοιχείο w από το ℳ, w ∈ V(p)  ανν  f(w) ∈ 

V’(p). 
(ii) Για κάθε n≥0, κάθε n-µελή △∈ τ, και κάθε (n+1)-άδα w  από το ℳ,  (w0, …, wn) ∈ R△ 

ανν  (f(w0), …, f(wn)) ∈ R’△ (η ισχυρή οµοµορφική συνθήκη). 
 
Μια εµφύτευση (embedding) του ℳ µέσα στο ℳ’ είναι ένας ισχυρός οµοµορφισµός ο οποίος 

είναι και ένα-προς-ένα (injective). Ένας ισοµορφισµός είναι ένας ένα-προς-ένα και επί (bijective) 
ισχυρός οµοµορφισµός. Θα λέµε ότι το ℳ είναι ισοµορφικό του ℳ’, συµβολικά ℳ ≅ ℳ’, αν 
υπάρχει ισοµορφισµός (isomorphism) από το ℳ στο ℳ’.▫ 

 
O τελευταίος τρόπος παραγωγής µοντέλων από παλαιότερα µοντέλα είναι οι φραγµένοι 

µορφισµοί. 
 
Ορισµός 1.1.18. Φραγµένοι µορφισµοί. Πρώτα θα ορίσουµε τους φραγµένους µορφισµούς 

(bounded morphisms) για τη βασική τροπική γλώσσα. Έστω ℳ και ℳ’ δύο µοντέλα της βασικής 
τροπικής γλώσσας. Μια συνάρτηση f : ℳ = (W, R, V) → ℳ’ = (W ’, R ’, V ’) είναι ένας φραγµένος 
µορφισµός αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες: 

 
(i) τα w και f(w) ικανοποιούν τις ίδιες προτασιακές µεταβλητές. 
 
(ii) η f είναι οµοµορφισµός που σέβεται τη σχέση R, δηλαδή αν Rwv τότε R ’f(w)f(v). 
 
(iii) Αν R’f(w)v’ τότε υπάρχει v τέτοιο που Rwv και f(v) = v’ (η πίσω συνθήκη). 
 
Αν υπάρχει φραγµένος µορφισµός που είναι και επί (surjective), από το ℳ στο ℳ’, τότε λέµε 

ότι το ℳ’ είναι µια φραγµένη µορφική εικόνα του ℳ, και γράφουµε ℳ↠ℳ’. 
 
Για τις γενικές τροπικές γλώσσες θα χρειαστεί να τροποποιήσουµε τα (ii) και (iii) ως εξής: 
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(ii)’ Για κάθε △∈τ, αν R△wv1 … vn τότε R ’△f(w)f(v1) … f(vn). 
 
(iii)’ Αν R ’△f(w)v1’ … vn’ τότε υπάρχουν v1 … vn τέτοια που R△wv1 … vn και f(vi) = vi’ (για 1 

≤ i ≤ n). ▫  
  
Ως τώρα έχουµε µιλήσει µόνο σηµασιολογικά, ενώ προφανώς υπάρχει και µια σηµαντική 

συντακτική διάσταση της λογικής, µε πολλές και ενδιαφέρουσες ερωτήσεις. Αν για παράδειγµα µας 
ενδιαφέρει µια κλάση πλαισίων F, υπάρχουν συντακτικοί µηχανισµοί που να µας δίνουν τη ΛF, 
δηλαδή τους έγκυρους τύπους της F; Μπορούν τέτοιοι µηχανισµοί να προσοµοιώσουν τη 
σηµασιολογική έννοια της λογικής συνεπαγωγής; Η απάντηση της τροπικής λογικής σε τέτοιες 
ερωτήσεις βρίσκεται µέσα στην έννοια της κανονικής τροπικής λογικής (normal modal logic). 

Μια κανονική τροπική λογική είναι απλά ένα σύνολο τύπων που ικανοποιούν κάποιες 
συγκεκριµένες συντακτικές συνθήκες κλειστότητας. Για να βρούµε ποιες συνθήκες θα 
χρειαστούµε, θα χρησιµοποιήσουµε ένα αξιωµατικό σύστηµα που ονοµάζεται Κ. Το Κ είναι το πιο 
αδύναµο σύστηµα για να αναλύσουµε τα πλαίσια. Μπορούµε να πάρουµε ισχυρότερα συστήµατα αν 
προσθέσουµε επιπλέον αξιώµατα. Θα δώσουµε τον ορισµό του Κ και µετά θα ορίσουµε τις 
κανονικές τροπικές λογικές. Θα δουλέψουµε στη βασική τροπική γλώσσα. 

 
Ορισµός 1.1.19. Κ-απόδειξη. Μια Κ-απόδειξη είναι µια πεπερασµένη ακολουθία τύπων, 

καθένας από τους οποίους µπορεί είτε να είναι αξίωµα, είτε να έπεται από ένα ή περισσότερους 
προηγούµενους τύπους της ακολουθίας εφαρµόζοντας κάποιον από τους αποδεικτικούς κανόνες. Τα 
αιξώµατα του Κ είναι όλα τα στιγµιότυπα προτασιακών ταυτολογιών καθώς και τα εξης δύο: 

 
( Κ )          □(p → q) → (□p → □q) 
 
( ∆υϊκό )   ◇p ↔ ¬□¬p. 
 

Οι αποδεικτικοί κανόνες του Κ είναι οι εξής: 
 
(modus ponens): φ, φ → ψ ⊢ ψ. 
 
(οµοιόµορφη αντικατάσταση, uniform substitution): ψ ⊢ θ, όπου ο θ προέρχεται από τον ψ αν 

αντικαταστήσουµε οµοιόµορφα τις προτασιακές µεταβλητές στον φ µε τυχαίους τύπους.  
 
(γενίκευση, generalization): φ ⊢ □φ. 

 
Ένας τύπος φ είναι Κ-αποδείξιµος αν εµφανίζεται ως το τελευταίο αντικείµενο κάποιας Κ-
απόδειξης. Σε αυτήν την περίπτωση γράφουµε ⊢Κ φ. ▫ 
 

Ορισµός 1.1.20. Κανονικές τροπικές λογικές. Μια κανονική τροπική λογική Λ είναι ένα 
σύνολο τύπων που περιέχει όλες τις ταυτολογίες, τους  □(p → q) → (□p → □q) και ◇p ↔ ¬□¬p, 
και είναι κλειστό για τους modus ponens, οµοιόµορφη αντικατάσταση και γενίκευση. Συµβολίζουµε 
την µικρότερη δυνατή κανονική τροπική λογική µε Κ. ▫ 
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1.2. Αλγεβρική λογική 
 
Με τον ορισµό αυτό της κανονικής τροπικής λογικής τελειώνει η εισαγωγή µας στην τροπική 

λογική. Τώρα θα κάνουµε µια µικρή εισαγωγή και στην αλγεβρική λογική, παραθέτοντας κάποιους 
βασικούς ορισµούς. 

Όταν αναφερόµαστε σε µια άλγεβρα έχουµε στο µυαλό µας ένα ζεύγος, που για πρώτο µέλος 
του έχει ένα σύνολο, ενώ για δεύτερο έχει µια συλλογή από συναρτήσεις πάνω στο σύνολο αυτό. 
Τις συναρτήσεις αυτές θα τις ονοµάζουµε λειτουργίες (operations). Οι άλγεβρες εµφανίζονται, και 
αυτές, σε διάφορους τύπους οµοιότητας, που καθορίζονται από το πλήθος των λειτουργιών τους 
αλλά και από το πλήθος των ορισµάτων που αυτές οι λειτουργίες δέχονται. Ο αντίστοιχος ορισµός 
του τροπικού τύπου οµοιότητας είναι ο αλγεβρικός τύπος οµοιότητας. Πιο αναλυτικά έχουµε: 

 
Ορισµός 1.2.1. Αλγεβρικός τύπος οµοιότητας. Ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας είναι ένα 

διατεταγµένο ζεύγος ℱ = (F, ρ), όπου F ένα µη κενό σύνολο και ρ µια συνάρτηση F → ℕ. Τα 
στοιχεία του F καλούνται συναρτησιακά σύµβολα (function symbols). Η συνάρτηση ρ αναθέτει σε 
κάθε τελεστή f ∈ F ένα πεπερασµένο πλήθος ορισµάτων που η f  µπορεί να εφαρµοστεί. 
Συναρτησικά σύµβολα µε µηδενικό πλήθος ορισµάτων, καλούνται σταθερές (constants). Στον 
συµβολισµό µας θα είµαστε κάπως ελαστικοί και θα γράφουµε  f ∈ ℱ αντί για f ∈ F. ▫ 

 
Για τον ορισµό της άλγεβρας έχουµε: 
 
Ορισµός 1.2.2. Άλγεβρες. Έστω σύνολο Β, και n ∈ ℕ. Μια n-µελής λειτουργία στο Β είναι 

µια συνάρτηση από το Βn στο Β. 
Έστω ℱ ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας. Μια άλγεβρα τύπου ℱ είναι ένα ζεύγος ℬ =  (Β, 

I), όπου Β είναι ένα µη κενό σύνολο που καλείται φορέας (carrier) της άλγεβρας, και Ι είναι µια 
ερµηνεία (interpretation), δηλαδή µια συνάρτηση που αναθέτει, για κάθε n, µια n-µελή λειτουργία 
fℬ στο Β, σε κάθε συναρτησιακό σύµβολο f, που δέχεται n το πλήθος ορίσµατα. Συχνά χρησιµοποι-
ούµε τον συµβολισµό ℬ = (Β, fℬ)f∈F, για µια τέτοια άλγεβρα. ▫ 

 
Τώρα θα ορίσουµε τις τρεις βασικές τεχνικές που χρησιµοποιούµε για να κατασκευάσουµε 

καινούριες άλγεβρες από παλαιότερες. Πρώτα θα ορίσουµε τη φυσική έννοια της συνάρτησης που 
διατηρεί την ίδια δοµή µεταξύ δύο αλγεβρών. 

 
Ορισµός 1.2.3. Οµοµορφισµοί Αλγεβρών. Έστω ℬ = (B, fℬ)f∈F  και ℭ = (C, fℭ) f∈F  δύο 

άλγεβρες του ίδιου τύπου οµοιότητας. Μια συνάρτηση η: Β → C είναι οµοµορφισµός 
(homomorphism), αν για κάθε f ∈ F, και κάθε b1, ..., bn ∈ B (όπου n το πλήθος ορισµάτων της f): 

 
η( fℬ(b1, ..., bn)) = fℭ (η (b1), ..., η(bn)).  

 
(στην ειδική περίπτωση της σταθεράς c έχουµε η(cℬ) = cℭ .)  

Το kernel ενός οµοµορφισµού  f: ℬ → ℭ είναι η σχέση ker f = {(b, b’) ∈ B2 | f(b) = f(b’)}. 
Λέµε ότι η ℭ είναι οµοµορφική εικόνα (homomorphic image) της ℬ (συµβολισµός ℬ ↠ ℭ), αν 
υπάρχει επιµορφισµός (οµοµορφισµός που είναι επί -surjective homomorphism), της ℬ επί της ℭ. 
Αν C είναι µια κλάση αλγεβρών, τότε θα συµβολίζουµε µε HC την κλάση όλων των οµοµορφικών 
εικόνων των αλγεβρών που περιέχονται στην C. ▫ 
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Μια ειδική περίπτωση οµοµορφισµού είναι ο ισοµορφισµός.  
 
Ορισµός 1.2.4. Ισοµορφισµοί Αλγεβρών. Ένας ένα-προς-ένα και επί οµοµορφισµός θα 

καλείται ισοµορφισµός (isomorphism). Θα λέµε ότι δύο άλγεβρες είναι ισοµορφικές αν υπάρχει 
µεταξύ τους ισοµορφισµός. Συνήθως δεν διακρίνουµε ισοµορφικές άλγεβρες αλλά αν γίνεται αυτό, 
συµβολίζουµε µε IC την κλάση των ισοµορφικών αντίγραφων (isomorphic copies) των αλγεβρών 
που περιέχονται στην C.▫ 

 
O δεύτερος τρόπος να κατασκευάσουµε καινούριες άλγεβρες από παλαιότερες, είναι να 

βρούµε µια µικρότερη άλγεβρα µέσα σε µια µεγαλύτερη. 
 
Ορισµός 1.2.5. Υποάλγεβρες. Έστω ℬ µια άλγεβρα και C ένα υποσύνολο του φορέα Β. Αν το 

C είναι κλειστό για κάθε λειτουργία fℬ, τότε καλούµε την ℭ = ( C, fℬ↾ℭ )f ∈F υποάλγεβρα 

(subalgebra) της ℬ. Θα λέµε ότι η ℭ είναι εµφυτεύσιµη (embeddable) στην ℬ (συµβολικά ℭ ↣ ℬ), 
αν η ℭ είναι ισοµορφική σε µια υποάλγεβρα της ℬ. Ο ισοµορφισµός τότε θα καλείται εµφύτευση 
(embedding). Αν C είναι κλάση αλγεβρών, θα συµβολίζουµε µε SC την κλάση των ισοµορφικών 
αντίγραφων των υποαλγεβρών των αλγεβρών που περιέχονται στην C (isomorphic copies of 
subalgebras of algebras in C). ▫ 

 
Ένας τρίτος τρόπος να κατασκευάσουµε καινούριες άλγεβρες είναι να φτιάξουµε µια µεγάλη 

άλγεβρα µέσα από µια συλλογή από µικρότερες. 
 
Ορισµός 1.2.6. Γινόµενα Αλγεβρών. Έστω (ℬj)j∈J µια οικογένεια αλγεβρών. Ορίζουµε το 

γινόµενο ∏j∈J ℬj αυτής της οικογένειας ως την άλγεβρα ℬ = (B, fℬ)f ∈F, όπου Β είναι το καρτεσιανό 
γινόµενο  ∏j∈J Βj των Βj φορέων. Η λειτουργια fℬ, ορίζεται µε τον συνήθη τρόπο,δηλαδή για τα 
στοιχεία b1, ..., bn ∈ ∏j∈J Βj , το fℬ(b1, ..., bn) είναι το στοιχείο του ∏j∈J Αj που δίνεται απο το  

 
fℬ(b1, ..., bn)(j)  =   fℬ(b1(j), ..., bn(j)). 

 
Όταν όλες οι άλγεβρες ℬj είναι ίδιες, έστω η ℬ, τότε καλούµε το ∏j ∈J ℬ δύναµη της ℬ, και 

γράφουµε ℬj αντί για ∏j ∈J ℬ. Αν C κλάση αλγεβρών, θα συµβολίζουµε µε PC την κλάση των 
ισοµορφικών αντίγραφων των γινοµένων των αλγεβρων που περιέχονται στην C (isomorphic copies 
of products of algebras in C). ▫ 

 
Τι γίνεται όµως όταν δουλεύουµε µε µια κλάση αλγεβρών, από την οποία δεν µπορούµε να 

κατασκευάσουµε καινούριες άλγεβρες χρησιµοποιώντας κάποιον από τους παραπάνω τρόπους; 
∆ιαισθητικά, µια τέτοια κλάση είναι πλήρης. Τέτοιου είδους κλάσεις παίζουν ένα σπουδαίο ρόλο 
στην άλγεβρα και καλούνται ποικιλίες (varieties).  

 
Ορισµός 1.2.7. Ποικιλίες. Μια κλάση αλγεβρών καλείται ποικιλία (variety), αν είναι κλειστή 

ως προς τις υποάλγεβρες, τις οµοµορφικές εικόνες και τα γινόµενα. Αν C είναι µια κλάση αλγεβρών, 
θα συµβολίζουµε µε VC την ποικιλία που παράγεται απο την C, δηλαδή την ελάχιστη ποικιλία που 
περιέχει την C. ▫ 

 
Ένα από τα πλέον γνωστά αποτελέσµατα στην άλγεβρα είναι ότι VC = HSPC. Αυτό που µας 

λέει είναι ότι για να δηµιουργήσουµε την ποικιλία που προέρχεται από την C, αρχικά θα πάρουµε 
τα γινόµενα των αλγεβρών της κλάσης, µετά τις υποάλγεβρές της και στο τέλος θα σχηµατίσουµε τις 
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οµοµορφικές εικόνες της. ∆εν χρειάζεται να κάνουµε τίποτε άλλο. Συνεχείς εφαρµογές 
οποιασδήποτε από αυτές τις τρεις λειτουργίες δεν πρόκειται να µας δώσουν τίποτε το καινούριο. 

 
Για τους οµοµορφισµούς µιας άλγεβρας ℬ, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι σχετίζονται στενά 

µε ειδικές σχέσεις ισοδυναµίας στον φορέα Β. Πιο συγκεκριµένα: 
 
Ορισµός 1.2.8. Congruences. Έστω ℬ µια άλγεβρα για τον τύπο οµοιότητας F. Μια σχέση 

ισοδυναµίας ~ στο Β είναι µια congruence αν για κάθε f ∈ F ικανοποιεί το εξής: 
 

αν    b1  ~  c1 & … & bn  ~  cn,    τότε     fℬ(b1, ..., bn)  ~  fℭ(c1, ..., cn), (1.2.8) 
 

όπου n είναι το πλήθος ορισµάτων της f. ▫ 
 
Η σπουδαιότητα των congruences έγκειται στο ότι είναι ακριβώς το είδος των σχέσεων 

ισοδυναµίας, που επιτρέπουν µια φυσική αλγεβρική δοµή να οριστεί στη συλλογή των κλάσεων 
ισοδυναµίας.   

 
Ορισµός 1.2.9. Άλγεβρες πηλίκου. Έστω ℬ µια F-άλγεβρα και ~ µια congruence στην ℬ. Η 

άλγεβρα πηλίκου της ℬ από την ~ είναι η άλγεβρα ℬ/~ της οποίας ο φορέας είναι το σύνολο  
 

B/~  =  {[b] | b ∈ B} 
 

των κλάσεων ισοδυναµίας του B από την ~, και της οποίας οι λειτουργίες ορίζονται ως εξής: 
 

fℬ/~([b1], ..., [bn])  =  [ fℬ(b1,  ..., bn)].  
 

(το οποίο είναι καλά ορισµένο από την (1.2.8)). 
 

Η συνάρτηση ν που στέλνει ένα στοιχείο b ∈ B στην κλάση ισοδυναµίας του [b] καλείται η φυσική 
συνάρτηση που σχετίζεται µε την congruence. ▫ 

 
Η σχέση µεταξύ οµοµορφισµών και congruences δίνεται από την ακόλουθη πρόταση. 
 
Πρόταση 1.2.10. Οµοµορφισµοί και Congruences. Έστω ℬ µια F-άλγεβρα. Τότε: 
 
(α) Αν f: ℬ → ℭ είναι οµοµορφισµός, το kernel του είναι µια congruence στην ℬ. 
 
(β) Αντίστροφα, αν η ~ είναι µια congruence στην ℬ, η σχετιζόµενη φυσική της συνάρτηση 

είναι ένας επιµορφισµός από την ℬ επί της ℬ/~. ▫ 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µια εύκολη εφαρµογή των παραπάνω ορισµών. ▫ 
 

1.3. Αλγεβρική θεωρία µοντέλων. 
 
Η άλγεβρα µπορεί να θεωρηθεί ως ένα κοµµάτι της θεωρίας µοντέλων στο οποίο 

ενδιαφερόµαστε για δοµές όπου όλες οι σχέσεις είναι συναρτήσεις. Η συνήθης γλώσσα για να 



 19

µιλάµε για τέτοιες δοµές χρησιµοποιεί ισότητες (equations), όπου µια ισότητα είναι µια δήλωση ότι 
δύο όροι ουσιαστικά δηλώνουν το ίδιο στοιχείο. 

 
Ορισµός 1.3.1. Όροι και ισότητες. Έστω F ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας, και Χ ένα 

σύνολο στοιχείων που καλούµε µεταβλητές. Ορίζουµε το σύνολο ΌροιF(X) των F-όρων στο Χ 
επαγωγικά: είναι το µικρότερο σύνολο Τ που περιέχει όλες τις σταθερές και όλες τις µεταβλητές 
στο Χ, τέτοιο που το f(t1 , …, tn) ∈ T όποτε τα t1, …, tn ∈ T, ενώ το f είναι συναρτησιακό σύµβολο 
µε πλήθος ορισµάτων (arity) n. 

Μια ισότητα είναι ένα ζεύγος όρων (s, t), όπου ο συνήθης συµβολισµός είναι s ≈ t. ▫ 
 
Τώρα θα δούµε πως θα ερµηνεύουµε την αλγεβρική µας γλώσσα µέσα στις άλγεβρες. 

Προφανώς οι όροι αναφέρονται σε στοιχεία των αλγεβρών, αλλά για να υπολογίσουµε τη σηµασία 
ενός όρου χρειάζεται να γνωρίζουµε τι αντιπροσωπεύουν οι µεταβλητές του όρου αυτού. Την 
πληροφορία αυτή θα µας τη δίνει µια συνάρτηση. Έχουµε τον ακόλουθο ορισµό:    

 
Ορισµός 1.3.2. Αλγεβρική σηµασιολογία. Έστω F ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας, Χ ένα 

σύνολο µεταβλητών και ℬ µια F-άλγεβρα. Μια ανάθεση (assignment)στην ℬ είναι µια συνάρτηση θ: 
X → A που συσχετίζει ένα στοιχείο του Α µε κάθε µεταβλητή στο Χ. ∆οσµένης συνάρτησης θ, 
µπορούµε να υπολογίσουµε την σηµασία θ~ (t) ενός όρου t στο ΌροιF(X) ως εξής: 

 
                                                            θ~ (x) = θ(x), 
 
                                                            θ~ (x) = cℬ, 
 

θ~ (f(t1, …, tn)) = f(θ~ (t1), …, θ~ (tn)). ▫ 
 
H τελευταία ισότητα του παραπάνω ορισµού µας θυµίζει πολύ τη συνθήκη ορισµού των 

οµοµορφισµών. Στην πραγµατικότητα µπορούµε να µετατρέψουµε τη συνάρτηση σηµασίας σε έναν 
οµοµορφισµό τοποθετώντας µια φυσική αλγεβρική δοµή στο σύνολο των όρων ΌροιF(X). Έχουµε: 

 
Ορισµός 1.3.3. Άλγεβρες όρων. Έστω F ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας, Χ ένα σύνολο 

µεταβλητών. Η άλγεβρα όρων του F στο Χ είναι η άλγεβρα ÒpoıF(X)= (ΌροιF(X), Ι), όπου κάθε 
συναρτησιακό σύµβολο f ερµηνεύεται ως η λειτουργία I(f) στο ΌροιF(X) ως εξής: 

 
Ι(f)(t1, …, tn)  =  f(t1, …, tn) (B.3). ▫ 

 
Με άλλα λόγια ο φορέας της άλγεβρας τύπων πάνω στο F είναι το σύνολο των F-όρων πάνω 

στο σύνολο των µεταβλητών Χ, ενώ η λειτουργία I(f) αναθέτει µια n-άδα t1, …, tn όρων στον όρο f(t1, 
…, tn). Πρέπει να προσέξουµε το διπλό ρόλο του f. Στη δεξιά πλευρά της ισότητας, το f δηλώνει ένα 
στατικό µέρος του συντακτικού όρου f(t1, …, tn), ενώ στην αριστερή πλευρά το I(f) δηλώνει µια 
δυναµική ερµηνεία του f σαν µια λειτουργία πάνω στους όρους. 

 
Η προσπάθεια µας να βλέπουµε τους F-όρους σαν µέλη µιας F-άλγεβρας, είναι πολύ βολική. 

Μπορούµε για παράδειγµα να δούµε την λειτουργία της αντικατάστασης (substitution) τύπων µε 
µεταβλητές, ως έναν ενδοµορφισµό (endomorphism) της άλγεβρας τύπων, δηλαδή έναν οµοµορφισµό 
από την άλγεβρα στον εαυτό της. Έχουµε τον ακόλουθο ορισµό: 
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Ορισµός 1.3.4. Αντικατάσταση όρων. Έστω F ένας αλγεβρικός τύπος οµοιότητας, και Χ ένα 
σύνολο µεταβλητών. Αντικατάσταση είναι µια συνάρτηση σ: X → ΌροιF(X) από µεταβλητές σε όρους. 
Μια τέτοια αντικατάσταση µπορεί να επεκταθεί σε µια συνάρτηση σ~ : ΌροιF(X) → ΌροιF(X) µε τον 
ακόλουθο επαγωγικό ορισµό: 

 
                                                            σ~ (x) := σ(x), 

σ~ (f(t1, …, tn)) :=  f(σ~ (t1), …, σ~ (tn)). 
 
Μερικές φορές χρησιµοποιούµε την λέξη «αντικατάσταση» για συνάρτηση από όρους σε όρους, η 
οποία να ικανοποιεί την δεύτερη από τις παραπάνω συνθήκες, δηλαδή µερικές φορές καλούµε την 
σ~   αντικατάσταση. ▫ 

 
Η επόµενη πρόταση µας δείχνει τη σχέση µεταξύ αντικαταστάσεων και οµοµορφισµών. 
 
Πρόταση 1.3.5. Αντικαταστάσεις και οµοµορφισµοί. Έστω σ: ΌροιF(X) → ΌροιF(X) µια 

αντικατάσταση. Τότε η σ: ÒpoıF(X) →  ÒpoıF(X) είναι οµοµορφισµός. 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µια άµεση εφαρµογή των ορισµών της αντικατάστασης και του 

οµοµορφισµού. ▫ 
 
Έπεται ότι και η συνάρτηση σηµασίας (νοήµατος), που σχετίζεται µε µια ανάθεση θ είναι 

ουσιαστικά ένας οµοµορφισµός. Έχουµε την ακόλουθη πρόταση. 
 
Πρόταση 1.3.6. Συνάρτηση σηµασίας και οµοµορφισµοί. Για τυχούσα συνάρτηση θ από 

µεταβλητές Χ σε στοιχεία µιας άλγεβρας ℬ, η αντίστοιχη συνάρτηση σηµασίας θ~ είναι οµοµορφισµός 
από το ÒpoıF(X) στη ℬ. 

 
Απόδειξη. Η πρόταση αυτή θα αποδειχτεί αργότερα µέσα στην εργασία. Ουσιαστικά 

πρόκειται για γενίκευση της προηγούµενης πρότασης. ▫   
 
Ο συνήθης τρόπος για να πραγµατοποιούµε δηλώσεις σχετικά µε άλγεβρες, είναι να 

συγκρίνουµε τη σηµασία που έχουν δύο όροι κάτω από την ίδια αποτίµηση, δηλαδή να χρησιµο-
ποιήσουµε ισότητες. 

 
Ορισµός 1.3.7. Αλήθεια και Εγκυρότητα στις άλγεβρες. Μια ισότητα s≈t αληθεύει ή ισχύει 

σε µια άλγεβρα ℬ (συµβολικά ℬ ⊨ s ≈ t), αν για κάθε ανάθεση θ, θ~ (s) =θ~ (t). 
 
Ένα σύνολο ισοτήτων Ε ισχύει σε µια άλγεβρα ℬ (ℬ ⊨ Ε), αν κάθε ισότητα στο Ε ισχύει στην 

ℬ. Αν ℬ ⊨ s ≈ t ή  ℬ ⊨ Ε και πάλι θα λέµε ότι η ℬ είναι µοντέλο της s ≈ t ή Ε αντίστοιχα. 
 
Μια ισότητα s ≈ t είναι µια σηµασιολογική συνέπεια (semantic consequence) ενός συνόλου 

ισοτήτων Ε (Ε ⊨ s ≈ t), αν κάθε µοντέλο του Ε είναι µοντέλο για την s ≈ t. ▫ 
 
Οι αλγεβριστές συνήθως ενδιαφέρονται για συγκεκριµένες κλάσεις αλγεβρών, όπως οµάδες 

και άλγεβρες Boole. Τέτοιες κλάσεις συνήθως ορίζονται από σύνολα µε ισότητες.  
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Ορισµός 1.3.8. Κλάσεις ισοτήτων. Μια κλάση αλγεβρών C είναι ισοτικά ορίσιµη 
(equationally definable), ή κλάση ισότητας (equational class), αν υπάρχει συνόλο ισοτήτων Ε τέτοιο 
που η C περιέχει ακριβώς τα µοντέλα για το Ε. ▫ 

 
Το ακόλουθο θεώρηµα είναι από τα σηµαντικότερα της άλγεβρας. 
 
Θεώρηµα 1.3.9. Θεώρηµα Birkhoff. Μια κλάση αλγεβρών είναι ισοτικά ορίσιµη αν και µόνο 

αν είναι µια ποικιλία. ▫ 
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Κεφάλαιο 2: Αλγεβρική τροπική λογική και το θεώρηµα Jónsson – Tarski. 
 

2.1. Άλγεβρα και προτασιακή λογική. 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα ερευνήσουµε τη σχέση άλγεβρας και λογικής. Θα δούµε ότι άλγεβρα 

και λογική µοιράζονται κάποιες κεντρικές ιδέες, µε την αλγεβρική λογική να προσφέρει ένα φυσικό 
τρόπο να επανεξετάσουµε πολλά βασικά λογικά θέµατα. Αρχικά θα αναλύσουµε την κλασική 
προτασιακή λογική µε αλγεβρικούς όρους. Στην προσπάθειά µας αυτή θα συναντήσουµε και θα 
ορίσουµε τις άλγεβρες τύπων, αληθοτιµών, συνόλων, καθώς και τις άλγεβρες Boole και τις 
Lindenbaum-Tarski άλγεβρες.  

Η πιο σηµαντική ιδιότητα των προτασιακών τύπων είναι η συντακτική τους απλότητα. Το 
µόνο που έχουµε είναι µια συλλογή από ατοµικά σύµβολα, τις προτασιακές µεταβλητές (p, q, r,…), 
οι οποίες συνδέονται µεταξύ τους σε πιο πολύπλοκες εκφράσεις χρησιµοποιώντας τα σύµβολα ⊥, 
⊤, ¬, ∨ και ∧. Θα χρησιµοποιούµε τα ⊥, ¬ και ∨ ως πρωταρχικά σύµβολα και τα υπόλοιπα ως 
συντοµεύσεις. 

Οι προτασιακές µεταβλητές είναι οντότητες που φέρουν κάποια συγκεκριµένη πληροφορία, 
ενώ οι σύνδεσµοι δεν κάνουν τίποτε άλλο από το να συνδυάζουν τις διάφορες πληροφορίες. Οι 
σύνδεσµοι ∨ και ∧ δηλώνουν κάποιες διµελείς λειτουργίες στις προτάσεις (θα συµβολίζουµε αυτές 
τις λειτουργίες + και · αντίστοιχα), ο ¬ δηλώνει µια µονοµελή λειτουργία (θα τη συµβολίζουµε µε –
), ενώ τα σύµβολα ⊥ και ⊤ δηλώνουν κάποιες ειδικές λειτουργίες των προτάσεων, δηλαδή είναι τα 
ονόµατα κάποιων ειδικών προτάσεων (θα τα συµβολίζουµε µε 0 και 1 αντίστοιχα). Μπορούµε 
λοιπόν να συµπεράνουµε ότι οι τύποι µπορούν να ιδωθούν ως όροι που δηλώνουν προτάσεις. 

Τις λειτουργίες αυτές θα τις µετατρέψουµε σε συναρτησιακά σύµβολα και θα µας προκύψει 
ένας συγκεκριµένος αλγεβρικός τύπος οµοιότητας: 

 
Ορισµός 2.1.1. Άλγεβρες τύπου οµοιότητας Boole. Έστω Boole ένας αλγεβρικός τύπος 

οµοιότητας που έχει µια σταθερά (ή κενό συναρτησιακό σύµβολο) ⊥, ένα µονοµελές συναρτησιακό 
σύµβολο ¬, και ένα διµελές συναρτησιακό σύµβολο ∨. Για δοσµένο σύνολο προτασιακών 
µεταβλητών Φ, ορίζουµε το Τύπος(Φ) ώς το σύνολο των Boole-τύπων στο Φ. Αυτό το σύνολο είναι 
ακριβώς η συλλογή όλων των προτασιακών τύπων στο Φ. 

Οι άλγεβρες τύπου οµοιότητας Boole συνήθως αναπαρίστανται ως 4-άδες ℬ = (Β, +, –, 0). Θα 
χρησιµοποιούµε συνεχώς τις ακόλουθες συντοµεύσεις: · και 1. Πιο συγκεκριµένα το α · b είναι 
συντόµευση για το −(−α + −b), και το 1 συντόµευση για το −0. ▫ 

 
Υπάρχουν πολλές άλγεβρες τύπου οµοιότητας Boole, αλλά εµάς µας ενδιαφέρουν αυτές που 

µπορούν να αναλύσουν προτασιακούς τύπους. Από τη στιγµή που η προτασιακή λογική είναι δίτιµη, 
µας ενδιαφέρει δηλαδή η αλήθεια ή το ψεύδος µια πρότασης, θα πάρουµε για φορέα της άλγεβράς 
µας ένα αντίστοιχο σύνολο. Έστω λοιπόν ∆ύο = {0, 1} , ο φορέας της άλγεβρας, όπου το 0 
αντιστοιχεί στην τιµή αληθείας «ψευδής», και το 1 στην τιµή αληθείας «αληθής». Πάνω στον φορέα 
τώρα πρέπει να οριστούν κατάλληλες λειτουργίες, που να ερµηνεύουν µε ένα φυσικό τρόπο τους 
λογικούς συνδέσµους. 

Αρχικά θα πρέπει να υπάρχει µια συνάρτηση που να αναθέτει τιµές αληθείας στις 
προτασιακές µεταβλητές που εµφανίζονται σε ένα προτασιακό τύπο. Έστω θ: Φ → ∆ύο, η 
συνάρτηση που κάνει ακριβώς αυτό. Έχοντας µια τέτοια συνάρτηση, που στην λογική επέχει θέση 
αποτίµησης, ερχόµαστε να ερµηνεύσουµε και τους πρωταρχικούς συνδέσµους που έχουµε δεχτεί µε 
τη βοήθεια µιας δεύτερης συνάρτησης, η οποία ουσιαστικά θα µας δίνει το νόηµα του προτασιακού 
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τύπου (meaning function). Η συνάρτηση µας αυτή δεν θα κάνει τίποτε άλλο από το να εµφανίζει 
τους πίνακες αληθείας των συνδέσµων που πήραµε ως πρωταρχικούς. Έστω λοιπόν η συνάρτηση 
θ~ :Τύπος(Φ) → ∆ύο, που υπολογίζεται ως εξής: 

 
                 θ~ (p) =  θ(p), για κάθε  p ∈ Φ, 

                                                          θ~ (⊥) = 0,                                               (2.1.1) 
                                                        θ~ (¬φ) = 1–θ~ (φ), 
                                                      θ~ (φ∨ψ) = max(θ~ (φ), θ~ (ψ)). 
 
Από τον παραπάνω υπολογισµό, προκύπτει και ο ακόλουθος ορισµός: 
 
Ορισµός 2.1.2. Άλγεβρες αληθοτιµών. Η άλγεβρα των τιµών αληθείας είναι η Dýø = ({0,1}, 

+, −, 0), όπου − και + ορίζονται ως εξής: −α = 1 − a και  a + b = max(a, b) αντίστοιχα. ▫ 
 
Αν προσέξουµε το πως ορίστηκε η θ~ , βλέπουµε ότι η οµοιότητά της µε τις συνθήκες 

ορισµού ενός οµοµορφισµού είναι ευδιάκριτη. Από την στιγµή που οι οµοµορφισµοί είναι οι 
θεµελιώδεις συναρτήσεις µεταξύ των αλγεβρών, θα προσπαθήσουµε να θέσουµε µια αλγεβρική 
δοµή στο πεδίο τιµών τέτοιων συναρτήσεων νοήµατος, όπως η θ~ . Οι συναρτήσεις αυτές νοήµατος, 
τελικά θα προκύψει ότι δεν είναι τίποτε άλλο από οµοµορφισµοί. 

H αλγεβρική δοµή στο σύνολο των τύπων, θα έχει ως φορέα τη συλλογή των προτασιακών 
τύπων πάνω στο σύνολο των προτασιακών µεταβλητών Φ. Θα υπάρχουν και οι κατάλληλες 
λειτουργίες και θα ορίζεται ως εξής: 

 
Ορισµός 2.1.3. Άλγεβρες τύπων προτασιακής λογικής. Έστω Φ ένα σύνολο προτασιακών 

µεταβλητών. Η προτασιακή άλγεβρα τύπων στο Φ είναι η άλγεβρα 
 

Tupos(Φ) = (Τύπος(Φ), +, −, ⊥), 
 
όπου Τύπος(Φ) είναι η συλλογή των προτασιακών τύπων στο Φ, και – και + οι λειτουργίες που 
ορίζονται ως εξής: –φ :=  ¬φ  και  φ + ψ := φ ∨ ψ. ▫ 
 

Η συνάρτηση θ~ : Τύπος(Φ) → ∆ύο, είναι οµοµορφιµός σύµφωνα µε την παρακάτω πρόταση:   
 
Πρόταση 2.1.4. Οµοµορφισµός αλγεβρών. Έστω Φ ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητών. 

∆οσµένης τυχούσας ανάθεσης θ: Φ → ∆ύο, η συνάρτηση θ~ :Τύπος(Φ) → ∆ύο που αναθέτει σε 
κάθε τύπο το νόηµα του, σύµφωνα µε αυτή την αποτίµηση, είναι ένας οµοµορφισµός απο την 
Tupos(Φ) στην Dýø.▫ 

 
Απόδειξη. Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας δώσαµε έναν ακριβή ορισµό του οµοµορφισµού 

µεταξύ αλγεβρών (Ορισµός 1.2.3.). Ουσιαστικά ένας οµοµορφισµός µεταξύ αλγεβρών αναθέτει 
στοιχεία που υπάρχουν στην άλγεβρα «πηγή» µε στοιχεία της άλγεβρας «στόχο», µε έναν τρόπο που 
να διατηρεί τις λειτουργίες. Αυτό ακριβώς µας εξασφαλίζουν οι συνθήκες ορισµού (υπολογισµού) 
της συνάρτησης θ~  που έχουµε πιο πάνω στο (2.1.1)  ▫ 

 
Επειδή η άλγεβρα έχει να κάνει ουσιαστικά µε ισότητες (equations), θα θέλαµε η αλγεβρική 

προτασιακή λογική να µας δίνει ένα τρόπο να καθορίζουµε πότε δύο προτάσεις είναι ίσες. Πρέπει 
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για παράδειγµα να µπορούµε να διακρίνουµε ότι οι τύποι  p∨(p∧q) και p, δηλώνουν την ίδια 
πρόταση.  

Για να επιλύσουµε αυτό το θέµα, θα λέµε ότι µια ισότητα s ≈ t, είναι έγκυρη σε µια άλγεβρα 
ℬ, αν για κάθε αποτίµηση των µεταβλητών που υπάρχουν στους όρους, οι s και t έχουν το ίδιο 
νόηµα (σηµασία) στην ℬ. Άρα ένας αλγεβρικός τρόπος να πούµε ότι ένας τύπος φ είναι ταυτολογία 
(συµβολικά ⊨C φ), είναι να πούµε ότι η ισότητα φ ≈ ⊤ είναι έγκυρη στην άλγεβρα των αληθοτιµών.  

Στην προτασιακή λογική αντίστοιχα, ορίζουµε το σύνδεσµο της διπλής συνεπαγωγής ↔, ως 
µια λειτουργία στις προτάσεις οι οποίες έχουν το ίδιο νόηµα (είτε αληθείς και οι δύο, είτε ψευδείς 
και οι δύο), ως εξής: 

 

θ~ (φ ↔ ψ) = 














 =

ςαλλι

ψθφθαν

ώ,0

)(~)(~,1
 

 
Το επόµενο θεώρηµα µας δείχνει ότι µπορούµε να µιλάµε τόσο αλγεβρικά όσο και λογικά, µε 

την ίδια ευκολία. 
 
Θεώρηµα 2.1.5. Άλγεβρες και εγκυρότητα της προτασιακής λογικής. Η άλγεβρα Dýø 

µετατρέπει σε αλγεβρική µορφή την εγκυρότητα της προτασιακής λογικής. Έστω φ και ψ 
προτασιακοί τύποι / όροι. Τότε: 

 
                                       ⊨C  φ   ανν   Dýø ⊨ φ ≈ ⊤  (2.1.5.α), 
                                     Dýø ⊨ φ ≈ ψ    ανν   ⊨C  φ ↔ ψ        (2.1.5.β), 
                                         ⊨C φ   ↔    (φ ↔ ⊤)           (2.1.5.γ). ▫ 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη του θεωρήµατος είναι άµεση από τους ορισµούς. ▫ 
 
Εκτός όµως της άλγεβρας Dýø, και γενικά των αλγεβρών µε τύπο οµοιότητας Boole, των 

οποίων η σηµασιολογία για την προτασιακή λογική δεν είναι ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα, υπάρχει και 
µια άλλη κλάση αλγεβρών, οι άλγεβρες συνόλων (set algebras), που είναι πολύ πιο ενδιαφέρουσες 
και οι οποίες επεκτείνονται πιο κοµψά στη τροπική λογική, που είναι και το θέµα µας εδώ. Έχουµε 
τον ακόλουθο ορισµό: 

 
Ορισµός 2.1.6. Άλγεβρες συνόλων και δυναµοσυνόλων. Έστω σύνολο Β. Ως συνήθως 

συµβολίζουµε το δυναµοσύνολο του Β µε P(B). H άλγεβρα δυναµοσυνόλου (power set algebra) 
℘(Β) είναι η δοµή  

 

℘(Β) = (P(B), ∪, –, ∅), 
 

όπου – είναι η λειτουργία που επιτελείται όταν παίρνουµε το συµπλήρωµα ενός συνόλου, και ∅, ∪, 
οι συνήθεις λειτουργίες του κενού συνόλου και της ένωσης συνόλων αντίστοιχα. Από αυτές τις 

βασικές λειτουργίες ορίζουµε µε τον κλασικό τρόπο την λειτουργία της τοµής ,∩. Επίσης ορίζουµε 
το ειδικό στοιχείο Β, ώς το ανώτερο σύνολο (top set) της άλγεβρας. 

Μια άλγεβρα συνόλων ή πεδίο συνόλων (field of sets), είναι µια υποάλγεβρα µιας άλγεβρας 
δυναµοσυνόλου. ∆ηλαδή, µια άλγεβρα συνόλων (στο Β) είναι µια συλλογή από υποσύνολα του Β, 
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που περιέχει το ∅ και είναι κλειστό για την ∪ και το –. Άρα κάθε άλγεβρα συνόλων περιέχει το Β, 

και είναι κλειστή και για την ∩. Την κλάση όλων των αλγεβρών συνόλων θα ονοµάζουµε Σύνολο. ▫ 
 
Σε σχέση µε την τροπική λογική, οι άλγεβρες συνόλων, έχουν κάποιες προφανείς αντιστοιχίες. 

Μπορούµε να δούµε το Β ως ένα σύνολο καταστάσεων, και µια πρόταση ως ένα υποσύνολο του Β, 
που περικλείει τις καταστάσεις που κάνουν την πρόταση αληθή. Το σύµβολο ∅, είναι ουσιαστικά η 
πρόταση που είναι ψευδής σε κάθε κατάσταση, και νοηµατικά αντιστοιχεί στο ⊥. Από την άλλη το 
Β, είναι η πρόταση που είναι παντού αληθής και αντιστοιχεί στο ⊤. Το σύµβολο ∪ αντιστοιχεί στο 
σύνδεσµο ∨. 

Η παρακάτω πρόταση µας δείχνει ότι οι άλγεβρες συνόλων και η άλγεβρα Dýø ικανοποιούν 
ακριβώς τις ίδιες ισότητες. Θα δείξουµε αλγεβρικά ότι η κλάση των αλγεβρών συνόλων συµπίπτει 
(modulo έναν ισοµορφισµό) µε την κλάση των υποαλγεβρών δυνάµεων της Dýø. Έχουµε το εξής: 

 
Πρόταση 2.1.7. Ισοµορφικές άλγεβρες. Κάθε άλγεβρα δυναµοσυνόλου είναι ισοµορφική µε 

µια δύναµη της Dýø, και αντίστροφα. 
 
Απόδειξη. Έστω ένα τυχόν σύνολο Β, και έστω η συνάρτηση  χ: P(A) → ∆ύο που ορίζεται 

ως εξής: 
 

χ(Χ)(β) = 










 Χ∈

ςαλλι

βαν

ώ,0

,,1  

 
όπου η χ(Χ) είναι προφανώς η χαρακτηριστική συνάρτηση του Χ. Το µόνο που χρειάζεται να 
δείξουµε είναι ότι η χ είναι ισοµορφισµός µεταξύ της ℘(Β) και της Dýø Β. 

  Αντίστροφα, για να δείξουµε ότι κάθε δύναµη της Dýø είναι ισοµορφική µε κάποια άλγεβρα 
δυναµοσυνόλου, έστω  Dýø Ι  κάποια δύναµη της  Dýø. Η συνάρτηση  α: ∆ύοI → P(I) που ορίζεται 
ως: 

 
a(f) = {i ∈ I | f(i) = 1}. 

 
είναι ο απαιτούµενος ισοµορφισµός µεταξύ των  Dýø Ι  και  ℘(Ι).▫ 
 

Όπως το παραπάνω θεώρηµα 2.1.5, µπορούµε να αποδείξουµε και ένα αντίστοιχο θεώρηµα 
«αλγεβροποίησης» για την κλάση Σύνολο. 

 
Θεώρηµα 2.1.8. Κλάσεις και εγκυρότητα της προτασιακής λογικής.  (Η κλάση Σύνολο 

µετατρέπει σε αλγεβρική µορφή την Κλασική Εγκυρότητα) Έστω φ και ψ προτασιακοί τύποι / όροι. 
Τότε 

 
⊨C  φ    ανν  Σύνολο⊨ φ ≈ ⊤.     (2.1.8) ▫ 

 
Απόδειξη. Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι η εγκυρότητα των ισοτήτων διατηρείται όταν 

παίρνουµε γινόµενα (και άρα δυνάµεις) και υποάλγεβρες. Χρησιµοποιώντας στην συνέχεια το 
Θεώρηµα 2.1.5 και την Πρόταση 2.1.7 παίρνουµε αυτό που ζητάµε.  ▫ 
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Ως τώρα έχουµε δει την άλγεβρα Dýø και τις άλγεβρες συνόλων, που είναι δύο σκοπιές της 
σηµασιολογίας της προτασιακής λογικής, που ενδιαφέρεται κυρίως για τις ισότητες που προκύπτουν 
µεταξύ των προτάσεων. Τώρα θα δούµε τί γίνεται µε τη συντακτική πλευρά της προτασιακής 
λογικής. 

Έστω λοιπόν ότι δουλεύουµε σε ένα έγκυρο και πλήρες αποδεικτικό σύστηµα της προτασιακής 
λογικής. Έστω ότι µε ⊢C φ δηλώνουµε ότι ο φ είναι θεώρηµα του συστήµατος. Θα λέµε ότι οι τύποι 
φ και ψ είναι αποδεικτικά ισοδύναµοι (provably equivalent), (συβολικά φ ≣C ψ) αν ⊢C φ ↔ ψ. Για 
να αποδείξουµε το ανάλογο συντακτικό θεώρηµα του Θεωρήµατος 2.1.8, θα χρειαστούµε τις 
άλγεβρες Boole, τις οποίες θα ορίσουµε τώρα. 

 
Ορισµός 2.1.9. Άλγεβρες Boole. Έστω ℬ = (Β, +, –, 0) µια άλγεβρα του τύπου οµοιότητας 

Boole. H ℬ καλείται άλγεβρα Boole ανν ικανοποιεί τις ακόλουθες ταυτότητες, (όπου x · y είναι 
συντόµευση για το –(– x +  – y) και το 1 συντόµευση για το –0): 

 
(B0)  x +  y =  x + y                                     x ·  y  =  y · x 
 
(B1)  x + ( y + z ) = ( x + y ) + z                  x · ( y · z ) = ( x · y ) · z 
 
(B2)  x + 0 =  x                                            x · 1 =  x 
 
(B3)  x + ( –x ) =1                                       x · ( –x ) = 0 
 
(B4)  x + ( y · z ) = ( x + y ) · ( x + z )          x · ( y + z ) = ( x · z ) + ( x · z ) 
 

Οι λειτουργίες + και · καλούνται join και meet αντίστοιχα, ενω τα στοιχεία 1 και 0 θα τα 
ονοµάζουµε κορυφή και πάτος. ∆ιατάσουµε τα στοιχεία µιας άλγεβρας Boole ορίζοντας τη σχέση α 
≤ b αν α + b = b ( ή ισοδύναµα, αν a · b = a). ∆οσµένης άλγεβρας Boole ℬ = (B, +, –, 0), το σύνολο 
Β θα καλείται ως συνήθως σύνολο φορέας (carrier set). Καλούµε την κλάση των αλγεβρών Boole 
BA. ▫ 

 
Στην εισαγωγή αναφερθήκαµε σε ένα σηµαντικότατο θεώρηµα που απέδειξε ο Birkhoff 

(Θεώρηµα 1.3.9). Σύµφωνα µε αυτό µια κλάση αλγεβρών που ορίζεται από µια συλλογή ισοτήτων 
µπορεί να χαρακτηριστεί και ως µια ποικιλία. Στη συνέχεια εποµένως µπορούµε να µιλάµε για µια 
ποικιλία αλγεβρών Βoole αντί για µια κλάση αλγεβρών Βoole.    

Εύκολα βλέπουµε ότι η άλγεβρα Dýø και οι άλγεβρες συνόλων είναι ουσιαστικά άλγεβρες 
Βoole. Οι άλγεβρες συνόλων µάλιστα είναι γνωστές και ως συγκεκριµένες άλγεβρες Βoole (concrete 
boolean algebras). 

Ακολουθεί το ανάλογο συντακτικό θεώρηµα του Θεωρήµατος 2.1.8.  
 
Θεώρηµα 2.1.10. Κλάσεις και πληρότητα της προτασιακής λογικής.   (Η κλάση ΒΑ 

µετατρέπει σε αλγεβρική µορφή την εγκυρότητα και πληρότητα της προτασιακής λογικής.) Έστω φ 
και ψ προτασιακοί τύποι / όροι. Τότε 

  
⊢C  φ     ανν    ΒΑ⊨ φ ≈ ⊤.       (2.1.10) ▫ 

 
Απόδειξη.  
(⇒) Η απόδειξη της εγκυρότητας µπορεί εύκολα να δειχτεί µε επαγωγή στο µήκος της τυπικής 

απόδειξης.   
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(⇐) Η απόδειξη της πληρότητας έπεται από τις παρακάτω Προτάσεις 2.1.13. και 2.1.14. ▫ 
 
Για να αποδείξουµε αυτό το αποτέλεσµα πληρότητας, θα πρέπει να δείξουµε ότι κάθε πρόταση, 

που δεν είναι θεώρηµα της κλασικής προτασιακής λογικής, µπορεί να διαψευσθεί σε κάποια άλγεβρα 
Βoole. Οπότε πρέπει να κατασκευάσουµε διαψεύσιµες άλγεβρες, δηλαδή πρέπει να 
κατασκευάσουµε άλγεβρες από σύνολα τύπων, τέτοιες που µέσα τους θα υπάρχει όλη η προτασιακή 
λογική που χρειαζόµαστε. Τέτοιες άλγεβρες υπάρχουν και ονοµάζονται Lindenbaum-Tarski 
άλγεβρες. Στην ουσία πρόκειται για κανονικές άλγεβρες (canonical algebras). 

Πρώτα θα αποδείξουµε ότι η σχέση της αποδεικτικής ισοδυναµίας (provable equivalence) 
είναι µια congruence στην άλγεβρα τύπων. Μια congruence σε µια άλγεβρα είναι ουσιαστικά µια 
σχέση ισοδυναµίας στην άλγεβρα, η οποία σέβεται τις λειτουργίες. Η αποδεικτική ισοδυναµία είναι 
µια τέτοια σχέση.  

 
Πρόταση 2.1.11. Αποδεικτική ισοδυναµία. Η σχέση  ≡C  είναι µια congruence στην άλγεβρα 

προτασιακών τύπων. 
 
Απόδειξη. Πρέπει να αποδείξουµε ότι η  ≡C  είναι σχέση ισοδυναµίας που ικανοποιεί το εξής: 

 
φ  ≡C  ψ µόνο αν ¬φ  ≡C  ¬ψ     (2.1.11.α), 

και 
φ0  ≡C  ψ0  και  φ1 ≡C  ψ1  µόνο αν  (φ0 ∨ φ1 )  ≡C  (ψ0 ∨ ψ1).      (2.1.11.β) 

 
Για να αποδείξουµε ότι η   ≡C  είναι ανακλαστική, πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε τύπο φ, ο τύπος φ 
↔ φ  είναι θεώρηµα του εκάστοτε αποδεικτικού συστήµατος του προτασιακού λογισµού. Όµοια και 
οι ιδιότητες της συµµετρικότητας και µεταβατικότητας. 

Για το (2.1.11.α) υποθέτουµε ότι φ  ≡C  ψ, δηλαδή ότι ⊢C  φ ↔ ψ. Εφόσον όµως εργαζόµαστε 
σε ένα έγκυρο και πλήρες αποδεικτικό σύστηµα του προτασιακού λογισµού, µπορούµε να συνάγουµε 
µε αντιθετοαναστροφή ότι ⊢C  ¬φ  ↔ ¬ψ, και άρα ισχύει το (2.1.11.α). 

Για το (2.1.11.β), πάλι εξαιτίας της εγκυρότητας και της πληρότητας του αποδεικτικού µας 
συστήµατος µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ισχύει. ▫ 

 
Οι κλάσεις ισοδυναµίας που επάγει η σχέση αποδεικτικής ισοδυναµίας, είναι τα βασικά 

εργαλεία για την συνέχεια. Αφού κάθε τέτοια κλάση ισοδυναµίας που επάγει η σχέση  ≡C είναι ένα 
µεγιστικό σύνολο ισοδύναµων τύπων, µπορούµε να κοιτάµε αυτές τις κλάσεις ως προτάσεις. Επειδή 
µάλιστα η  ≡C είναι µια congruence, µπορούµε να ορίσουµε µια αλγεβρική δοµή σε αυτές τις 
προτάσεις. Με αυτό το τρόπο θα ορίσουµε τις άλγεβρες Lindenbaum-Tarski. 

 
Ορισµός 2.1.12. Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski. Έστω Φ σύνολο προτασιακών µεταβλητών. 

Έστω Τύπος(Φ)/ ≡C  το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας που επάγει η  ≡C στο σύνολο των τύπων, 
και για κάθε τύπο φ, έστω [φ] η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει τον φ. Θα λέµε ότι η άλγεβρα 
Lindenbaum – Tarski για αυτή τη γλώσσα είναι η δοµή 

 
ℒC(Φ)  :=  ( Τύπος(Φ)/ ≡C,  +, –, 0), 

 
όπου τα +, – και 0 ορίζονται ως εξής: [φ] + [ψ] := [φ∨ψ],  –[φ] := [¬φ] και 0 := [⊥]. Θα έπρεπε να 
γράφουµε [φ]Φ αντί για [φ], αφού η κλάση congruence εξαρτάται από το σύνολο Φ των 
προτασιακών µεταβλητών, αλλά κάτι τέτοιο συνήθως παραλείπεται. ▫ 
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Είναι εµφανές ότι η δοµή µιας άλγεβρας Lindenbaum-Tarski εξαρτάται µόνο από την 
πληθικό-τητα του συνόλου Φ των προτασιακών µεταβλητών. Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι πράγµατι 
αυτές οι άλγεβρες είναι ένα κανονικό αλγεβρικό µοντέλο, δηλαδή µας δίνουν αντιπαράδειγµα για 
κάθε πρόταση που δεν είναι θεώρηµα της προτασιακής λογικής. Στην συνέχεια πρέπει να δείξουµε 
ότι είναι αντιπαραδείγµατα του σωστού είδους, δηλαδή πρέπει να δείξουµε ότι κάθε άλγεβρα 
Lindenbaum-Tarski είναι και άλγεβρα Boole. 

 
Πρόταση 2.1.13. Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski και διαψευσιµότητα. Έστω φ προτασιακός 

τύπος, και Φ σύνολο προτασιακών µεταβλητών µεγέθους όχι µικρότερου του αριθµού των 
προτασιακών µεταβλητών που εµφανίζονται στον φ. Τότε 

 
⊢C   φ    ανν     ℒC(Φ) ⊨ φ ≈ ⊤.        (2.1.13.α) 

 
Απόδειξη. Αρχικά θα υποθέσουµε ότι το Φ περιέχει όλες τις µεταβλητές που εµφανίζονται 

στον φ. 
(⇐) Έστω ότι ο φ δεν είναι θεώρηµα της κλασικής προτασιακής λογικής. Από αυτό µπορούµε 

να συµπεράνουµε ότι οι τύποι φ και ⊤, δεν µπορούν να αποδειχτούν ισοδύναµοι, άρα [φ] ≠ [⊤]. 
Πρέπει να βρούµε µια ανάθεση στην  ℒC(Φ)  που να δηµιουργεί ένα αντιπαράδειγµα στην 
εγκυρότητα του φ. Υπάρχει ένας προφανής υποψήφιος, η ανάθεση ι που ορίζεται από τον τύπο ι(p) 
= [p]. Μπορούµε έυκολα να αποδείξουµε µε επαγωγή στην πολυπλοκότητα του τύπου ότι ι~  (ψ) = 
[ψ], για όλους τους τύπους ψ που χρησιµοποιούν µεταβλητές από το σύνολο Φ. Από την υπόθεσή 
µας όµως έχουµε:  

 
ι~ (φ) = [φ] ≠ [⊤] = 1  (2.1.13.β) 

 
που είναι ακριβώς αυτό που χρειαζόµαστε. 
  

(⇒) Άν ⊢C  φ , τότε ισχύει ι~ (φ) = [φ] = [⊤] = 1. Τώρα όµως δεν µας αρκεί µόνο η ανάθεση ι. 
Πρέπει να δείξουµε ότι για τυχούσα ανάθεση θ,  θ~ (φ) = [⊤]. 

Έστω εποµένως θ τυχούσα ανάθεση, η οποία αναθέτει µια κλάση ισοδυναµίας (που επάγει η 
σχέση ≡C) σε κάθε προτασιακή µεταβλητή. Για κάθε µεταβλητή p, παίρνουµε έναν 
αντιπροσωπευτικό τύπο ρ(p) στην κλάση ισοδυναµίας θ(p), δηλαδή έχουµε θ(p) = [ρ(p)]. Μπορούµε 
να δούµε την ρ, ως µια συνάρτηση που αναθέτει τύπους σε προτασιακές µεταβλητές. Με άλλα λόγια 
η ρ είναι µια αντικατάσταση. Έστω ότι µε ρ(ψ) συµβολίζουµε αυτήν την αντικατάσταση πάνω στον 
τύπο ψ. Μπορούµε εύκολα, µε µια επαγωγή στην πολυπλοκότητα του τύπου, να δείξουµε ότι για 
κάθε τύπο ψ: 

 
θ~ (φ)  =  [ρ(ψ)].       (2.1.13.γ) 

 
Η συλλογή όµως των προτασιακών θεωρηµάτων είναι κλειστή για οµοιόµορφες 

αντικαταστάσεις, σε οποιοδήποτε έγκυρο και πλήρες αποδεικτικό σύστηµα. Αυτή η ιδιότητα 
κλειστότητας µας εξασφαλίζει ότι ο τύπος ρ(φ) είναι θεώρηµα, και άρα ρ(φ)  ≡C  ⊤ ή ισοδύναµα 
[ρ(φ)]  =  [⊤].  Αλλά τότε από την (2.1.13.γ) έχουµε 

 
θ~ (φ)  =  [⊤],     (2.1.13.δ) 

 
το οποίο είναι ακριβώς ό,τι χρειαζόµασταν για να δείξουµε ότι   ℒC(Φ)  ⊨  φ. ▫ 
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Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι η ℒC(Φ) είναι άλγεβρα Boole.  
 
 Πρόταση 2.1.14. Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski και Άλγεβρες Boole.  Για κάθε σύνολο 

προτασιακών µεταβλητών Φ,  η ℒC(Φ)  είναι άλγεβρα Boole. 
 
Απόδειξη. Αυτό που θα κάνουµε είναι για ένα τυχαίο σύνολο προτασιακών µεταβλητών θα 

δείξουµε ότι όλες οι ταυτότητες (Β0)-(Β4) ισχύουν στην ℒC(Φ). ▫ 
 
Ως τώρα είδαµε ότι τα αξιώµατα τις προτασιακής λογικής µπορούµε να τα «αλγεβροποιή-

σουµε» σε µια κλάση αλγεβρών, που δεν είναι άλλη από την ποικιλία των αλγεβρών Boole. Είδαµε 
επίσης ότι οι άλγεβρες Lindenbaum-Tarski, ενεργούν ως κανονικοί αντιπρόσωποι της κλάσης των 
αλγεβρών Boole. 

To θεώρηµα 2.1.8 µας λέει ότι οι ταυτολογίες µπορούν να ιδωθούν ως έγκυρες ισότητες µιας 
άλγεβρας συνόλων: 

 
⊨C  φ    ανν  Σύνολο ⊨ φ ≈ ⊤. 

 
Από την άλλη στο θεώρηµα 2.1.10 βρήκαµε την αλγεβρική σηµασιολογία της κλασικής 

προτασιακής απόδειξης: 
 

⊢C  φ     ανν    ΒΑ ⊨ φ ≈ ⊤. 
 
Αλλά το θεώρηµα εγκυρότητας και πληρότητας της προτασιακής λογικής µας λέει ότι τα ⊨C 

και ⊢C  είναι ισοδύναµα. Η ερώτηση εποµένως που άµεσα προκύπτει είναι αν υπάρχει κάποιο 
ανάλογο αλγεβρικό θεώρηµα του θεωρήµατος εγκυρότητας και πληρότητας της προτασιακής λογικής. 
Η απάντηση είναι ότι υπάρχει, και το όνοµα του είναι το Θεώρηµα αναπαράστασης του Stone.    

 
Θεώρηµα 2.1.15 Θεώρηµα Stone αναπαράστασης. Κάθε άλγεβρα Boole είναι ισοµορφική µε 

µια άλγεβρα συνόλων. 
 
Απόδειξη. Μια πιο λεπτοµερής διατύπωση καθώς και η απόδειξη του θεωρήµατος θα γίνουν 

σε επόµενες σελίδες της εργασίας σαν Θεώρηµα 2.3.4. ▫  
 
Αυτό που ουσιαστικά µας ενδιαφέρει εδώ είναι οι λογικές προεκτάσεις του θεωρήµατος. 

Ουσιαστικά πρόκειται για το κλειδί της ασθενούς πληρότητας της κλασικής προτασιακής λογικής. 
 
Θεώρηµα 2.1.16 Εγκυρότητα και ασθενής Πληρότητα. Για κάθε τύπο φ, ο φ είναι έγκυρος 

ανν ο φ είναι θεώρηµα. 
 
Απόδειξη. Το πόρισµα έπεται άµεσα από τα παραπάνω, αφού από το θεώρηµα της Stone 

αναπαράστασης, οι ισότητες που είναι έγκυρες στο Σύνολο πρέπει να συµπίπτουν µε εκείνες που 
είναι έγκυρες στη ΒΑ. ▫ 
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2.2. Άλγεβρα και τροπική λογική. 
 
Όπως είδαµε στα προηγούµενα, η βασική αρχή της αλγεβρικής λογικής είναι οτι µπορούµε να 

επεξεργαζόµαστε τους τύπους µιας λογικής γλώσσας ως όρους µιας αλγεβρικής γλώσσας. Ας 
ορίσουµε εδώ τις αλγεβρικές γλώσσες που θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια. 

 
Ορισµός 2.2.1. Αλγεβρικός τύπος οµοιότητας. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας. Ο 

αντίστοιχος αλγεβρικός τύπος οµοιότητας Fτ, περιέχει ως συναρτησιακά σύµβολα όλους τους 
τροπικούς τελεστές, µαζί µε τα σύµβολα Boole ∨ (διµελές), ¬ (µονοµελές) και ⊥ (σταθερά). Έστω 
ένα σύνολο µεταβλητών Φ, το Όροιτ(Φ) θα συµβολίζει τη συλλογή των Fτ-όρων πάνω στο Φ. ▫ 

 
Αντί για άλγεβρες Boole που χρησιµοποιήσαµε για να «αλγεβροποιήσουµε» την κλασική 

προτασιακή λογική, για την τροπική λογική θα χρησιµοποιήσουµε άλγεβρες Boole µε τελεστές ή 
ΒΑΤ. Ας δώσουµε το γενικό ορισµό µιας τυχούσας ΒΑΤ:  

 
Ορισµός 2.2.2. Άλγεβρες Boole µε Τελεστές ή ΒΑΤ. Έστω τ = (Ο, ρ) ένας τροπικός τύπος 

οµοιότητας. Μια άλγεβρα boole µε τ-τελεστές είναι µια άλγεβρα  
 

ℬ = (B, +, –, 0,  f△)△∈τ 
 
τέτοια που η (B, +,  –,  0) είναι άλγεβρα  Boole και κάθε f△είναι τελεστής µε πλήθος ορισµάτων 
ρ(△). ∆ηλαδή, το f△ είναι µια λειτουργία που ικανοποιεί τα εξής: 
 
(κανονικότητα, normality) f△(b1, …, bρ(△) ) = 0, όποτε bi = 0 για κάποιο i όπου :  0 < i ≤  ρ(△), και 
 
(προσθετικότητα, additivity) για κάθε 0 < i ≤ ρ(△), 
f△(b1, …, bi+ b’i, …, bρ(△))  =  f△(b1, …, bi, …, bρ(△))  +  f△(b1, …, b’i, …, bρ(△)). 
 
Όταν ο τροπικός τύπος οµοιότητας ειναι δεδοµένος ή προκύπτει άµεσα απο τα προηγούµενα , απλά 
θα αναφερόµαστε σε άλγεβρες Boole µε τελεστές, ή ΒΑΤ. ▫   

 
Προφανώς, το κοµµάτι της άλγεβρας Boole που έχουµε στον ορισµό, το χρειαζόµαστε για να 

τακτοποιήσουµε τους προτασιακούς συνδέσµους. Ποιός είναι όµως ο ρόλος που παίζουν οι 
συνθήκες κανονικότητας και προσθετικότητας. Ας πάρουµε ένα µονοµελή τελεστή f. Οι δύο συνθήκες 
γράφονται τώρα ως εξής: 

 
                                                                  f(0) = 0, 
                                                            f(x + y) = f x +f y. 
 

Οι ισότητες αυτές αντιστοιχούν στους παρακάτω τροπικούς τύπους: 
 

                                                   ⋄⊥ ↔ ⊥, 
                                            ⋄(p ∨ q) ↔ ⋄p  ∨ ⋄q, 

 
οι οποίοι είναι και οι δύο τροπικές ταυτολογίες. Μπορούν µάλιστα να χρησιµοποιηθούν για να 
αξιωµατικοποιήσουν την ελαχιστική κανονική λογική Κ. Παρατηρούµε εποµένως ότι και σε αυτό το 
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σηµείο, οι αλγεβρικοί τελεστές µας είναι καλά ορισµένοι, αφού οι ιδιότητες που τους ορίζουν είναι 
θεµελιώδεις για την τροπική λογική. 

Ο επόµενος τύπος ΒΑΤ θα παίξει κεντρικό ρόλο στην εργασία µας, και αυτός δεν είναι άλλος 
από τις πολύπλοκες άλγεβρες (complex algebras). Οι δοµές αυτές κάνουν χρήση της λειτουργίας που 
επιτελεί ο n-µελής τελεστής mR, ο οποίος σε δοσµένη (n+1)-µελή σχέση R στο σύνολο W ορίζεται 
ως εξής στο δυναµοσύνολο P(W) του W: 

 
MR (X1,…,Xn)  := { w ∈ W | υπάρχει w1, …, wn τέτοιο που Rww1…wn και wi ∈ Xi για κάθε i }. 

 
Ο ορισµός για τις πολύπλοκες άλγεβρες έχει ως εξής: 
 
Ορισµός 2.2.3. Πολύπλοκες Άλγεβρες. Έστω τ ένας τροπικός τύπος οµοιότητας, και 

ℱ=(W,R△)△∈τ ένα τ-πλαίσιο. Η πλήρως πολύπλοκη άλγεβρα (full complex algebra) του ℱ 
(συµβολικά ℱ+), είναι η επέκταση της άλγεβρας δυναµοσυνόλων ℘(W) µε τις λειτουργίες mR△ για 
κάθε τελεστή △ στον τ. Μια πολύπλοκη άλγεβρα είναι µια υποάλγεβρα µιας πλήρους πολύπλοκης 
άλγεβρας. Αν Κ είναι µια κλάση πλαισίων, τότε συµβολίζουµε την κλάση των πλήρως πολύπλοκων 
αλγεβρών πλαισίων  στην Κ, µε CmK. ▫ 

 
Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι οι πολύπλοκες άλγεβρες είναι ουσιαστικά άλγεβρες συνόλων, 

στις οποίες έχουµε προσθέσει τις λειτουργίες mR. Για µια διµελή σχέση R, η µονοµελής λειτουργία 
mR, µας δίνει το σύνολο όλων των καταστάσεων που «βλέπουν» µια κατάσταση σε ένα δοσµένο 
υποσύνολο Χ του σύµπαντος: 

 
mR(X) = {y ∈ W | υπάρχει ένα x ∈ X τέτοιο που Ryx}. 

 
Για µια σχέση µε πλήθος ορισµάτων n+1, η n-µελής λειτουργία mR αναθέτει µια n-άδα από 

υποσύνολα του σύµπαντος, στο σύνολο όλων των καταστάσεων που «βλέπουν» µια n-άδα από 
καταστάσεις, καθεµιά από τις οποίες ανήκει στο αντίστοιχο υποσύνολο. Έπεται ότι όταν έχουµε ένα 
µοντέλο και µε V~ (φ) δηλώσουµε το σύνολο των καταστάσεων όπου ο φ γίνεται αληθής, τότε  

 
V~ (△(φ1, ..., φn)) = mR△(V~ (φ1), ..., V

~ (φn)). 
 
Αν θεωρήσουµε ότι οι άλγεβρες συνόλων «µοντελοποιούν» τις προτάσεις, ως σύνολα κάποιων 

πιθανών κόσµων, τότε προσθέτοντας τις mR λειτουργίες, έχουµε «µοντελοποιήσει» την ιδέα ότι ένας 
κόσµος µπορεί να έχει πρόσβαση στις πληροφορίες ενός άλλου κόσµου. Με άλλα λόγια έχουµε 
ορίσει µια κλάση αλγεβρών η οποία παρουσιάζει µε ένα φυσικό τρόπο την τροπική έννοια της 
προσβασιµότητας µεταξύ των καταστάσεων του σύµπαντος. 

Ένα τρόπο για το πώς συνδέονται οι πολύπλοκες άλγεβρες µε τις τυχούσες BAT, µας δίνει η 
επόµενη πρόταση. 

 
Πρόταση 2.2.4. Πολύπλοκες άλγεβρες και ΒΑΤ. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και ℱ = 

(W, R△)△∈τ ένα τ-πλαίσιο. Τότε ℱ+ είναι άλγεβρα Boole µε τ-τελεστές. ▫ 
 
Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι οι λειτουργίες mR είναι κανονικές και προσθετικές.▫ 
 
Υπάρχει και ένας άλλος σύνδεσµος µεταξύ των πολύπλοκων αλγεβρών και των ΒΑΤ. Όπως 

θα δούµε παρακάτω, οι πολύπλοκες άλγεβρες είναι για τις ΒΑΤ, ότι είναι οι άλγεβρες συνόλων για 
τις άλγεβρες Boole: κάθε τυχούσα άλγεβρα Boole µε τελεστές έχει µια συνολοθεωρητική 
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αναπαράσταση, γιατί κάθε άλγεβρα Boole µε τελεστές είναι ισοµορφική µε µια πολύπλοκη άλγεβρα. 
Χρειάζεται όµως πολλή δουλειά για να φτάσουµε ως εκεί. 

Στην συνέχεια θα ορίσουµε την ερµηνεία των τ-όρων και της ισότητας, στις τυχαίες άλγεβρες 
Boole µε τ-τελεστές. Όπως και στην προτασιακή λογική, τα πράγµατα και εδώ είναι απλά. Μια 
ανάθεση µας λέει τι γίνεται µε τις αληθοτιµές των µεταβλητών, και µετά αναδροµικά ορίζουµε τη 
σηµασία του κάθε όρου. 

 
Ορισµός 2.2.5. Ερµηνεία τ-όρων. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας και Φ σύνολο 

µεταβλητών. Ας υποθέσουµε ότι  ℬ=(B, +, –, 0, f△)△∈τ, είναι άλγεβρα Βoole µε τ-τελεστές. Μια 
ανάθεση για το Φ είναι µια συνάρτηση θ: Φ → Α. Μπορούµε να επεκτείνουµε την θ, µε ένα 
µοναδικό τρόπο σε µια συνάρτηση σηµασίας, θ~ : Όροιτ(Φ) → Α, που ικανοποιεί τα εξής: 

 
                                                    θ~ (p ) = θ(p), για κάθε p ∈ Φ, 
                                                    θ~ (⊥) = 0, 
                                                   θ~ (¬s ) = –θ~ (s ), 
                                               θ~ (s ∨ t ) = θ~ (s ) +θ~ (t ), 
                                   θ~ ( △( s1, …, sn)) = f△(θ~ (s1), …, θ~ (sn )). 
 
Έστω s ≈ t µια τ-ισότητα. Θα λέµε ότι η s ≈ t είναι αληθής στην ℬ (συµβολικά ℬ ⊨ s ≈ t), 

αν για κάθε ανάθεση θ: θ~ (s)  = θ~ (t). ▫ 
 
Τί γίνεται όµως όταν ℬ είναι µια πολύπλοκη άλγεβρα ℱ+. Αφού τα στοιχεία της ℱ+ είναι 

υποσύνολα του δυναµοσυνόλου P(W) του σύµπαντος W του ℱ, οι αναθέσεις θ είναι απλές 
συνηθισµένες τροπικές αποτιµήσεις. Τα συµπεράσµατα αυτής της παρατήρησης παρουσιάζονται 
στην ακόλουθη πρόταση. 

 
Πρόταση 2.2.6. Ερµηνεία πολύπλοκων αλγεβρών. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, φ τ-

τύπος, ℱ τ-πλαίσιο, θ µια ανάθεση (ή αποτίµηση) και w ένα σηµείο στο ℱ. Τότε 
 
                                    (ℱ, θ), w ⊩ φ      ανν     w ∈ θ~ (φ ),         (2.2.6.α) 

     ℱ  ⊩ φ           ανν      ℱ+ ⊩ φ ≈ ⊤ ,   (2.2.6.β) 
                             ℱ+ ⊩ φ ≈  ψ       ανν     ℱ+ ⊩ φ ↔ ψ .     (2.2.6.γ) 
 
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρώτη συνθήκη για τον βασικό τροπικό τύπο οµοιότητας. Οι 

δύο επόµενες είναι άµεσα συµπεράσµατα της πρώτης συνθήκης και των ορισµών. 
Έστω φ, ℱ και θ όπως στην πρόταση. Θα αποδείξουµε την (2.2.6.α), για όλα τα w, µε 

επαγωγή στην πολυπλοκότητα του φ. Το µόνο ενδιαφέρον σηµείο είναι η περίπτωση του τροπικού 
τελεστή στο επαγωγικό βήµα. Υποθέτουµε ότι ο φ είναι της µορφής ◇ψ. Η βασική παρατήρηση 
είναι ότι: 

 
θ~ (◇ψ) = mR◇ (θ

~ (ψ)).    (2.2.6.δ) 
 

Άρα έχουµε: 
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(ℱ, θ), w ⊩ φ  ανν   ∃v  τ.π  R◇wv και (ℱ, θ), v ⊩ φ  
                        ανν   ∃v  τ.π  R◇wv και  v ∈ θ~ (ψ)   [Ε.Υ] 
                        ανν   w ∈  mR◇ (θ

~ (ψ)) 
                        ανν   w ∈ θ~ (◇ψ).  [(2.2.6.δ)]  ▫ 
 
Την προηγούµενη πρόταση µπορούµε εύκολα να τη δούµε και στο επίπεδο των κλάσεων 

πλαισίων και πολύπλοκων αλγεβρών. Το ακόλουθο θεώρηµα είναι το τροπικό ανάλογο του 
θεωρήµατος 2.1.8 και µας λέει ότι κλάσεις πολύπλοκων αλγεβρών «αλγεβροποιούν» την τροπική 
σηµασιολογία.   

 
Θεώρηµα 2.2.7. Κλάσεις πολύπλοκων αλγεβρών και εγκυρότητα της προτασιακής λογικής. 

Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, φ και ψ τ-τύποι, και Κ κλάση τ-πλαισίων. Τότε 
 
                                           Κ ⊩φ           ανν     CmK ⊩ φ ≈ ⊤ ,  (2.2.7.α) 
                                     CmK ⊩φ ≈  ψ    ανν          K ⊩ φ ↔ ψ .  (2.2.7.β) 
 

Απόδειξη. Άµεση από την προηγούµενη πρόταση. ▫ 
 
Το παραπάνω θεώρηµα µας επιτρέπει να δούµε την ισοδυναµία που υπάρχει µεταξύ της 

τροπικής λογικής ΛΚ µιας κλάσης πλαισίων Κ (δηλαδή του συνόλου των τύπων που είναι έγκυροι σε 
κάθε πλαίσιο ℱ ∈ Κ) και της θεωρίας ισοτήτων (equational theory) της κλάσης CmK των 
πολύπλοκων αλγεβρών από πλαίσια στην Κ (δηλαδή το σύνολο των ισοτήτων {s ≈ t| ℱ+⊨ s ≈ t, για 
κάθε ℱ ∈ Κ}). 

Ως τώρα κατασκευάσαµε µια αλγεβρική προσέγγιση της σηµασιολογίας της τροπικής λογικής, 
µε όρους πολύπλοκων αλγεβρών. Αυτές οι πολύπλοκες άλγεβρες, που ουσιαστικά είναι συµπαγείς 
άλγεβρες Boole µε τελεστές, γενικεύουν στις τροπικές γλώσσες την ιδέα των προτασιακών αλγεβρών 
που δίνουν οι άλγεβρες συνόλων. Μάλιστα, οι πολύπλοκες άλγεβρες περιέχουν όλες τις πληροφορίες 
για τις κανονικές τροπικές λογικές που περιέχουν και τα πλαίσια. Οπότε αντί για πλαίσια µπορούµε 
να χρησιµοποιούµε πολύπλοκες άλγεβρες. 

Για την «αλγεβροποίηση» των τροπικών αξιωµάτων, θα δουλέψουµε όπως και πριν. Θα 
δούµε ουσιαστικά ότι το αλγεβρικό ισοδύναµο µιας λογικής, είναι µια κλάση αλγεβρών µε ισότητες 
(equational class of algebras). Θα χρειαστούµε τον επόµενο ορισµό: 

 
Ορισµός 2.2.8. Κλάση VΣ. ∆οθέντος τύπου φ, έστω φ≈ η ισότητα φ ≈ ⊤, και τ ένας τροπικός 

τύπος οµοιότητας. Για ένα σύνολο τ-τύπων Σ, ορίζουµε την VΣ να είναι η κλάση των αλγεβρών 
Boole, µε τ-τελεστές, στην οποία το σύνολο Σ≈ = {σ≈ | σ ∈ Σ}, είναι έγκυρο. ▫ 

 
Το αλγεβρικό θεώρηµα πληρότητας της τροπικής λογικής είναι το ανάλογο του θεωρήµατος 

2.1.10. Έχουµε:  
 
Θεώρηµα 2.2.9. Κλάση VΣ και πληρότητα της προτασιακής λογικής.  Έστω τ τροπικός 

τύπος οµοιότητας, και Σ σύνολο τ-τύπων. Τότε η ΚτΣ (η κανονική τροπική τ-λογική που 
αξιωµατικοποιείται απο το Σ), είναι έγκυρη και πλήρης ως προς την VΣ . ∆ηλαδή, για κάθε τύπο φ 
έχουµε 

 
⊢ ΚτΣ  φ    ανν   VΣ  ⊨  φ≈. 
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Απόδειξη. Η εγκυρότητα προκύπτει όπως και στο θεώρηµα 2.1.10. Η πληρότητα θα 
προκύψει από τα παρακάτω Θεωρήµατα 2.2.14 και 2.2.15 ▫ 

 
Σαν ένα πόρισµα της εγκυρότητας του παραπάνω θεωρήµατος, έχουµε ότι VKτΣ = VΣ, για κάθε 

σύνολο τύπων Σ. Στην συνέχεια θα µπορούµε αντί για σύνολα αξιωµάτων να δουλεύουµε µε λογικές 
στην θέση τους. 

Για να αποδείξουµε την πληρότητα του θεωρήµατος 2.2.9 χρειαζόµαστε την αντίστοιχη 
τροπική εκδοχή των αλγεβρών Lindenbaum-Tarski. Όπως και στις προτασιακές γλώσσες, θα 
κατασκευάσουµε µια άλγεβρα πάνω από το σύνολο των τύπων έτσι που η σχέση της αποδεικτικής 
ισοδυναµίας µεταξύ δύο τύπων να είναι σχέση congruence. Η διαφορά είναι ότι δεν έχουµε µία 
µόνο σχέση αποδεικτικής ισοδυναµίας αλλά πολλές, αφού θέλουµε να ορίσουµε την έννοια της 
Lindenbaum-Tarski άλγεβρας για τυχούσες κανονικές τροπικές λογικές. Χρειαζόµαστε δύο ορισµούς 
και µια πρόταση πριν ορίσουµε τις άλγεβρές µας. Έχουµε: 

 
Ορισµός 2.2.10. Άλγεβρες τύπων τροπικής λογικής. Έστω τ αλγεβρικός τύπος οµοιότητας, 

και Φ σύνολο προτασιακών µεταβλητών. Η άλγεβρα τύπων του τ πάνω στο Φ είναι η άλγεβρα 
Tupos(τ, Φ) = (Τύπος (τ, Φ), +, −, ⊥, f△)△∈τ, όπου τα +, −  και ⊥ έχουν οριστεί στον Ορισµό 2.1.3, 
ενώ για κάθε τροπικό τελεστή △, η λειτουργία f△ ορίζεται ως 

 
f△(t1, …, tn)  = △(t1, …, tn). ▫ 

  
Πρέπει να παρατηρήσουµε τον διπλό ρόλο του συµβόλου △ στον ορισµό. Στο δεξιό µέρος 

της ισότητας, το △ είναι το σταθερό κοµµάτι του όρου △(t1, …, tn), ενώ στο αριστερό µέρος έχει 
έναν πιο δυναµικό ρόλο στην ερµηνεία  f△ του συµβόλου της λειτουργίας △. 

Θα χρειαστούµε και έναν ορισµό για την ισοδυναµία modulo Λ: 
 
Ορισµός 2.2.11. Ισοδυναµία modulo Λ. Έστω τ ένας τροπικός τύπος οµοιότητας, Φ ένα 

σύνολο προτασιακών µεταβλητών και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική. Ορίζουµε το  ≡Λ  ως τη 
διµελή σχέση µεταξύ τ-τύπων (στο Φ) ως εξής: 

 
φ  ≡Λ  ψ     ανν     ⊢Λ   φ ↔ ψ. 

 
Αν φ  ≡Λ  ψ, λέµε ότι τα φ και ψ είναι ισοδύναµα modulo Λ. ▫ 
Η επόµενη πρόταση µας δείχνει µια κεντρική ιδιότητα της ισοδυναµίας modulo Λ την οποία θα 
χρησιµοποιήσουµε παρακάτω. 

 
Πρόταση 2.2.12. Ισοδυναµία modulo Λ και congruence σχέσεις.  Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, Φ ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητών και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική. Τότε η ≡Λ 
είναι µια congruence σχέση στο Tupos(τ,Φ). 

 
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρόταση για τον βασικό τροπικό τύπο οµοιότητας. Πρώτα 

πρέπει να αποδείξουµε ότι η  ≡Λ είναι σχέση ισοδυναµίας, το οποίο είναι σχεδόν προφανές. Στην 
συνέχεια πρέπει να δείξουµε ότι η  ≡Λ είναι µια congruence σχέση στην άλγεβρα τύπων, δηλαδή 
πρέπει να δείξουµε ότι η  ≡Λ έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

 
                                  φ0 ≡Λ ψ0  ⋀  φ1 ≡Λ  ψ1  ⇒   φ0 ⋁ φ1 ≡Λ φ0 ⋁ ψ1, 

                               φ ≡Λ  ψ ⇒ ¬φ  ≡Λ  ¬ψ,                   (2.2.12) 
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                                                          φ  ≡Λ ψ ⇒ ◇φ  ≡Λ ◇ψ.  
 
Οι δύο πρώτες ιδιότητες έπονται εύκολα από την προτασιακή λογική, ενώ η τρίτη είναι άµεσο 

πόρισµα του εξής απλού Λήµµατος: Για κάθε κανονική λογική Λ, αν ⊢Λ φ↔φ τότε  ⊢Λ ◇φ↔◇φ  ▫ 
 
Με τη βοήθεια της παραπάνω πρότασης, µπορούµε να ορίσουµε την Lindenbaum-Tarski 

άλγεβρα οποιασδήποτε κανονικής τροπικής λογική. Απλά την ορίζουµε να είναι η άλγεβρα πηλίκου 
της άλγεβρας τύπων πάνω στην σχέση congruence  ≡Λ. 

 
Ορισµός 2.2.13. Τροπικές Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότη-

τας, Φ σύνολο προτασιακών µεταβλητών, και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική σε αυτήν την γλώσ-
σα. Η Lindenbaum – Tarski άλγεβρα της Λ πάνω στο σύνολο των γεννητόρων Φ, είναι η δοµή 

 
ℒΛ(Φ) := ( Τύπος(τ,Φ)/ ≡Λ, +, –,  f△), 

 
όπου οι λειτουργίες  +, –  και f△ ορίζονται ως εξής: 
 

 [φ] + [ψ]  :=  [φ ∨ ψ], 
                                                 −[φ]  :=  [¬φ],                                  (2.2.13)    

f△([φ1], ..., [φn])  :=  [△(φ1, ..., φn)], 
 

όπου για µονοµελή διαµάντια η τελευταία πρόταση γράφεται:  f◇[φ] := [◇φ]. ▫  
 

Όπως στη προτασιακή λογική, θα αποδείξουµε ότι οι Lindenbaum-Tarski άλγεβρες παρέχουν 
κανονικά αντιπαραδείγµατα για την εγκυρότητα των προτάσεων που δεν είναι θεωρήµατα της Λ στη 
VΛ. 

Έχουµε την ακόλουθη πρόταση: 
 
Πρόταση 2.2.14. Τροπικές Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski και διαψευσιµότητα.  Έστω τ 

τροπικός τύπος οµοιότητας, και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική. Έστω φ κάποιος προτασιακός 
τύπος, και Φ ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητών µεγέθους όχι µικρότερου από τον αριθµό των 
προτασιακών µεταβλητών που εµφανίζονται στον φ. Τότε 

 
⊢Λ φ   ανν   ℒΛ(Φ) ⊨ φ≈.   (2.2.14) 

 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη µε την απόδειξη της πρότασης 2.1.13. ▫ 
 
Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι οι τροπικές Lindenbaum-Tarski άλγεβρες είναι άλγεβρες Boole 

µε τελεστές, δηλαδή πρέπει να δείξουµε ότι η Lindenbaum-Tarski άλγεβρα οποιασδήποτε κανονικής 
τροπικής λογικής Λ ανήκει στη VΛ. 

 
Πρόταση 2.2.15. Τροπικές Άλγεβρες Lindenbaum–Tarski και ΒΑΤ. Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική. Τότε για κάθε σύνολο προτασιακών µεταβλητών Φ,  
ℒΛ(Φ) ∈ VΛ. 

 
Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι η ℒΛ(Φ) ∈ VΛ, είναι µια άλγεβρα Boole µε τ-τελεστές. 

Μόλις γίνει αυτό το θεώρηµα θα αποδεικνύεται άµεσα από την πρόταση 2.2.14. Το ότι η ℒΛ(Φ) ∈ 



 36

VΛ, είναι άλγεβρα Boole, είναι εύκολο να το δούµε. To µόνο που µένει να δείξουµε είναι ότι οι 
τροπικότητες όντως δηµιουργούν τους τ-τελεστές. 

Ας υποθέσουµε ότι ο τ περιέχει ένα διαµάντι ◇. Ας αποδείξουµε την προσθετικότητα 
(additivity) του f◇. Πρέπει να δείξουµε ότι 

 
f◇(a + b)  =  f◇a  +  f◇b, 

 
για τυχαία στοιχεία a ,b ∈ ℒΛ(Φ). Έστω a, b τέτοια στοιχεία. Από τον ορισµό υπάρχουν τύποι φ 
και ψ τέτοιοι που a = [φ] και b = [ψ]. Τότε  
 

f◇(a + b)  =  f◇([φ] + [ψ])  =   f◇([φ ∨ ψ])  =  [◇(φ ∨ ψ)] 
ενώ 
 

f◇a  + f◇b  =  f◇([φ]) +  f◇([ψ])  =  [◇φ] + [◇ψ])  =  [◇φ ∨ ◇ψ)]. 
 

Έυκολα µπορούµε να δείξουµε ότι 
 

⊢Λ ◇(φ ∨ ψ) ↔ (◇φ ∨ ◇ψ), 
 
και εποµένως έπεται ότι  [◇(φ ∨ ψ)] = [◇φ ∨ ◇ψ]. ▫ 

 
Σαν πόρισµα των παραπάνω µπορούµε να πάρουµε ότι οι τροπικές λογικές είναι πάντα 

πλήρεις ως προς την ποικιλία των αλγεβρών Boole µε τελεστές, όπου τα αξιώµατά τους είναι έγκυρα. 
Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε το τί συµβαίνει στη σχεσιακή σηµασιολογία, όπου οι τροπικές λογικές 
δεν χρειάζεται να είναι πλήρεις ως προς την κλάση των πλαισίων που αυτές ορίζουν.  

Το πόρισµα είναι ενδιαφέρον αλλά δεν είναι ακριβώς αυτό που ζητούσαµε, γιατί αποδεικνύει 
πληρότητα ως προς τυχούσες ΒΑΤ και όχι ως προς πολύπλοκες άλγεβρες. Έµεις θέλουµε πληρότητα 
ως προς κλάσεις πολύπλοκων αλγεβρών, γιατί αυτές είναι που περιέχουν όλες τις πληροφορίες που 
δίνει και η εγκυρότητα πλαισίων. 

Τη λύση έρχεται να δώσει το θεώρηµα Jónsson – Tarski, το οποίο µας λέει ότι κάθε άλγεβρα 
Boole µε τελεστές είναι ισοµορφική µε µια πολύπλοκη άλγεβρα, και οπότε µας βεβαιώνει ότι 
µπορούµε να αναπαραστήσουµε την Lindenbaum-Tarski άλγεβρα οποιασδήποτε κανονικής 
τροπικής λογικής Λ ως µια πολύπλοκη άλγεβρα. Επειδή µάλιστα οι πολύπλοκες άλγεβρες σχετίζονται 
µε τη σχεσιακή σηµασιολογία, θα µπορέσουµε να ερευνήσουµε την πληρότητα πλαισίων αλγεβρικά. 

 

2.3. Το θεώρηµα Jónsson – Tarski. 
 
Ως τώρα ξέρουµε ότι παίρνοντας την πολύπλοκη άλγεβρα ενός πλαισίου έχουµε κατασκευάσει 

την ΒΑΤ του. Τώρα θα δόυµε πως θα κατασκευάσουµε ένα πλαίσιο από µια ΒΑΤ, παίρνοντας το 
πλαίσιο υπερφίλτρων της άλγεβρας. Αυτή η λειτουργία ουσιαστικά γενικεύει δύο άλλες κατασκευές.  
Η µία είναι το να πάρουµε την επέκταση των υπερφίλτρων ενός µοντέλου, και η άλλη είναι να 
κατασκευάσουµε το κανονικό πλαίσιο που σχετίζεται µε µια κανονική τροπική λογική. 

Η καινούρια µας κατασκευή θα µας οδηγήσει στο θεώρηµα αναπαράστασης που επιθυµούµε. 
Παίρνοντας την πολύπλοκη άλγεβρα του πλαισίου υπερφίλτρων µιας ΒΑΤ, παίρνουµε την κανονική 
εµφυτεύσιµη άλγεβρα της αρχικής ΒΑΤ. Το θεµελιώδες συµπέρασµα εδώ είναι ότι κάθε άλγεβρα 
Boole µε τελεστές µπορεί να εµφυτευθεί ισοµορφικά στην κανονική άλγεβρά της. Θα αποδείξουµε 
αυτό το συµπέρασµα και θα µιλήσουµε για την αλγεβρική δοµή των κανονικών µοντέλων και των 
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επεκτάσεων υπερφίλτρων, καθώς και την σπουδαιότητα των κανονικών ποικιλιών από ΒΑΤ για την 
τροπική θεωρία πληρότητας.  

Ας θεωρήσουµε το πρόβληµα να εµφυτεύσουµε (ισοµορφικά) µια τυχούσα ΒΑΤ ℬ σε µια 
πολύπλοκη άλγεβρα. Το πρώτο ερώτηµα είναι ποιο θα είναι το υποβόσκον (underlying) πλαίσιο της 
πολύπλοκης άλγεβρας. Έστω ότι δουλεύουµε µε τύπο οµοιότητας ο οποίος έχει µία µονοµελή 
τροπικότητα, και έστω ℬ = (Β, +, –, 0, f) η άλγεβρα Boole µε ένα µονοµελή τελεστή f. Πρέπει να 
βρούµε ένα σύµπαν W, και µια διµελή σχέση R στο W, τέτοια που η ℬ να µπορεί να εµφυτευθεί 
στην πολύπλοκη άλγεβρα του πλαισίου (W, R). To θεώρηµα της Stone αναπαράστασης που είδαµε 
πιο πάνω, µας δίνει την µισή απάντηση, αφού µας λέει πώς να εµφυτεύσουµε το Boole κοµµάτι της 
ℬ, στην άλγεβρα δυναµοσυνόλου του συνόλου Ufℬ των υπερφίλτρων της ℬ. Ας κοιτάξουµε πιο 
προσεκτικά. 

 
Θα δώσουµε τώρα τον ορισµό των φίλτρων και των υπερφίλτρων που χρειαζόµαστε για την 

συνέχεια.  
 
Ορισµός 2.3.1. Φίλτρα και υπερφίλτρα µιας άλγεβρας Boole. Ένα φίλτρο µιας άλγεβρας 

boole ℬ = (B, +, −, 0) είναι ένα υποσύνολο F ⊆ A που ικανοποιεί τα εξής: 
 
(F1) 1 ∈ F, 
 
(F2) το F είναι κλειστό για την λειτουργία meets, δηλαδή αν a, b ∈ F τότε a · b ∈ F,  
 
(F3) το F είναι κλειστό προς τα πάνω, δηλαδή αν a ∈ F και a ≤  b τότε b ∈ F. 
 

Ένα φίλτρο είναι γνήσιο αν δεν περιέχει το ελάχιστο στοιχείο 0, ή, ισοδύναµα, αν F ≠ Β. Ένα 
υπερφίλτρο είναι ένα γνήσιο φίλτρο που ικανοποιεί την (F4). 

 
(F4) για κάθε b ∈ B, είτε b ∈ F είτε –b ∈ F. 

 
H συλλογή από υπερφίλτρα της ℬ θα συµβολίζεται ως Ufℬ. ▫ 
 

Στην συνέχεια έχουµε µια πρόταση µε ιδότητες των υπερφίλτρων την οποία θα 
χρησιµοποιήσουµε αργότερα. 
 

Πρόταση 2.3.2. Ιδιότητες Φίλτρων και υπερφίλτρων µιας άλγεβρας Boole. Έστω ℬ = (B, 
+, −, 0) µια άλγεβρα Boole. Τότε 

 
(1) Για κάθε υπερφίλτρο u της ℬ και για κάθε ζεύγος στοιχείων a, b ∈ B, έχουµε ότι a + b ∈  

u  ανν a ∈ u  ή b∈ u . 
 
(2) Η  Ufℬ ταυτίζεται µε το σύνολο των µεγιστικά γνησίων φίλτρων στην ℬ. ( Το «µεγιστικά» 

αναφέρεται στην σχέση «ανήκει» του συνόλου.) ▫ 
 
Το ακόλουθο θεώρηµα µας βεβαιώνει ότι έχουµε αρκετά υπερφίλτρα για να ικανοποιήσουµε 

τους στόχους µας. 
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Θεώρηµα 2.3.3. Θεώρηµα υπερφίλτρου. Έστω ℬ µια άλγεβρα Boole, b ένα στοιχείο της Β, 
και F ένα γνήσιο φίλτρο της ℬ που δεν περιέχει το b. Τότε υπάρχει υπερφίλτρο που επεκτείνει το F 
και δεν περιέχει το b. 

 
Απόδειξη. Πρώτα θα αποδείξουµε ότι κάθε κανονικό φίλτρο µπορεί να επεκταθεί σε ένα 

υπερφίλτρο. Έστω G ένα κανονικό φίλτρο της ℬ, και έστω το σύνολο Χ όλων των κανονικών 
φίλτρων H που επεκτείνουν το G. Έστω και  Y µια αλυσίδα µέσα στο Χ. Αυτό σηµαίνει ότι το Y 
είναι ένα µη κενό υποσύνολο του Χ, του οποίου τα στοιχεία είναι διατεταγµένα κατά ζεύγη µέσω 
της σχέσης του ανήκειν. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το ∪Y  είναι ένα κανονικό φίλτρο και εποµένως 

το ∪Y  επεκτείνει το G. Συνεπώς το ∪Y ανήκει στο ίδιο το Χ. Αυτό µας δείχνει ότι το Χ είναι 
κλειστό για ενώσεις αλυσίδων, και από το Λήµµα του Zorn7 έπεται ότι το Χ περιέχει ένα µεγιστικό 
στοιχείο u. Θα δείξουµε ότι το u είναι ένα υπερφίλτρο. 

Έστω προς άτοπο ότι το u δεν είναι υπερφίλτρο. Τότε υπάρχει b ∈ B τέτοιο που ούτε το b 
ούτε το −b ανήκουν στο u. Έστω τώρα τα φίλτρα H και H’ που παράγονται από τα u∪{b} και 
u∪{−b} αντίστοιχα. Εφόσον κανένα από αυτά δεν µπορεί να ανήκει στο Χ, πρέπει και τα δύο να 
µην είναι κανονικά, και άρα 0 ∈H  και 0 ∈ H’. Όµως τότε από τον ορισµό υπάρχουν στοιχεία u1, 
…, un, u’1, …, u’m στο u τέτοια που 

 
u1‧ … ‧ un ‧ b ≤ 0 και   u’1 ‧ … ‧ u’m ‧−b  ≤ 0. 

 
Από αυτό εύκολα προκύπτει ότι  
 

u1‧ … ‧ un ‧  u’1 ‧ … ‧ u’m  = 0. 
 
Το οποίο αντιτίθεται στο γεγονός ότι το u είναι κανονικό φίλτρο. 

Έστω τώρα ότι τα b και F είναι όπως ορίζονται στην πρόταση. Εύκολα δείχνουµε ότι το F ∪ 
{−b} είναι ένα σύνολο που έχει την πεπερασµένη ιδιότητα meet. Μπορούµε να βρούµε ότι υπάρχει 
ένα κανονικό φίλτρο G που επεκτείνει το F και περιέχει το −a. Τώρα χρησιµοποιούµε το πρώτο 
µέρος της απόδειξης για να βρούµε ένα υπερφίλτρο u που επεκτείνει το G. Αλλά αν το u επεκτείνει 
το G, επεκτείνει επίσης και το F, και αν περιέχει το −b δεν µπορεί να περιέχει το a. ▫ 

 
Έπεται από το θεώρηµα που µόλις αποδείξαµε, ότι κάθε υποσύνολο µιας άλγεβρας Boole 

µπορεί να επεκταθεί σε κάποιο υπερφίλτρο αρκεί να έχει την πεπερασµένη ιδιότητα meet. Τώρα 
έχουµε ότι χρειαζόµαστε για να αποδείξουµε το θεώρηµα του Stone. 

 
Θεώρηµα 2.3.4. Θεώρηµα Stone αναπαράστασης. Κάθε άλγεβρα Boole είναι ισοµορφική µε 

ένα πεδίο συνόλων, και άρα, µε µια υποάλγεβρα δύναµης της Dýø. Συνεπώς, η ποικιλία των 
αλγεβρών Boole παράγεται απο την άλγεβρα Dýø : 

 
ΒΑ  =  V({Dýø }). 

 
Απόδειξη. Έστω ℬ = (B, +, −, 0) µια άλγεβρα Boole. Θα εµφυτεύσουµε την ℬ στο 

δυναµοσύνολο της Ufℬ. Έστω η συνάρτηση ρ: Α → P(Ufℬ) που ορίζεται ως εξής: 

                                                 
7 Το Λήµµα του Zorn: αν κάθε αλυσίδα έχει άνω φράγµα σε κάποιο διατεταγµένο χώρο P, τότε ο P έχει τουλάχιστον ένα 
µεγιστικό σηµείο. 
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ρ(a)  =  {u ∈ Ufℬ | a ∈ u}.  

 
Πρώτα θα δείξουµε ότι η ρ είναι οµοµορφισµός. Ως παράδειγµα θα πάρουµε τον τελεστή της 
ένωσης (join): 
 

ρ(a +b) = {u ∈ Ufℬ | a + b ∈ u } 
             = {u ∈ Ufℬ | a ∈ u ή a ∈ u}     [Πρόταση 2.3.2] 
             = {u ∈ Ufℬ | a ∈ u }∪{ u ∈ Ufℬ | b ∈ u } 
             = ρ(α) ∪ρ(b). 
 
Αποµένει να δείξουµε ότι η ρ είναι µονοµορφισµός. Ας υποθέσουµε ότι τα α και b είναι 

διαφορετικά µεταξύ τους στοιχεία του Β. Συνεπώς είτε  a ≰ b είτε   b ≰ a. Χωρίς να έχουµε 
πρόβληµα γενίκευσης, µπορούµε να υποθέσουµε το δεύτερο. Αλλά αν b ≰ a, τότε το a δεν ανήκει 
στο φίλτρο b↑  που παράγεται από το {b}, και άρα από την Θεώρηµα 2.3.3, υπάρχει κάποιο 
υπερφίλτρο u τέτοιο που b↑ ⊆ u και a ∉ u. Προφανώς από b↑ ⊆ u, έχουµε ότι b ∈ u. Αλλά τότε 
έχουµε ότι u ∈ ρ(b) και u ∉ ρ(a).  

To επιχείρηµα µας δείχνει ότι η ℬ είναι ισοµορφική µε ένα πεδίο συνόλων. Έπεται από την 
πρόταση 2.1.7 ότι η ℬ είναι ισοµορφική µε µια υποάλγεβρα δύναµης της Dýø. Από αυτό είναι άµεσο 
ότι η ΒΑ είναι η ποικιλία που παράγεται από την άλγεβρα Dýø. ▫ 

 
Τώρα που έχουµε βρει έναν υποψήφιο για το σύµπαν του πλαισίου υπερφίλτρων για κάποια 

δοσµένη ΒΑΤ ℬ, πρέπει να ορίσουµε µια σχέση R στα υπερφίλτρα τέτοια που να µπορούµε να 
εµφυτεύσουµε την ℬ στην άλγεβρα (Ufℬ, R)+. Για τον ορισµό της R, θα κοιτάξουµε τα στοιχεία της 
άλγεβρας σαν προτάσεις και θα θεωρήσουµε την r(α) ως την συνάρτηση που µας δίνει το σύνολο 
των καταστάσεων όπου η α είναι αληθής, σύµφωνα µε κάποια αποτίµηση. Αν εποµένως διαβάσουµε 
την fα ως ⋄α, πρέπει να δεχτούµε ότι µια κατάσταση u πρέπει να είναι στην r(fα) αν και µόνον αν 
υπάρχει ένα v, τ.π Ruv και v ∈ r(α). Οπότε, για να αποφασίσουµε αν η Ruv πρέπει να ισχύει για δύο 
τυχαίες καταστάσεις (υπερφίλτρα) u και v, πρέπει να κοιτάξουµε όλες τις προτάσεις α που ισχύουν 
στο v (δηλαδή όλα τα στοιχεία α ∈ v), και να ελέξουµε αν η fα ισχύει στο u (δηλαδή αν fα ∈ u). 
Πιο τυπικά, µπορούµε να πούµε ότι η «κανονική» επιλογή για την R είναι η σχέση Qf που δίνεται 
από το εξής: 

 
Qfuv  ανν  fα ∈ u,  για κάθε α ∈ v. 

 
Στην γενική περίπτωση θα χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο ορισµό: 

 
Ορισµός 2.3.5. Η σχέση Qf. (α)  ∆οθέντος ενός n-µελούς τελεστή f µιας άλγεβρας Boole (B, +, 

−, 0), ορίζουµε τη (n +1)-µελή σχέση Qf  στο σύνολο των υπερφίλτρων της άλγεβρας ως εξής: 
 

Qf uu1…un   ανν  f(a1, …, an) ∈ u για κάθε a1 ∈ u1, …, an ∈ un. 
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Έστω ℬ = (B, +, −, 0,  f△)△∈τ µια άλγεβρα Boole µε τελεστές. Το πλαίσιο υπερφίλτρου της ℬ, 
συµβολικά ℬ+ είναι η δοµή (Ufℬ, Qf△)△∈τ. Η πολύπλοκη άλγεβρα (ℬ+)+ καλείται η (κανονική) 
εµφυτευµένη άλγεβρα της ℬ (συµβολικά  ℭmℬ). ▫ 

 
Η επόµενη πρόταση µας δείχνει οτι µπορούσαµε να δώσουµε κάποιο διαφορετικό αλλά 

ισοδύναµο ορισµό της σχέσης Qf. 
 
Πρόταση 2.3.6. Η σχέση Qf. (β) Έστω f ένας n-µελής τελεστής στην άλγεβρα Boole ℬ, και u, 

u1, …, un µια (n+1)-άδα από υπερφίλτρα της ℬ. Τότε το  
 
  Qf uu1…un   ανν − f(−a1, …, −an) ∈ u συνεπάγεται ότι για κάποιο i,  ai ∈ ui . 
 
Απόδειξη.  
(⇐) Η κατεύθυνση αυτή προκύπτει άµεσα από τους ορισµούς. 
 
(⇒) Έστω ότι Qf uu1…un, και ότι − f(−a1, …, −an) ∈ u. Προς  άτοπο, έστω ότι δεν υπάρχει i 

τέτοιο που ai ∈ ui. Αλλά αφού Qf uu1…un, συνεπάγεται ότι  f(−a1, …, −an) ∈ u. Αλλά αυτό 
αντιτίθεται στο γεγονός ότι  − f(−a1, …, −an) ∈ u. ▫ 

 
Αυτό που πρέπει να παρατηρήσουµε είναι ότι το κανονικό πλαίσιο µιας λογικής είναι 

ουσιαστικά ισοµορφικό µε το πλαίσιο υπερφίλτρων της Lindenbaum-Tarski άλγεβράς της. 
 
Πρόταση 2.3.7. Κανονικό πλαίσιο και πλαίσιο υπερφίλτρων της Lindenbaum-Tarski 

άλγεβρας µιας λογικής Λ. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, Λ µια κανονική τροπική τ-λογική, και 
Φ ένα σύνολο προτασιακών µεταβλητων που χρησιµοποιούνται για να ορίσουµε το κανονικό πλαίσιο 
ℱΛ. Τότε 

ℱΛ  ≅ (SΛ
 (Φ))+. 

 
Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι η συνάρτηση θ, που αντιστοιχεί ένα µεγιστικά Λ- συνεπές 

σύνολο Γ, στο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των µελών του, και που ορίζεται ως: 
 

θ(Γ) = { [φ] | φ ∈ Γ }, 
 

είναι ο απαιτούµενος ισοµορφισµός µεταξύ των ℱΛ  και (SΛ
 (Φ))+. ▫ 

 
Τώρα µπορούµε να αποδείξουµε το περιβόητο θεώρηµα Jónsson – Tarski. Σύµφωνα µε αυτό, 

κάθε άλγεβρα Boole µε τελεστές είναι εµφυτεύσιµη στην πλήρη πολύπλοκη άλγεβρα του πλαισίου 
υπερφίλτρων της. 

 
Θεώρηµα 2.3.8. Θεώρηµα Jónsson – Tarski. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και ℬ = 

(B, +, −, 0, f△)△∈τ µια άλγεβρα Boole µε τ-τελεστές. Τότε η συνάρτηση αναπαράστασης r: B →  
P(Ufℬ) που δίνεται από το 

 
r(b) = {u ∈ Ufℬ | b ∈ u} 
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είναι µια εµφύτευση της ℬ στην ℭmℬ. 
 
Απόδειξη. Για απλότητα θα εργαστούµε µε τύπο οµοιότητας µε έναν µόνο n-µελή τροπικό 

τελεστή, υποθέτοντας ότι η ℬ = (B, +, −, 0, f) είναι µια άλγεβρα Boole µε έναν µονο n-µελή τελεστή 
f. Από το θεώρηµα αναπαράστασης του Stone, η συνάρτηση r: B → P(Ufℬ) που δίνεται από τον 
τύπο 

    
r(x)  = {u ∈ Ufℬ | x ∈ u} 

 
είναι µια εµφύτευση Boole. Οπότε αρκεί να δείξουµε ότι η r είναι και τροπικός οµοµορφισµός, 
δηλαδή ότι: 
 

r(f(b1, …, bn))  =  mQf(r(b1), …, r(bn)).  (2.3.8.α) 
 

θα αποδείξουµε αρχικά την (2.3.8.α) για µονοµελή f. Με άλλα λόγια πρέπει να αποδείξουµε ότι 
 

r(fb)  =  mQf(r(b)). 
 

(⇐) Έστω ότι u ∈ mQf(r(b)). Από τον ορισµό του mQf, υπάρχει υπερφίλτρο u1 τέτοιο που u1 ∈ r(b), 
(δηλαδή b ∈ u1) και Qfuu1. Από τον ορισµό του Qf  παίρνουµε ότι fb ∈ u, ή ότι u ∈ r(fb). 
 
(⇒) Έστω ότι u ένα υπερφίλτρο στον r(fb), δηλαδή ότι, fb ∈ u. Για να αποδείξουµε ότι u ∈ 
mQf(r(b)), αρκεί να βρούµε ένα υπερφίλτρο u1 τέτοιο που u1 ∈ r(b), (δηλαδή a ∈ u1) και Qfuu1. Η 
βασική ιδέα της απόδειξης είναι ότι πρώτα επιλέγουµε τα στοιχεία εκείνα του Β (εκτός του b) τα 
οποία δεν είναι δυνατόν να µην βάλουµε στο u1. Αυτά τα στοιχεία δίνονται από την συνθήκη Qfuu1. 
Από την πρόταση 2.3.6 έχουµε ότι για κάθε στοιχείο της µορφής  −f( −y ) στο u, το y πρέπει να 
ανήκει στο u1, οπότε ορίζουµε  
 

F := {y ∈ A | −f( −y ) ∈ u }. 
 
Τώρα θα δείξουµε ότι υπάρχει υπερφίλτρο u1 ⊇ F που περιέχει το a. Αρχικά παρατηρούµε, 
χρησιµοποιώντας την προσθετικότητα της f, ότι το F είναι κλειστό για meets. Στη συνέχεια αποδει-
κνύουµε ότι το  
 

F’ := { b · y | y ∈ F } 
 
έχει την ιδιότητα του πεπερασµένου meet. Αφού το F είναι κλειστό για meets, αρκεί να δείξουµε ότι 
b · y ≠ 0, όποτε y ∈ F. Προς άτοπο,  έστω ότι b · y = 0. Τότε b ≤ −y, και από την µονοτονικότητα 
της f,  fa ≤ f( −y ). Οπότε,  f( −y ) ∈ u, που αντιτίθεται στο ότι y ∈ F. 

 Από το θεώρηµα 2.3.3 υπάρχει ένα υπερφίλτρο u1 ⊇ F’. Όµως το a ∈ u, αφού 1 ∈ F. Τελικά, 
το  Qfuu1 ισχύει από τον ορισµό του F: αν −f( −y ) ∈ u τότε y ∈ F ⊆ u1. 

 
Με επαγωγή στο πλήθος ορισµάτων n της f, θα αποδείξουµε ότι η (2.3.8.α) ισχύει για τυχαίο 

n. Μόλις αποδείξαµε την επαγωγική βάση, και έστω ότι η επαγωγική υπόθεση ισχύει για n. 
 
(⇐) Η απόδειξη είναι ίδια µε αυτήν της επαγωγικής βάσης. 
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(⇒) Έστω f µια κανονική και προσθετική συνάρτηση µε πλήθος ορισµάτων n+1, και έστω ότι τα b1, 
…, bn είναι στοιχεία της ℬ, τέτοια ώστε f(b1, …, bn+1) ∈ u. Πρέπει να βρούµε υπερφίλτρα u1, …, 
un+1 της ℬ τέτοια που: (i) ai ∈ ui για κάθε 1 ≤ ι ≤ n+1, και (ii) Qfuu1, …, un+1. Η ιδέα είναι να 
αφήσουµε την επαγωγική υπόθεση να ικανοποιήσει τα u1, …, un, και εµείς να κοιτάξουµε για το 
un+1. 

Έστω f’ :  An  →  A η συνάρτηση µε τύπο 
 

f’(x1, …, xn)  =  f(x1, …, xn,  an+1). 
 

Προς το παρόν σταθεροποιούµε το an+1. Εύκολα βλέπουµε ότι η f’ είναι κανονική και προσθετική, 
και οπότε εφαρµόζουµε την επαγωγική υπόθεση. Αφου f’(x1, …, xn) ∈ u, τότε υπάρχουν υπερφίλτρα 
u1, …, un, τέτοια που ai ∈ ui , για κάθε  1 ≤ i ≤ n, και 
 

f(x1, …, xn, an+1) ∈ u, όποτε xi  ∈ ui , για κάθε  1 ≤  i ≤ n. (2.3.8.β) 
 

Τώρα θα ορίσουµε ένα υπεφίλτρο un+1, τέτοιο που an+1 ∈ un+1, και Qfuu1…un+1. Η 
τελευταία αυτή συνθήκη µπορεί να γραφεί και ως εξής (για συντοµία γράφουµε ux GG

∈ αντί για 
nn uxux ∈∈ ,...,11 ): 

 
                                Qfuu1…un+1 

ανν για όλα τα xG , y: αν ux GG
∈ , τότε  y ∈ un+1 ⇒ f( xG , y) ∈ u 

                                ανν για όλα τα xG , y: αν ux GG
∈ , τότε  f( xG , y) ∉ u ⇒y ∉ un+1 

   ανν για όλα τα xG , y: αν ux GG
∈ , τότε  −f( xG ,y) ∈ u ⇒−y ∈ un+1 

     ανν για όλα τα xG , z: αν ux GG
∈ , τότε  −f( xG , −z) ∈ u ⇒z ∈ un+1. 

 
Με αυτό παίρνουµε ένα ελάχιστο σύνολο στοιχείων που πρέπει να περιέχει το un+1, δηλαδή το 
 

F := {z ∈ B |  ∃ ux GG
∈ (−f( xG , −z) ∈ u)}. 

 
Αν −f( xG , −z) ∈ u, λέµε ότι η xG  οδηγεί την z µέσα στο F. Τώρα θα χρειαστούµε και την πρώτη 
συνθήκη και θα ορίσουµε το F := {an+1} ∪ F. 

Στόχος µας είναι να αποδείξουµε την ύπαρξη ενός υπερφίλτρου un+1 που περιέχει το F’. Θα 
είναι προφανές γιατί αυτό αρκεί για να αποδείξουµε το θεώρηµα (ας σηµειώσουµε ότι an+1 ∈ F 
αφού και 1 ∈ F). Για να µπορέσουµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα Υπερφίλτρου 2.3.3, θα 
δείξουµε ότι το F’ έχει την πεπερασµένη ιδιότητα meet. Θα χρειαστούµε την ακόλουθη ιδιότητα: 

 
το F είναι κλειστό για meets. (2.3.8.γ) 

 
Έστω ότι z’, z’’ ∈ F, και έστω ότι τα z’ και z’’ οδηγούνται µέσα στο F από τα xG ’ και xG ’’ 

αντίστοιχα. Θα δείξουµε τώρα ότι το xG := (x1’·x1’’,…,xn’·xn’’) οδηγεί το z := z’· z’’ µέσα στο F, 
δηλαδή ότι −f( xG , −z) ∈ u. 
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Αφού η f είναι µονοτονική, έχουµε  f( xG , −z’)  ≤ f( xG ’, −z’)  και άρα προκύπτει ότι −f( xG ’, −z’)  
≤ −f( xG , −z’). Αφού το u είναι κλειστό προς τα πάνω και −f( xG ’, −z’) ∈ u από την υπόθεσή µας, 
παίρνουµε ότι −f( xG , −z’) ∈ u. Με τον ίδιο τρόπο παίρνουµε ότι −f( xG , −z’’) ∈ u. Τότε όµως 

 
f( xG , −z)   =   f( xG , −(z’· z’’))   =   f( xG , (−z’) + (−z’’))   =  f( xG , −z’) + f( xG , −z’’), 

 
και άρα 
 

−f( xG , −z)  =  [−f( xG , −z’)] · [−f( xG , −z’’)]. 
 

Τελειώνοντας την απόδειξη θα δείξουµε ότι:  
 

το F’ έχει την πεπερασµένη ιδιότητα meet.(2.3.8.δ) 
 

Από την (2.3.8.γ) αρκεί να δείξουµε ότι an+1· z ≠ 0 για κάθε z ∈ F. Με αντιθετοαναστροφή, 
έστω ότι z ∈ F και an+1 · z  = 0. Έστω και ux GG

∈ µια ακολουθία που οδηγεί το z µέσα στο F, δηλαδή 
−f( xG , −z) ∈ u. Από το an+1 · z  = 0 έπεται ότι an+1 ≤ −z  = 0, και άρα από την µονοτονικότητα της f 
παίρνουµε −f( xG , −z) ≤ −f( xG , an+1). Αλλά τότε −f( xG , an+1) ∈ u, το οποίο αντιτίθεται την (2.3.8.β). 
Άρα  an+1· z ≠ 0, και οπότε αποδείξαµε την (2.3.8.δ) και συνεπώς και το Θεώρηµα Jónsson – 
Tarski. ▫ 

 

2.4. Η αλγεβρική σκοπιά της κανονικότητας. 
 
Η σηµασία του προηγούµενου θεωρήµατος είναι πολύ µεγάλη. Το θεώρηµα Jónsson – Tarski 

µας βεβαιώνει ότι µπορούµε να αναπαραστήσουµε τις Lindenbaum-Tarski άλγεβρες των κανονικών 
τροπικών λογικών ως πολύπλοκες άλγεβρες. Συνεπώς το θεώρηµα 2.2.14 µετατρέπεται άµεσα σε 
ένα αποτέλεσµα πληρότητας ως προς τις πολύπλοκες άλγεβρες. 

Αυτό που µας δείχνει το θεώρηµα Jónsson – Tarski είναι ότι κάθε άλγεβρα ℬ είναι µια 
πολύπλοκη άλγεβρα πάνω σε κάποιο πλαίσιο. Άρα για κάθε λογική Λ έχουµε ότι VΛ ⊆ SCmK για 
κάποια κλάση Κ. Από αυτό παίρνουµε ότι VΛ ⊆ HSCmK. Παρόλα αυτά για να αποδείξουµε ένα 
θεώρηµα πληρότητας, χρειάζεται να αποδείξουµε κάποια ισότητα και όχι µια απλή σχέση µέλους. 
Ένας τρόπος για να το αποδείξουµε αυτό είναι να δείξουµε ότι οι πολύπλοκες άλγεβρες που έχουµε 
βρει συνθέτουν µια υποκλάση της VΛ. Από την πρόταση 2.2.6 αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε 
άλγεβρα ℬ στην ποικιλία VΛ, το πλαίσιο ℬ+ είναι πλαίσιο της λογικής Λ. Αυτό µας δίνει µια 
αλγεβρική σκοπιά στην έννοια της κανονικότητας. 

Ουσιαστικά η απαιτούµενη αλγεβρική σκοπιά δίνεται από το ποιες ποικιλές από ΒΑΤ είναι 
κλειστές ως προς τις κανονικές εµφυτεύσιµες άλγεβρες. Από αυτή τη παρατήρηση έπεται ο 
ακόλουθος ορισµός.  

 
Ορισµός 2.4.1. Κανονικές κλάσεις και ποικιλίες. Έστω τ ένας τροπικός τύπος οµοιότητας, 

και C µια κλάση αλγεβρών Boole µε τ-τελεστές. Η C είναι κανονική αν είναι κλειστή ως προς 
κανονικές εµφυτεύσιµες άλγεβρες, δηλαδή αν για όλες τις άλγεβρες ℬ, η  ℭmℬ ∈ C όποτε ℬ ∈ C. 
Ισοδύναµα, µια εξίσωση είναι κανονική αν η εγκυρότητά της διατηρείται όταν κινηθούµε από µια 
ΒΑΤ στην κανονική εµφυτεύσιµη άλγεβρά της. ▫  
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Τώρα έχουµε δύο έννοιες κανονικότητας. Από την µία έχουµε τη λογική έννοια της 
κανονικότητας, ότι δηλαδή µια λογική Λ  είναι κανονική αν για κάθε φ, τέτοιο που ⊢Λ φ, ο φ είναι 
έγκυρος στο κανονικό πλαίσιο για την Λ. Από την άλλη έχουµε την αλγεβρική έννοια κανονικότητας 
του προηγούµενου ορισµού. Θα δείξουµε ότι οι δύο έννοιες έχουν άµεση σχέση. 

 
Πρόταση 2.4.2. Αλγεβρικός και λογικός ορισµός κανονικότητας. Έστω τ ένας τροπικός 

τύπος οµοιότητας, και Σ ένα σύνολο τ-τύπων. Αν η VΣ είναι µια κανονική ποικιλία, τότε το Σ είναι 
κανονικό. 

 
Απόδειξη. Έστω ότι η VΣ είναι κανονική, και έστω Φ ένα καθορισµένο µετρήσιµο σύνολο 

προτασιακών µεταβλητών, το οποίο χρησιµοποιούµε για να ορίσουµε τα κανονικά πλαίσια. Από το 
θεώρηµα 2.2.14, η Lindenbaum – Tarski άλγεβρα SΚΣ

 (Φ) ∈ VΣ. Από την υπόθεση τότε, και η 
κανονική εµφυτεύσιµη άλγεβρά της θα ανήκει στο VΣ, δηλαδή  ℭmSΚΣ

 (Φ) ∈ VΣ. Όµως από το 
θεώρηµα 2.3.7 έπεται ότι αυτή η άλγεβρα είναι ισοµορφική µε την πολύπλοκη άλγεβρα του 
κανονικού πλαισίου της ΚΣ: 

 
ℭmSΚΣ

 (Φ)  =  (SΚΣ
 (Φ))+)+  ≅  (ℱΚΣ)+. 

 
Επειδή όµως το (ℱΚΣ)+ ∈ VΣ, έχουµε ότι (ℱΚΣ)+⊩Σ από την πρόταση 2.2.6. Αλλά αυτό σηµαίνει 
ότι το Σ είναι κανονικό. ▫ 

 
Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η κανονικότητα του Σ, το µόνο που µας δίνει είναι ότι µια 

συγκεκριµένη άλγεβρα Boole µε τελεστές έχει την εµφυτεύσιµη άλγεβρά της στην VΣ. Η 
συγκεκριµένη αυτή άλγεβρα, είναι η Lindenbaum-Tarski άλγεβρα, η οποία έχει απαριθµήσιµα 
άπειρους τρόπους παραγωγής. Αυτό γίνεται γιατί δουλεύουµε σε ένα σύµπαν µε αριθµήσιµο σύνολο 
προτασιακών µεταβλητών. 

Είναι προφανές ότι ο περιορισµός που έχουµε πάρει για αριθµήσιµες µόνο γλώσσες, δεν είναι 
και από τους πιο φυσικούς περιορισµούς που παίρνουµε στα µαθηµατικά. Για το λόγο αυτό θα 
πρέπει να ορίσουµε την έννοια της κανονικότητας έτσι που να αναφέρεται και σε γλώσσες τυχαίου 
µεγέθους. Αυτό που θα κάνουµε είναι να ορίσουµε µια λογική Λ να είναι κανονική αν είναι έγκυρη 
σε καθένα από τα κανονικά πλαίσιά της. Με αυτόν τον ορισµό µπορούµε να επιτύχουµε ισοδυναµία 
µεταξύ του λογικού και του αλγεβρικού ορισµού της κανονικότητας. 

Όποιος και να είναι όµως ο ορισµός που θα διαλέξουµε, η αλγεβρική έννοια της 
κανονικότητας αποδεικνύεται ιδιαιτέρως χρήσιµη. Μας παρέχει µια καινούρια σκοπιά της 
κανονικότητας, η οποία µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε πολλά αλγεβρικά επιχειρήµατα. Αυτό 
θα γίνει εµφανές στο υποκεφάλαιο 3.3, όπου θα εισαγάγουµε την έννοια της persistence, που είναι 
µια γενίκευση της κανονικότητας, και θα αποδείξουµε το Θεώρηµα Πληρότητας του Sahlqvist.  
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Κεφάλαιο 3: Εφαρµογές Αλγεβρικής τροπικής λογικής 
 

3.1. Θεωρία ∆υϊκότητας. 
 
Ως τώρα έχουµε δείξει πώς να κατασκευάζουµε πλαίσια από άλγεβρες καθώς και άλγεβρες 

από πλαίσια, µε τρόπους που να διατηρούν κάποιες βασικές λογικές ιδιότητες. Από την µια έχουµε 
τους λογικούς που ασχολούνται µε την τροπική λογική, οι οποίοι ενδιαφέρονται να κατασκευάσουν 
νέα πλαίσια από παλαιότερα, χρησιµοποιώντας φραγµένους µορφισµούς, παραγόµενα υποπλαίσια 
και ξένες ενώσεις. Από την άλλη έχουµε τους αλγεβριστές οι οποίοι ενδιαφέρονται να συσχετίσουν 
άλγεβρες χρησιµοποιώντας οµοµορφισµούς, υποάλγεβρες και γινόµενα. Έχουµε δηλαδή από την µια 
το µαθηµατικό σύµπαν των λογικών και από την άλλη αυτό των αλγεβριστών. Τώρα, µέσω της 
θεωρίας δυϊκότητας, θα κοιτάξουµε τις τυχόν σχέσεις που δηµιουργούνται µεταξύ αυτών των δύο 
διαφορετικών µαθηµατικών αντικειµένων. 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τις βασικές δυϊκότητες που δηµιουργούνται µεταξύ 
των δύο αυτών συµπάντων, και θα καταδείξουµε την σπουδαιότητά τους αποδεικνύοντας δύο 
θεµελιώδη θεωρήµατα της τροπικής λογικής. 

Τα παρακάτω θεωρήµατα µας παρουσιάζουν τις βασικές σχέσεις που δηµιουργούνται µεταξύ 
του αλγεβρικού και του πλαισιο-θεωρητικού σύµπαντος. Ο συµβολισµός που θα χρησιµοποιηθεί 
είναι ο ακόλουθος.  

 
Ορισµός 3.1.1. Συµβολισµός Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, ℱ και ℰ δύο τ-πλαίσια, και 

ℬ και ℭ δύο άλγεβρες Boole µε τ-τελεστές. Θα ακολουθήσουµε τον ακόλουθο συµβολισµό για 
σχέσεις µεταξύ αυτών των δοµών: 

 
ℱ ↣ ℰ  για το ότι το ℱ είναι ισοµορφικό µε ένα παραγόµενο υποπλαίσιο του ℰ, 
ℱ ↠ ℰ  για το ότι το ℰ έιναι µια φραγµένη µορφική εικόνα του ℱ, 
ℬ ↣ ℭ  για το ότι η ℬ είναι ισοµορφική µε µια υποάλγεβρα της ℭ, 
ℬ ↠ ℭ  για το ότι η ℭ είναι µια οµοµορφική εικόνα της ℬ. ▫ 

 
Η ακόλουθη πρόταση παρουσιάζει κάποια σηµαντικά αποτελέσµατα της θεωρίας δυϊκότητας: 
 
Πρόταση 3.1.2. Βασικά αποτελέσµατα θεωρίας δυϊκότητας.(α) Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, ℱ και ℰ δύο τ-πλαίσια, και ℬ και ℭ δύο άλγεβρες Boole µε τ-τελεστές. 
 

(i)   Αν ℱ ↣ ℰ, τότε ℰ+ ↠ ℱ+. 
(ii)  Aν ℱ ↠ ℰ, τότε ℰ+ ↣ ℱ+. 
(iii) Αν ℬ ↣ ℭ, τότε ℭ+↠ ℬ+. 
(iv) Αν ℬ ↠ ℭ, τότε ℭ+ ↣ ℬ+. 

 
Απόδειξη. Η απόδειξη έπεται από τις παρακάτω Προτάσεις 3.1.6 και 3.1.7. ▫ 
 
Πρόταση 3.1.3. Βασικά αποτελέσµατα θεωρίας δυϊκότητας.(β) Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, και ℱi,i ∈ I, µια οικογένεια τ-πλαισίων. Τότε  

(⊎i ∈I ℱi)+  ≅  ∏i∈I ℱi
+. 
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Απόδειξη. Ορίζουµε µια συνάρτηση η από το δυναµοσύνολο της ξένης ένωσης  ⊎i∈IW i  στο 

φορέα  ∏i∈I P(Wi) του γινοµένου της οικογένειας των πολύπλοκων αλγεβρών (ℱi
+)i∈I.  

Έστω Χ ένα υποσύνολο της  ⊎i∈IW i. Προφανώς το η(Χ) πρέπει να είναι ένα στοιχείο του 

συνόλου  ∏i∈I P(Wi). Τα στοιχεία του  ∏i∈I P(Wi) είναι ακολουθίες σ τέτοιες που σ(i)∈ P(Wi). 
Οπότε αρκεί να δείξουµε τί είναι το i-στό στοιχείο της ακολουθίας η(X): 
 

η(Χ)(i)  =  Χ ∩ Wi. 
 

Αποµένει να δείξουµε ότι η η είναι ισοµορφισµός. ▫  
 
Θα χρειαστούµε κάποια συγκεκριµένη ορολογία για τους µορφισµούς µεταξύ αλγεβρών Boole 

µε τελεστές. 
 
Ορισµός 3.1.4. ΒΑΤ-οµοµορφισµοί. Έστω ℬ και ℬ’ δύο ΒΑΤ του ίδιου τύπου οµοιότητας, 

και έστω η: A→A’ µια συνάρτηση. Λέµε ότι η η είναι Boole οµοµορφισµός αν η η είναι 
οµοµορφισµός από το (Α,+, −, 0) στο (Α’,+’, −’ , 0’). Λέµε ότι η η είναι τροπικός οµοµορφισµός αν 
η η, για όλους τους τροπικούς τελεστές △, ικανοποιεί το εξής: 

 
η(f△(a1, …, aρ(△)))  =  f△(η (a1), … , η(aρ(△))). 

 
Επίσης θα λέµε ότι η η είναι ΒΑΤ-οµοµορφισµός αν είναι και Boole και τροπικός οµοµορφισµός. ▫ 

 
Στον ακόλουθο ορισµό θα δώσουµε τον τρόπο κατασκευής δυϊκών µορφισµών, όπου η λέξη 

δυϊκός δε χρησιµοποιείται µε την έννοια που είχαµε, ότι το σύµβολο ◇ είναι το δυϊκό του □. 
 
Ορισµός 3.1.5. ∆υϊκοί µορφισµοί. Έστω µια συνάρτηση θ από το W στο W’. H δυϊκή της, 

θ+:P(W’ )→P(W’) ορίζεται ως εξής: 
 

θ+(Χ’)  = { u ∈ W | θ(u) ∈ X’}. 
 

Για την άλλη κατεύθυνση, έστω ℬ και ℬ’ δύο ΒΑΤ, και η: ℬ → ℬ’ µια συνάρτηση από το Β στο 
Β’. Τότε η δυϊκή της, από υπερφίλτρα της ℬ’ σε υποσύνολα του Β, δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 
 

η+(u’)  = { α ∈ Α | η(a) ∈ u’ }. ▫ 
 
Η ακόλουθη πρόταση µας βεβαιώνει ότι οι δυϊκοί των φραγµένων µορφισµών δεν είναι τίποτε 

άλλο από ΒΑΤ-οµοµορφισµοί. 
 
Πρόταση 3.1.6. Φραγµένοι µορφισµοί και ΒΑΤ- οµοµορφισµοί. Έστω ℱ και ℱ’ δύο 

πλαίσια, και θ: W→W’ µια συνάρτηση. Τότε  
 

(i) Η  θ+ είναι Βoole οµοµορφισµός. 
 
(ii) Αν η θ έχει την εµπρός ιδιότητα, τότε mR (θ+(Υ1’), ..., θ+ (Υn’)) ⊆ θ+ (mR’ (Υ1’, ..., Υn’)). 
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(iii)Αν η θ έχει την πίσω ιδιότητα, τότε mR (θ+(Υ1’),..., θ+ (Υn’)) ⊇ θ+ (mR’ (Υ1’, ..., Υn’)). 
 
(iv)Αν η θ είναι φραγµένος µορφισµός, τότε η θ+ είναι ένας ΒΑΤ-οµοµορφισµός από το ℱ’+ στο ℱ+.   
 
(v)Αν η θ είναι µονοµορφισµός, τότε η θ+ είναι επιµορφισµός. 
 
(vi)Αν η θ είναι επιµορφισµός, τότε η θ+ είναι µονοµορφισµός. 

 
Απόδειξη.  

 
(i) Ας κοιτάξουµε για παράδειγµα το συµπλήρωµα. 
 

x ∈ θ+(−Χ ’)   ανν  θ(x) ∈ −X ’ ανν  θ(x) ∉ X ’  ανν   x ∉ θ+(Χ ’). 
 

Από αυτό έπεται άµεσα ότι θ+(−Χ ’) =  −θ+(Χ ’). 
 

(ii) Έστω ότι η θ έχει την εµπρός ιδιότητα. Τότε έχουµε:  
 

                                       x ∈ mR (θ+(Υ1’), ..., θ+ (Υn’)) 
                               ⇒∃y1,…, yn  τέτοια που θ(yi) ∈Yi ’ και Rxy1…yn 

                  ⇒∃y1,… , yn  τέτοια που θ(yi) ∈Yi ’ και R’θ(x)θ (y1) ... θ(yn) 

                               ⇒ θ(x) ∈ mR’ (Υ1’,..., Υn’) 
                               ⇒ x ∈ θ+(mR’ (Υ1’,..., Υn’)). 
 

(iii) Έστω ότι x ∈ θ+(mR’ (Υ1’,...,Υn’)). Τότε θ(x) ∈ mR’ (Υ1’,...,Υn’). Οπότε υπάρχουν y’1, …, y’n ∈ 
W’ µε y’ι ∈Y’i  και  R’θ(x) y’1,…,y’n. Αφού η θ έχει την πίσω ιδιότητα, υπάρχουν y1, …, yn ∈ W µε 
θ(yi)=yi για κάθε i,  και  Rxy1,…,yn. Αλλά τότε y’ι ∈ θ (Y’i) για κάθε i, και άρα x ∈ mR (θ+(Υ1’),..., θ+ 
(Υn’)).  

 
(iv) Άµεσο από τα ((i), (ii), (iii)). 

 
(v) Έστω ότι η θ είναι µονοµορφισµός, και έστω Χ ⊆ W. Πρέπει να βρούµε ένα υποσύνολο Χ’ του 
W’ τέτοιο που θ+(Χ’) = X. Ορίζουµε 
 

θ[Χ]  :=  { θ(x) ∈ W’ | x ∈ X}. 
 

Υποστηρίζουµε ότι το σύνολο αυτό έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες. Προφανώς Χ ⊆ θ+(θ[Χ]). Για 
την άλλη κατεύθυνση, έστω x ∈ θ+(θ[Χ]). Τότε από τον ορισµό θ(x) ∈ θ[Χ], και άρα υπάρχει y ∈ X 
τέτοιο που θ(x) = θ(y). Επειδή η θ είναι µονοµορφισµός, έχουµε x = y. Άρα x ∈ X. 

 
(vi) Έστω ότι η θ είναι επιµορφισµός, και έστω Χ’, Υ’ διακριτά υποσύνολα του W’. Χωρίς κίνδυνο 
γενίκευσης µπορούµε να υποθέσουµε ότι ∃x’∈ X’ τέτοιο που x’ ∉ Y’. Αφού η θ είναι 
επιµορφισµός, ∃x ∈ W τέτοιο που θ(x) = x’. Άρα x ∈ θ+(Χ’), αλλά x ∉ θ+(Y’). Οπότε θ(Χ’) ≠ θ(Υ’), 
και άρα η θ+ είναι µονοµορφισµός. ▫  
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Πηγαίνοντας στην αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή από άλγεβρες στις σχεσιακές δοµές, 

βρίσκουµε ότι οι δυϊκοί των ΒΑΤ-οµοµορφισµών είναι φραγµένοι µορφισµοί. 
 
Πρόταση 3.1.7. ΒΑΤ- οµοµορφισµοί και Φραγµένοι µορφισµοί.  Έστω ℬ, ℬ’ άλγεβρες 

Boole µε τελεστές, και η µια συνάρτηση από το Β στο Β’. 
 

(i) Αν η είναι ένας Βoole οµοµορφισµός, τότε η+ είναι συνάρτηση από υπερφίλτρα σε υπερφίλτρα. 
 
(ii) Αν f’(η(a1),…,η(an)) ≤  η( f (a1,…,an)), τότε η η+ έχει την εµπρός ιδιότητα. 
 
(iii) Αν f’(η(a1),…,η(an)) ≥  η( f(a1,…,an)), και η η είναι Boole οµοµορφισµός, τότε η η+ έχει την 
πίσω ιδιότητα. 
 
(iv) Αν η η είναι ένας ΒΑΤ-οµοµορφισµός, τότε η η+ είναι ένας φραγµένος µορφισµός από το ℬ’+ 
στο ℬ+. 
 
(v)  Αν η η είναι ένας 1-1 Boole-οµοµορφισµός, τότε η η+: Ufℬ’→ Ufℬ  είναι ένας επι µορφισµός.  
 
(vi) Αν η η είναι ένας επί  Boole-οµοµορφισµός, τότε η η+: Ufℬ’→ Ufℬ  είναι ένας µονοµορφισµός. 

 
Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι ο τ έχει έναν µόνο τροπικό 

τελεστή, και έτσι γράφουµε ℬ = (B, +, −, 0,  f). 
 
(i) Όπως στο παραπάνω θεώρηµα. 
 
(ii) Έστω ότι Q f ’ u’u1’…un’ ισχύει µεταξύ κάποιων υπερφίλτρων  u’,u1’,…,un’ της ℬ’. Για να 
δείξουµε ότι ℬ+ ⊨ Qf η+(u’ )η+(u1’)… η+(un’), έστω a1,…,an τυχαία στοιχεία των η+(u1’)… η+(un’) 
αντίστοιχα. Από τον ορισµό της η+, ηai ∈ui’, άρα το Q’f’u’u1’…un’ µας δίνει (f’ (a1),… ,η(an)) ∈u’. 
Από την υπόθεση τώρα παίρνουµε ότι η(f (a1,... ,an)) ∈ u’, αφού τα υπερφίλτρα είναι κλειστά προς 
τα πάνω. Αλλά τότε  f (a1,... ,an) ∈ η+ u’, το οποίο και θέλαµε. 

 
(iii) Όπως πριν. 
 
(iv) Έπεται άµεσα από τα ((i), (ii) και (iii)). 
 
(v) Έστω ότι η η είναι µονοµορφισµός, και έστω u ένα υπερφίλτρο της ℬ. Θα ακολουθήσουµε την 
ίδια στρατηγική όπως στην πρόταση 3.1.6.(v), και θα ορίσουµε 

 
η[u] := { η(a) | a ∈ u }. 

 
Η διαφορά µε την προηγούµενη απόδειξη της 3.1.6.(v), είναι ότι εδώ το η+(η[u]) µπορεί να µην 
οριστεί. Ο λόγος είναι ότι, γενικά, το η[u] δεν θα είναι κλειστό προς τα πάνω και άρα δεν θα είναι 
(υπερ)φίλτρο, ενώ η η+ ορίζεται µόνο για υπερφίλτρα. Οπότε ορίζουµε: 
 

F’ := { a’ | η(a) ≤ a’ για κάποιο  a ∈ u }. 
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Προφανώς, η[u] ⊆ F’. Πρώτα θα δείξουµε ότι το F’ είναι ένα γνήσιο φίλτρο της ℬ’, δηλαδή πρέπει 
να δείξουµε ότι ικανοποιεί τις συνθήκες (F1)-(F3) του ορισµού 2.3.1. Για το (F1), παρατηρούµε ότι 
1 ∈ u, άρα η(1) = 1 ∈ η[u] ⊆ F’. Για το (F2), έστω ότι a’, b’  ∈ F’. Τότε ∃a, b ∈ u τέτοια που 
η(a) ≤ a’ και  η(b) ≤ b’. Έπεται ότι η(a· b) = η(a)· η(b) ≤ a’· b’ ∈ η[u], άρα a’· b’ ∈ F’ αφού a’· 
b’ ∈ u. Αυτό δείχνει ότι το F’ είναι κλειστό για meets. To (F3), ότι το F’ είναι κλειστό προς τα 
πάνω, είναι άµεσο. Τελικά για να δείξουµε ότι το F’ είναι γνήσιο, έστω ότι 0’ ∈ F’. Τότε 0’= η(α), 
για κάποιο a ∈ u, αφού 0’ = η(0) και η είναι µονοµορφισµός παίρνουµε ότι 0 = a, και άρα, 0 ∈ u. 
Αλλά τότε το u δεν είναι υπερφίλτρο. 

Από το θεώρηµα Υπερφίλτρου 2.3.3, το F’ µπορεί να επεκταθεί σε ένα υπερφίλτρο u’. 
Υποστηρίζουµε ότι u = η+(u’). Έστω ότι a ∈ u. Τότε ηa ∈ η[u] ⊆ η+(u’). Αυτό δείχνει ότι u ⊆  
η+(u’). Για την άλλη κατεύθυνση, αρκεί να δείξουµε ότι a ∉ η+(u’). Έχουµε: 

 
                                                             a ∉ u ⇒ −a ∈ u 

        ⇒− η (a) = η (−a) ∈ η[u] 
                                                ⇒− η (a) ∈ u’ 
                                                ⇒η (a) ∉ u’ 
                                                ⇒a ∉ η+ (u’). 
 

(vi) Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτήν της πρότασης 3.1.6(vi). ▫ 
 
Τώρα θα χρησιµοποιήσουµε την δυϊκότητα µεταξύ πλαισίων και αλγεβρών για να δώσουµε 

κάποιες σύντοµες αποδείξεις µερικών θεµελιωδών θεωρηµάτων της τροπικής λογικής. 
Πρώτα θα δείξουµε ότι η διατήρηση της εγκυρότητας ισοτήτων (equational validity), όταν 

εφαρµόζουµε κάποιες βασικές λειτουργίες στα πλαίσια, είναι ουσιαστικά µια απλή συνέπεια πολύ 
γνωστών συµπερασµάτων διατήρησης της άλγεβρας. Πιο συγκεκριµένα η εγκυρότητα ισοτήτων 
διατηρείται όταν κατασκευάζουµε υποάλγεβρες, οµοµορφικές εικόνες και γινόµενα αλγεβρών.  

 
Πρόταση 3.1.8. Η εγκυρότητα ισοτήτων είναι κλειστή για υποάλγεβρες, οµοµορφικές 

εικόνες και γινόµενα αλγεβρών.  Έστω τ ένας τροπικός τύπος οµοιότητας, φ ένας τ-τύπος και ℱ ένα 
τ-πλαίσιο. Τότε 

 
(i)    Αν ℰ  µια φραγµένη µορφική εικόνα του ℱ, τότε ℰ ⊩ φ ⇒ℱ ⊩ φ. 
 
(ii)  Αν ℰ  ένα παραγόµενο υποπλαίσιο του ℱ, τότε ℰ ⊩ φ ⇒ ℱ ⊩ φ. 
 
(iii) Αν ℱ είναι η ξένη ένωση µιας οικογένειας { ℱi |i ∈ I }, τότε ℱ ⊩ φ, αν για κάθε i ∈ I, ℱi ⊩ φ. 
 
(iv) Αν ueℱ ⊩ φ, τότε  ℱ ⊩ φ.  

 
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το πρώτο κοµµάτι της απόδειξης και µε τον ίδιο τρόπο αποδει-

κνύονται και οι υπόλοιπες προτάσεις. 
(i) Έστω ότι ℱ↠ ℰ, και ℱ⊩φ. Από την πρόταση 2.2.6, έχουµε ℱ+ ⊨ φ ≈ ⊤, και από την 

πρόταση 3.1.2, η ℰ+ είναι µια υποάλγεβρα της ℱ+. Από το γεγονός ότι η ισοτική εγκυρότητα 
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διατηρείται όταν παίρνουµε υποάλγεβρες, έχουµε ότι φ ≈ ⊤ ισχύει στην ℰ+. Αλλά τότε η πρόταση 
2.2.6 µας δίνει ℰ ⊩ φ.▫ 

 
Θα δώσουµε τώρα µια απλή απόδειξη του θεωρήµατος Goldblatt-Thomason, το οποίο µας 

δίνει έναν ακριβή δοµικό χαρακτηρισµό των πρωτοβάθµια ορίσιµων κλάσεων από πλαίσια, οι 
οποίες είναι τροπικά ορίσιµες. Εκτός της κλασικής µοντελοθεωρητικής απόδειξης, θα δείξουµε ότι 
υπάρχει και η αλγεβρική σκοπιά του θεωρήµατος. Η απόδειξη είναι ουσιαστικά ένα πόρισµα του 
θεωρήµατος του Birkhoff, που ταυτίζει τις κλάσεις ισοτήτων  (equational classes)και τις ποικιλίες. 

 
Θεώρηµα 3.1.9. Θεώρηµα Goldblatt- Thomason. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και 

έστω Κ κλάση τ-πλαισίων που είναι κλειστή ως προς υπερφίλτρα. Τότε η Κ είναι τροπικά ορίσιµη αν 
και µόνο αν είναι κλειστή ως προς φραγµένες µορφικές εικόνες, παραγόµενα υποπλαίσια, ξένες 
ενώσεις και αντανακλά επεκτάσεις υπερφίλτρων. 

 
Απόδειξη.  
 

(⇒) Άµεσο πόρισµα από την προηγούµενη πρόταση. 
 

(⇐) Έστω Κ µια κλάση πλαισίων που ικανοποιεί τις συνθήκες κλειστότητας του θεωρήµατος. 
Αρκεί να δείξουµε ότι όποιο πλαίσιο είναι µοντέλο της τροπικής θεωρίας της Κ είναι και το ίδιο 
µέλος της Κ. 

Έστω ℱ ένα τέτοιο πλαίσιο. ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι η Πρόταση 2.2.6 µας δίνει ότι 
το ℱ+ είναι ένα µοντέλο της ισοτικής θεωρίας της κλάσης CmK. Έπεται από το θεώρηµα του 
Birkhoff (που διακρίνει ποικιλίες και ισοτικές κλάσεις), ότι το ℱ+ βρίσκεται µέσα στην ποικιλία που 
παράγεται από την CmK. Άρα ℱ+∈ HSPCmK. Με άλλα λόγια υπάρχει µια οικογένεια (ℰi)i∈I 
πλαισίων µέσα στην Κ, και άλγεβρες Βoole ℬ, ℭ µε τελεστές τέτοιες που: 

 

(i) Η ℭ είναι το γινόµενο ∏i∈I ℰi
+, των πολύπλοκων αλγεβρών του ℰi, 

 
(ii) η ℬ είναι υποάλγεβρα της ℭ, και   
 
(iii) το ℱ+ είναι οµοµορφική εικόνα της ℬ. 

 
Από την πρόταση 3.1.3, η ℭ είναι ισοµορφική στην πολύπλοκη άλγεβρα της ξένης ένωσης ℰ 

της οικογένειας (ℰi)i∈I : 

ℭ ≅ ℰ+ = (⊎i∈I ℰi )+ . 
 

Εφόσον η Κ είναι κλειστή για ξένες ενώσεις, το ℰ ∈ Κ. 
Τώρα έχουµε την ακόλουθη εικόνα: ℱ+ ↞ ℬ ↣ ℰ+. Από την πρόταση 3.1.2 έπεται ότι: 
 

(ℱ+)+ ↞ (ℬ)+ ↣ (ℰ+)+. 
 

Αφού η Κ είναι κλειστή για υπερδυνάµεις (ultrapowers), από γνωστό θεώρηµα  έχουµε ότι 
(ℰ+)+ = ueℰ ∈ K. Επειδή όµως η Κ είναι κλειστή για σχηµατισµό φραγµένων µορφικών εικόνων 
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και παραγόµενα υποπλαίσια, έπεται ότι ℬ+ και ueℱ = (ℱ+)+ ∈ K. Αλλά τότε και το ℱ ∈ Κ, αφού η 
Κ αντανακλά επεκτάσεις υπερφίλτρων. ▫ 

 
Το επόµενο θεώρηµα µας δείχνει τη σχέση µεταξύ κανονικών ποικιλιών και πρωτοβάθµια 

ορίσιµων κλάσεων από πλαίσια.  
Θα κάνουµε εδώ δύο παρατηρήσεις. (α) Κάθε στοιχειώδης κλάση από πλαίσια είναι κλειστή 

για τον σχηµατισµό υπεργινοµένων. (β) Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και Κ µια κλάση τ-
πλασίων. Η ποικιλία που παράγεται από την Κ (συµβολικά VK) είναι η κλάση HSPCmK. ▫ 

 
Θεώρηµα 3.1.10 Κανονικές ποικιλίες και πρωτοβάθµια ορίσιµες κλάσεις πλαισίων. Έστω τ 

τροπικός τύπος οµοιότητας, και Κ κλάση τ-πλαισίων η οποία είναι κλειστή για υπερδυνάµεις. Τότε η 
ποικιλία VK είναι κανονική. 

 
Απόδειξη. Έστω ότι η Κ είναι κλειστή για υπερδυνάµεις. Πρώτα θα αποδείξουµε ότι η κλάση 

HSPCmK είναι κανονική. Έστω ℬ ∈ Κ, δηλαδή έστω ότι ∃ℱ ∈ Κ και άλγεβρα ℭ τέτοια που 
 

ℬ ↞ ℭ ↣ ℱ+. 
 

Έπεται από την πρόταση 3.1.2 ότι 
 

ℭmℬ ↞  ℭmℭ ↣ ℭmℱ+ = (ueℱ)+.      (3.1.10.α) 
 

Από γνωστό θεώρηµα ξέρουµε ότι ueℱ είναι η φραγµένη µορφική εικόνα κάποιας υπερδύναµης ℰ 
του ℱ. Από την υπόθεση ξέρουµε ότι ℰ ∈ Κ. Από την πρόταση 3.1.2 παίρνουµε 
 

(ueℱ)+ ↣ ℰ+.     (3.1.10.β) 
 

Όµως ℰ+ ∈ CmK, και από τις (3.1.10.α) και (3.1.10.β) παίρνουµε ότι ℭmℬ ∈ HSCmK. Άρα η 
κλάση είναι κανονική. 

Για να αποδείξουµε ότι η ποικιλία που παράγεται από την Κ είναι κανονική, χρειαζόµαστε 
ένα επιπλέον στοιχείο. Σύµφωνα µε πρόταση της τροπικής λογικής, η υπερδύναµη µιας ξένης 
ένωσης µπορεί να επιτευχθεί ως µια φραγµένη µορφική εικόνα µιας ξένης ένωσης υπεργινοµένων. 

Έστω ότι ℬ ∈ VK = HSPCmK. Με άλλα λόγια, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µια οικογένεια 
{ℱi  |i ∈ I} πλαισίων στην Κ και µια άλγεβρα ℭ τέτοια που 

 

ℬ ↞ ℭ ↣ ∏i∈I ℱi
+. 

 

Για να αποδείξουµε ότι ℭmℬ ∈ HSCmK, αρκεί να δείξουµε ότι ℭm( ∏i∈I ℱi
+) ∈ 

SPCmK. H υπόλοιπη απόδειξη είναι όπως πριν. Έστω ℱ το πλαίσιο ⊎i∈I ℱi . Τότε από την 

προταση 3.1.3, ℱ+ ≅  ∏i∈I ℱi
+. Άρα από την πρόταση 3.1.2: 

 

ℭm( ∏i∈I ℱi
+) ≅  ((ℱ+)+)+ =  (ueℱ)+.   (3.1.10.γ) 
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Από γνωστό θεώρηµα, υπάρχει υπερδύναµη ℰ του ℱ τέτοια που ℰ ↠ ueℱ. Εφαρµόζοντας 
γνωστή πρόταση της τροπικής λογικής, προκύπτει ένα πλαίσιο ℋ τέτοιο που (i) το ℋ είναι µια 
ξένη ένωση από υπεργινόµενα πλαισίων στην Κ, και (ii) ℋ ↠ ℰ. Συνδυάζοντας αυτές τις 
παρατηρήσεις παίρνουµε ℱ ↞ ℰ ↞ ℋ. Άρα από την πρόταση 3.1.2: 

 
(ueℱ)+ ↞ ℰ+ ↞ ℋ+. (3.1.10.δ) 

 
Ας παρατηρήσουµε ότι το ℋ είναι µια ξένη ένωση πλαισίων µέσα στην Κ, αφού η Κ είναι 

κλειστή για υπεργινόµενα. Από αυτό παίρνουµε ότι ℋ+ ∈ PCmK. Αλλά τότε από τις (3.1.10.γ) και 

(3.1.10.δ) έχουµε ότι ℭm( ∏i∈I ℱi
+) ∈ SPCmK, το οποίο και θέλαµε. ▫ 

 
Σε όρους τροπικής λογικής το παραπάνω θεώρηµα είναι ουσιαστικά το εξής συµπέρασµα. 
 
Πόρισµα 3.1.11. Κανονικές λογικές και τροπικές θεωρίες. Έστω τ τροπικός τύπος, και Κ 

κλάση τ-πλαισίων η οποία είναι κλειστή για υπεργινόµενα. Τότε η τροπική θεωρία της Κ είναι µια 
κανονική λογική. 

 
Ένα από τα πλέον γνωστά ανοιχτα προβλήµατα είναι αν ισχύει και το αντίστροφο του 

θεωρήµατος που µόλις αποδείξαµε. 
 
Πρόταση 3.1.12. Ανοιχτό πρόβληµα . Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και V µια κανονική 

ποικιλία αλγεβρών Βoole µε τ-τελεστές. Υπάρχει κλάση τ-πλαισίων Κ, κλειστή για υπεργινόµενα, 
τέτοια που η V να παράγεται από την Κ; ▫  

 

3.2. Γενικά πλαίσια. 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα συζητήσουµε για µια ενδιάµεση σηµασιολογία, η οποία κατά κάποιο 

τρόπο ενώνει τη σχεσιακή µε την αλγεβρική σηµασιολογία. Όπως θα δούµε, ένα γενικό πλαίσιο, το 
οποίο είχαµε ορίσει σην αρχή της εργασίας µας, είναι ουσιαστικά ένα σύνηθες πλαίσιο στο οποίο 
έχει προστεθεί µια άλγεβρα Βoole µε τελεστές. Το ενδιαφέρον µε τα γενικά πλαίσια είναι ότι από τη 
µια µπορούµε να αποδείξουµε ένα θεµελιώδες θεώρηµα πληρότητας για την τροπική λογική, ενώ 
από την άλλη είναι τόσο διαισθητικά απλά όσο και η συνηθισµένη σχεσιακή σηµασιολογία. 

Στην συνέχεια θα (ξανα)ορίσουµε τα γενικά πλαίσια, θα δούµε κάποιες σηµαντικές κλάσεις 
γενικών πλαισίων και θα αναλύσουµε τη σχέση που υπάρχει µεταξύ των γενικών πλαισίων, των 
απλών πλαισίων και των ΒΑΤ. 

Για τυχαίο τροπικό τύπο οµοιότητας τ, ένα γενικό πλαίσιο ορίζεται ως εξής: 
 
Ορισµός 3.2.1. Γενικά τ-πλαίσια. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας. Ένα γενικό τ-πλαίσιο 

είναι ένα ζεύγος ɡ = (ℱ, Α), τέτοιο που ℱ = (W, R△)△∈τ είναι τ-πλαίσιο, και Α είναι ο φορέας µιας 
πολύπλοκης άλγεβρας πάνω στο ℱ. ∆ηλαδή, το Α είναι µια µη-κενή συλλογή από υποσύνολα του W, 
που είναι κλειστό για τους τελεστές Βoole και την τροπική λειτουργία mR△(X1,…,Xn), για κάθε △∈ τ. 

Μια αποτίµηση V στο ℱ καλείται επιτρεπτή (admissible) για το ɡ, αν για κάθε προτασιακή 
µεταβλητή p, το V(p) είναι ένα επιτρεπτό υποσύνολο του W, δηλαδή είναι στοιχείο του Α. Ένα 
µοντέλο βασισµένο σε ένα γενικό πλαίσιο, είναι µια τριάδα (ℱ, Α, V), όπου (ℱ, Α) είναι γενικό 
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πλαίσιο και V είναι µια επιτρεπτή αποτίµηση για το (ℱ, Α). Η αλήθεια σε ένα τέτοιο µοντέλο 
ορίζεται µε τον προφανή τρόπο, δηλαδή, σαν να µιλούσαµε για το µοντέλο (ℱ, V).  

Για να αποφύγουµε τη σύγχυση, θα χρησιµοποιούµε τον όρο ‘Kripke πλαίσιο’ όταν θα µιλάµε 
για τα συνηθισµένα πλαίσια, δηαλαδή αυτά που δεν είναι γενικά πλαίσια. ▫ 

 
Η έννοιες της εγκυρότητας και της σηµασιολογικής συνεπαγωγής για κλάσεις γενικών πλαισίων 

ορίζονται µε τον αναµενόµενο τρόπο: 
 
Ορισµός 3.2.2. Εγκυρότητα σε γενικά τ-πλαίσια.  Έστω ɡ ένα γενικό πλαίσιο. Ένας τύπος φ 

είναι έγκυρος στο ɡ, αν ο φ ισχύει σε κάθε κατάσταση του ɡ, υπό οποιαδήποτε επιτρεπτή 
αποτίµηση V. Ο ίδιος ορισµός ισχύει και για σύνολα τύπων καθώς και για κλάσεις γενικών πλαισίων.  

Για ένα σύνολο τύπων, και πιο συγκεκριµένα για µια κανονική τροπική λογική Λ, ένα γενικό 
πλαίσιο θα καλείται Λ-πλαίσιο, αν η Λ είναι έγκυρη στο πλαίσιο. 

Έστω Κ µια κλάση γενικών πλαισίων, Σ ένα σύνολο πλαισίων και φ τύπος. Θα λέµε ότι το Σ 
συνεπάγεται σηµασιολογικά τον φ πάνω στην κλάση Κ, αν για κάθε γενικό πλαίσιο ɡ στην Κ, κάθε 
επιτρεπτή αποτίµηση V στο ɡ και κάθε κατάσταση s στο ɡ, έχουµε ότι (ɡ, V), s ⊩ Σ ⇒ (ɡ, V), s ⊩ 
φ.▫ 

 
Όπως θα δούµε στο παρακάτω θεώρηµα πληρότητας, τα γενικά πλαίσια µοιράζονται µια 

ιδιότητα των ΒΑΤ. Παρέχουν µια επαρκή σηµασιολογία για κανονικές τροπικές λογικές. 
 
Θεώρηµα 3.2.3. Κανονικές λογικές και γενικά πλαίσια. Έστω Λ µια κανονική τροπική 

λογική. Τότε η Λ είναι έγκυρη και ισχυρά πλήρης ως προς την κλάση των γενικών Λ-πλαισίων. 
 
Απόδειξη. Η εγκυρότητα προκύπτει άµεσα. Για την πληρότητα, έστω το κανονικό πλαίσιο 

cfΛ =(ℱ c
Λ , {φ̂ | o φ είναι τύπος}). Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι  cfΛ  ⊩ Λ. Έστω ότι Σ ⊬Λ  φ. 

Έπεται ότι το σύνολο Σ ∪ {¬φ} είναι Λ-συνεπές. Από τον ορισµό του κανονικού πλαισίου και από 
το Λήµµα Αλήθειας, υπάρχει κατάσταση s ∈ cfΛ , τέτοια που ( cfΛ , Vc), s ⊩ Σ ∪ {¬φ}. Αφού η 
κανονική αποτίµηση Vc είναι επιτρεπτή, αυτό σηµαίνει ότι αποδείξαµε ότι δεν ισχύει ο ισχυρισµός 
ότι ο φ είναι σηµασιολογική συνέπεια του Σ στην κλάση των γενικών Λ-πλαισίων.▫ 

 
Ο ακόλουθος ορισµός µας δίνει κάποιες σηµαντικές ιδιότητες και κλάσεις γενικών πλαισίων. 
 
Ορισµός 3.2.4. Ιδιότητες γενικών πλαισίων. (α) Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και ɡ = 

(ℱ, Α) ένα γενικό τ-πλαίσιο, όπου ℱ το Kripke τ-πλαίσιο (W, R△)△∈τ. Τότε το ɡ καλείται: 
 

εξειδικευµένο (differentiated) αν ∀ s, t ∈ W: 
 

s  =  t  ανν  ∀a ∈ A(s ∈ a ⇔ t ∈ a), 
 

σφικτό (tight) αν για κάθε △∈τ (έστω ότι ρ(△)=n), και για όλα τα s,s1,…,sn∈W: 
 

R△ ss1…sn   ανν  ∀ a1,…,an ∈ A((⋀i si ∈ ai) ⇒ si ∈ mR△( a1,…, an)), 
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συµπαγές (compact) αν ∩ Α0  ≠ ∅, για κάθε υποσύνολο Α0 του Α, το οποίο έχει την ιδιότητα της 
πεπερασµένης τοµής, 

 
καθαρό (refined) αν το ɡ είναι differentiated και tight,  
 
περιγραφικό (descriptive) αν το ɡ είναι refined και compact, 

 
γεµάτο (full) αν κάθε υποσύνολο του W είναι επιτρεπτό, δηλαδή, αν Α = P(W), και 

 
διακριτό (discrete) αν κάθε µονοσύνολο είναι επιτρεπτό, δηλαδή, αν {s} ∈ A για κάθε s ∈ W.  
 

Όταν θα είναι εµφανές ότι µιλάµε για γενικά πλαίσια και όχι για Kripke πλαίσια δεν θα 
χρησιµοποιούµε το επίθετο «γενικά» µπροστά από τη λέξη «πλαίσια». ∆ηλαδή θα γράφουµε 
«σφικτό πλαίσιο» αντί για «σφικτό γενικό πλαίσιο». ▫   
 

Ο καλύτερος τρόπος για να κατανοήσουµε την έννοια της εξειδίκευσης είναι να παρατη-
ρήσουµε ότι ένα γενικό πλαίσιο είναι εξειδικευµένο αν και µόνο αν για κάθε διαφορετικό ζεύγος 
καταστάσεων s και t, υπάρχει ένα επιτρεπτό σύνολο α που µαρτυρά αυτή τη διαφορά, δηλαδή ότι s 
∈ α και t ∉ α. Αντίστοιχα ένα γενικό πλαίσιο είναι σφικτό αν και µόνο αν για κάθε κατάσταση s και 
κάθε κατάσταση t που δεν είναι προσβάσιµη από την s, υπάρχει ένα επιτρεπτό σύνολο α που 
µαρτυρα αυτό ακριβώς, δηλαδή t ∈ s και s ∉ mR⋄(α). Η εξειδίκευση και η σφικτότητα εποµένως 
είναι µια ένδειξη ότι υπάρχουν πολλά επιτρεπτά σύνολα. 

Για την συµπάγεια ας θεωρήσουµε µια συλλογή Α0 από επιτρεπτά σύνολα. Αν το Α0 δεν είναι 
πεπερασµένα αντιφατικό, δηλαδή υπάρχει µια κατάσταση στην τοµή οποιασδήποτε πεπερασµένης 
υποσυλλογής της Α0, τότε υπάρχει κάποια κατάσταση που ανήκει σε όλα τα σύνολα της Α0. 

Μια απλή εφαρµογή στον παραπάνω ορισµό είναι και η εξής.  
 

Πρόταση 3.2.5. ∆ιακριτά γενικά πλαίσια. Τα διακριτά πλαίσια είναι καθαρά. 
 
Απόδειξη. Θα κοιτάξουµε µόνο την σφικτότητα και θα περιοριστούµε στον βασικό τύπο 

οµοιότητας. Έστω ɡ=(W, R, A) ένα διακριτό πλαίσιο, και έστω ότι η κατάσταση t δεν είναι επόµενη 
της κατάστασης s. Τότε s ∉ mR({t}), ενώ προφανώς t ∈ {t}. Από τον ορισµό της διακριτότητας, το 
{t} είναι επιτρεπτό. ▫  

 
Η σηµαντικότερη κλάση που ορίσαµε παραπάνω είναι αυτή των περιγραφικών πλαισίων. 

Ένας λόγος είναι ότι ουσιαστικά από την σκοπιά της θεωρίας κατηγοριών, τα περιγραφικά γενικά 
πλαίσια είναι το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο µε τις άλγεβρες Βoole µε τελεστές. Για παράδειγµα θα 
δείξουµε ότι ότι κάθε ΒΑΤ µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα περιγραφικό γενικό πλαίσιο. 

 
Πρόταση 3.2.6. Περιγραφικά γενικά πλαίσια και κανονικές λογικές. Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, και Λ µια κανονική τροπική τ-λογική. Τότε το cfΛ  είναι ένα περιγραφικό γενικό πλαίσιο. 
 
Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι το cfΛ  είναι εξειδικευµένο, έστω Γ και ∆ διακριτά µεγιστικά Λ-

συνεπή σύνολα τύπων. Με άλλα λόγια, υπάρχει τύπος γ τέτοιος που γ ∈ Γ, ενώ γ ∉ ∆. Αλλά τότε Γ 
∈ γ̂ , ενώ ∆ ∉ γ̂ . Με τον ίδιο εύκολο τρόπο αποδεικνύουµε και την σφικτότητα, χρησιµοποιώντας 
απλά τον ορισµό της κανονικής σχέσης προσβασιµότητας. 



 55

Για την συµπάγεια, έστω ότι S := {σ̂  | σ ∈ Σ} είναι µια συλλογή από επιτρεπτά σύνολα, και 
ότι έχει την ιδιότητα πεπερασµένης τοµής. Έπεται ότι το Σ είναι συνεπές, γιατί αν δεν ήταν, τότε 
υπάρχουν σ1, ..., σn ∈ Σ τέτοια που ⊢Λ (σ1 ∧ ... ∧ σn) → ⊥. Αυτό συνεπάγεται ότι δεν υπάρχει 
µεγιστικό Λ-συνεπές σύνολο Γ τέτοιο που σi ∈ Γ για κάθε i ≤ n. Αλλά τότε σ̂ 1 ∩ ... ∩ σ̂ n = ∅, το 
οποίο αντιτίθεται στην υπόθεσή µας για το S. 

Αλλά αν το Σ είναι συνεπές, τότε µπορεί να επεκταθεί σε ένα µεγιστικά Λ-συνεπές σύνολο Σ+. 
Έπεται άµεσα ότι Σ+ ∈ ∩ {σ̂  |  σ ∈ Σ}. Αυτό ακριβώς µας µαρτυρά ότι το S έχει µη κενή τοµή. ▫ 

 
Θα κοιτάξουµε τώρα τη σχέση µεταξύ πλαισίων, γενικών πλαισίων και ΒΑΤ. Πρώτα θα 

χρειαστούµε κάποιες έννοιες από τη θεωρία των Kripke πλαισίων. 
 
Ορισµός 3.2.7. Φραγµένοι µορφισµοί, εµφυτεύσεις, ισοµορφισµοί και ξένες ενώσεις. Έστω 

ɡ = (ℱ, A) και ɡ’ = (ℱ’, A’) δύο γενικά πλαίσια, και έστω ότι ℱ = (W, R△)△∈τ , και ℱ’ = (W’, 
R’△)△∈τ. Μια συνάρτηση θ: W → W’, καλείται φραγµένος µορφισµός µεταξύ των ɡ και ɡ’ 
(συµβολικά θ:ɡ → ɡ’), αν η θ είναι φραγµένος µορφισµός µεταξύ των πλαισίων ℱ και ℱ’ τέτοιος 
που 

 
θ–1(a’ ) ∈ A για κάθε a’ ∈ A’. (3.2.7.α) 

 
Ένας τέτοιος φραγµένος µορφισµός θ, καλείται εµφύτευση αν είναι µονοµορφισµός και ικανοποιεί το 
εξής: 
 

για κάθε a ∈ A υπάρχει a’ ∈ A’  τέτοιο ώστε θ[a] = θ[W] ∩ a’.  (3.2.7.β) 
 

Εδώ έχουµε ότι θ[a] = {θ(s) | s ∈ a}, ενώ γράφουµε ɡ ↣ ɡ’ για να συµβολίσουµε ότι το ɡ µπορεί 
να εµφυτευθεί στο ɡ’. 

Το γενικό πλαίσιο ɡ’ καλείται φραγµένη µορφική εικόνα του ɡ (συµβολικά ɡ ↠ ɡ’), αν 
υπάρχει φραγµένος επιµορφισµός από το ɡ στο ɡ’. ∆ύο γενικά πλαίσια ɡ και ɡ’ είναι ισοµορφικά 
αν υπάρχει εµφύτευση που είναι και επί, θ: ɡ → ɡ’. 

Έστω ότι για κάθε i ∈ I, το ɡi είναι το γενικό πλαίσιο (ℱi, Ai). Ορίζουµε την ξένη ένωση ⊎i 

ɡi, της οικογένειας (ɡi)i∈I, ως το γενικό πλαίσιο (⊎i ℱi, Ai), όπου το Α αποτελείται από αυτά τα 

υποσύνολα a ⊆∪i
Wi, που ικανοποιούν το a ∩ Wi  ∈ Ai, για κάθε i ∈ I. ▫ 

 
Όπως και στα Kripke πλαίσια, έτσι και οι ορισµοί που δώσαµε παραπάνω διατηρούν την 

αλήθεια. Το ακόλουθο πόρισµα προκύπτει εύκολα από τους ορισµούς. 
 
Πόρισµα 3.2.8. Οι ξένες ενώσεις, οι φραγµένες µορφικές εικόνες και οι εµφυτεύσεις 

διατηρούν την αλήθεια. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και φ τ-τύπος. 
 

(i) Έστω {ɡi | i ∈ I } µια οικογένεια γενικών πλαισίων. Τότε ⊎ɡi ⊩ φ αν  ɡi ⊩ φ, για κάθε i ∈ I.   

(ii) Έστω ότι ɡ’ ↣ ɡ. Αν ɡ ⊩ φ τότε  ɡ’ ⊩ φ. 
(iii) Έστω ότι ɡ ↠ ɡ’. Αν ɡ ⊩ φ τότε  ɡ’ ⊩ φ. 
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Ακολούθως θα ορίσουµε µια σειρά από λειτουργίες που µας επιτρέπουν να κατασκευάζουµε 
γενικά πλαίσια από Kripke πλαίσια ή από ΒΑΤ, και αντίστροφα. 

 
Ορισµός 3.2.9. Γενικά πλαίσια υπερφίλτρων. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και έστω ɡ 

= (W, R△, Α)△∈τ ένα γενικό πλαίσιο. Το υποβόσκον τ-πλαίσιο του ɡ δίνεται από το ɡ# = (W, R△)△∈τ. 
Έπεται από τις συνθήκες κλειστότητας στο Α ότι η δοµή  

 
ɡ* = (A, ∪, −, ∅, mR△)△∈τ 

 
είναι µια άλγεβρα boole µε τ-τελεστές. Αυτή η άλγεβρα καλείται υποβόσκουσα άλγεβρα Βoole µε τ-
τελεστές του ɡ. 
Αντιστρόφως, το πλήρες τ-πλαίσιο ενός τ-πλαισίου ℱ = (W, R△)△∈τ δίνεται από το  
 

ℱ# = (ℱ,P (W)). 
 

To γενικό πλαίσιο υπερφίλτρων µιας ΒΑΤ ℬ = (B, +, −, 0, f△)△∈τ ορίζεται ως εξής 
 

ℬ* = ( ℬ+, { b̂  |b  ∈ B}), 
 

όπου το b̂  ⊆ Ufℬ ορίζεται ως το σύνολο των υπερφίλτρων u τέτοιο που b ∈ u: 
 

b̂  = { u ∈ Ufℬ | b ∈ u }. ▫ 
 
Υπάρχουν πολλοί τρόποι να συνδυάσουµε τις παραπάνω λειτουργίες. 
 
Πρόταση 3.2.10. Ιδιότητες γενικών πλαισίων. (β) Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, ℱ τ 

πλαίσιο, ɡ γενικό τ- πλαίσιο και ℬ µια άλγεβρα Βoole µε τ-τελεστές. Τότε  
 
(i)   (ℱ♯)♯   =  ℱ, 
(ii)  (ℱ♯)∗  =  ℱ+, 
(iii) (ℬ∗)♯  =  ℬ+, 
(iv)  (ɡ♯)♯  =  ɡ  ανν  το ɡ είναι full. 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση εφαρµογή των ορισµών. ▫ 
 
Το ακόλουθο θεώρηµα µας δείχνει τη σχέση µεταξύ των ΒΑΤ και των γενικών πλαισίων. 
 
Θεώρηµα 3.2.11. Ιδιότητες γενικών πλαισίων. (γ) Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, ɡ 

γενικό τ- πλαίσιο και ℬ µια άλγεβρα boole µε τ-τελεστές. Τότε για κάθε τ-τύπο φ: 
 

        ɡ ⊩ φ   ανν   ɡ∗ ⊨ φ ≈ ⊤, 
                                         ℬ ⊨ φ ≈ ⊤  ανν    ℬ∗ ⊩ φ. 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη έπεται από τα παραπάνω θεωρήµατα. ▫ 
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Στο επόµενο θεώρηµα βλέπουµε ότι οι ΒΑΤ και τα περιγραφικά γενικά πλαίσια είναι όντως το 
ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο. 

 
Θεώρηµα 3.2.12. Περιγραφικά γενικά πλαίσια και ΒΑΤ. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, 

ɡ γενικό τ- πλαίσιο και ℬ µια άλγεβρα Βoole µε τ-τελεστές. Τότε  
 
(i)ℬ∗ είναι ένα περιγραφικό γενικό πλαίσιο, 
 
(ii) (ℬ∗)∗ ≅ ℬ, 
 
(iii) (ɡ∗)∗ ≅ ɡ ανν το ɡ είναι περιγραφικό. 
 
Απόδειξη. Για ευκολία στον συµβολισµό θα υποθέσουµε ότι ο τ έχει µόνο ένα τροπικό 

τελεστή △, µε πλήθος ορισµάτων n. 
 
(i) Αυτό το µέρος της απόδειξης είναι παρόµοιο µε την απόδειξη του ότι κάθε κανονικό 

γενικό πλαίσιο είναι περιγραφικό (Πρόταση 3.2.6). 
 
(ii) Έστω ℬ = (Β, +, −, f) µια άλγεβρα Βoole µε τελεστή. Τότε το ℬ∗ είναι ένα γενικό πλαίσιο 

που το Kripke πλαίσιο του, είναι της µορφής (Ufℬ, Qf), ενώ τα επιτρεπτά σύνολα είναι της µορφής 
α̂ , µε α ∈ Α. Συνεπώς ο κουβαλητής της άλγεβρας (ℬ∗)∗, αποτελείται από όλα τα στοιχεία α̂ , και 
ο τελεστής του είναι της µορφής mQf. (Οι ορισµοί των Q και m βρίσκονται στα Ορισµός 2.3.5 και 
Ορισµός 2.2.3). Προφανώς, αρκεί να δείξουµε ότι η συνάρτηση r: A → P(Ufℬ), που δίνεται από 
τον τύπο 

 
r : α ↦ α̂ , 

 
είναι ένας ΒΑΤ- ισοµορφισµός. Αλλά από το θεώρηµα 2.3.8, έπεται ότι η r είναι 

µονοµορφισµός, και ο επιµορφισµός είναι άµεσος από τους ορισµούς. 
 
(iii) Η «µόνον αν» κατεύθυνση έπεται άµεσα από το (i). Για την άλλη κατεύθυνση, ας 

υποθέσουµε ότι ɡ = (W, R, A) είναι ένα περιγραφικό πλαίσιο. Για κάθε κατάσταση s ∈W, ορίζουµε 
το Us να είναι το σύνολο των επιτρεπτών συνόλων α, τέτοιων που s ∈ α. Υποστηρίζουµε ότι αυτά τα 
σύνολα αποτελούν ακριβώς το σύνολο των υπερφίλτρων του ɡ∗, δηλαδή ότι: 

 
{ Us | s ∈ W } = Ufɡ∗ .(3.2.12.α) 

 
H συµπερίληψη ‘⊆’ είναι προφανής. Για την άλλη κατεύθυνση, έστω u ένα τυχαίο υπερφίλτρο 

της ΒΑΤ του ɡ∗, δηλαδή της άλβεβρας Βoole (A, ∪, −, ∅). Αφού τα υπερφίλτρα είναι κλειστά ως 
προς την τοµή και δεν περιέχουν ποτέ το κενό σύνολο, έπεται ότι το u έχει την ιδιότητα 
πεπερασµένης τοµής. Από συµπάγεια, ∃s τέτοιο που s ∈∩u . Από αυτό παίρνουµε ότι u ⊆ Us. 

Αλλά εφόσον το Us είναι και υπερφίλτρο του (Α, ∪, −, ∅), παίρνουµε ότι u = Us. Οπότε αποδείξαµε 
την (3.2.12.α). 



 58

Έστω τώρα το γενικό πλαίσιο (ɡ∗)∗. Αφού οι καταστάσεις του είναι τα υπερφίλτρα του ɡ∗, 
από τη (3.2.12.α) παίρνουµε ότι η συνάρτηση θ, που δίνεται από τον τύπο θ: s ↦ Us, είναι 
συνάρτηση από το σύµπαν W του g επί του σύµπαντος Ufɡ∗ του (ɡ∗)∗. Το 1-1 έπεται από την 
εξειδίκευση του ɡ. Εποµένως, η συνάρτηση θ: W → Ufɡ∗ είναι 1-1 και επί. 

Θα δείξουµε ότι η θ είναι ισοµορφισµός µεταξύ γενικών πλαισίων. Έστω R’ η σχέση 
προσβασιµότητας του △ στο (ɡ∗)∗. Από τον ορισµό της R’, για τα υπερφίλτρα u, u1, …, un έχουµε: 

 

R’uu1… un   ανν    ∀a1,…, an  ∈ A (⋀ai ∈ ui ⇒ mR (a1, …, an) ∈ u). (3.2.12.β) 
 
Έστω s, s1,…, sn τυχαία σηµεία του ɡ. Από την σφικτότητα, έχουµε: 
 

Rss1… sn    ανν    ∀a1,…, an  ∈ A (⋀si ∈ ai ⇒ s ∈ mR (a1, …, an)). (3.2.12.γ) 
 

Αλλά από τον ορισµό της θ, έχουµε t ∈ a ανν a ∈ θ(t), για κάθε t ∈ W. Οπότε από την (3.2.12.γ) 
έπεται ότι: 

Rss1… sn   ανν   ∀a1,…, an  ∈ A (⋀ai ∈ θ( si )⇒ mR (a1, …, an) ∈ θ(s)). (3.2.12.δ) 
 
 

Αλλά από τις (3.2.12.β) και (3.2.12.δ) παίρνουµε ότι: 
 

Rss1… sn    ανν   R’θ(s)θ(s1)… θ(sn). 
 

Με άλλα λόγια, η θ είναι ισοµορφισµός µεταξύ των υποκείµενων Kripke πλαισίων των ɡ και 
(ɡ∗)∗. 

Τελειώνοντας, έστω a, ένα τυχαίο επιτρεπτό σύνολο του ɡ. Θα δείξουµε ότι το θ(a) είναι ένα 
επιτρεπτό σύνολο του (ɡ∗)∗. Από τον ορισµό του τελεστή (•)∗, το a είναι µέλος του κουβαλητή του 
ɡ∗. Άρα, από τον ορισµό του τελεστή (•)∗, το σύνολο α̂ := {u ∈ Uf(ɡ∗)| a ∈ u} είναι ένα 
επιτρεπτό σύνολο του (ɡ∗)∗. Εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι α̂  = θ(a), και άρα τελικά ότι a = θ-1[α̂ ]. 
▫ 

 
Ένα άµεσο πόρισµα των θεωρηµάτων 3.2.11 και 3.2.12 είναι ότι κάθε γενικό πλαίσιο έχει ένα 

ισοδύναµο περιγραφικό γενικό πλαίσιο. 
 
Πόρισµα 3.2.13. Περιγραφικά γενικά πλαίσια και γενικά πλαίσια. Έστω ɡ ένα γενικό τ-

πλαίσιο για κάποιο τροπικό τύπο οµοιότητας τ. Τότε το (ɡ∗)∗ είναι ένα περιγραφικό γενικό πλαίσιο 
ισοδύναµο του ɡ, δηλαδή για κάθε τ-τύπο φ: 

 
ɡ  ⊩ φ    ανν    (ɡ∗)∗ ⊩ φ. ▫ 

 
Μπορούµε να επεκτείνουµε τις κατασκευές που δώσαµε στον ορισµό 3.2.9 σε µορφισµούς 

µεταξύ αλγεβρών ή µεταξύ γενικών πλαισίων. 
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Ορισµός 3.2.14. Γενικά πλαίσια και µορφισµοί. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, και ɡ = 
(W, R△, A)△∈τ , ɡ’ = (W’, R’△, A’)△∈τ , δύο γενικά τ-πλαίσια. Έστω και ένας φραγµένος µορφισµός θ: 
W → W’. Ο δυϊκός του θ∗:A’→ A, ορίζεται ως εξής: 

 
θ∗(a’)  =  θ-1[a’]  (= { s ∈ W | θs ∈ a’}). 

 
Έστω τώρα ℬ = (B, +, −, 0, f△)△∈τ, ℬ’ = (B’, +’, −’, 0’, f’△)△∈τ, δύο άλγεβρες Βoole µε τ-

τελεστές, και  η,  µια συνάρτηση από το Α στο Α’. Τώρα ορίζουµε την δυϊκή η∗ της η να είναι η 
ακόλουθη συνάρτηση από το Ufℬ’ στο P(A): 

 
η∗(u’) = η-1[u’] (={ a ∈ A| ηa ∈ u’}). ▫ 

 
Για τις συναρτήσεις που µόλις ορίσαµε µπορούµε να αποδείξουµε αντίστοιχα αποτελέσµατα 

που δείξαµε στις προτάσεις 3.1.6 και 3.1.7.  
 
Η ανάλογη πρόταση της 3.1.6 είναι η εξής:  
 
Πρόταση 3.2.15. Φραγµένοι µορφισµοί και ΒΑΤ-οµοµορφισµοί. Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, και έστω ɡ και ℌ δύο γενικά τ-πλαίσια, και θ µια συνάρτηση από το σύµπαν του ɡ στο 
σύµπαν του ℌ. Τότε:  

 
(i) Αν θ είναι ένας φραγµένος µορφισµός, τότε θ∗ είναι ένας ΒΑΤ-οµοµορφισµός από το ℌ∗ 

στο ɡ∗. 
(ii) Αν θ: ɡ  ↣ ℌ, τότε θ∗: ℌ∗↠ ɡ∗. 
(iii) Αν θ: ɡ ↠ ℌ, τότε θ∗: ℌ∗ ↣ ɡ∗. 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή της πρότασης 3.1.6. ▫ 
  
Για την πρόταση 3.1.7 η αντίστοιχη πρόταση είναι η εξής: 
 
Πρόταση 3.2.16. ΒΑΤ-οµοµορφισµοί και φραγµένοι µορφισµοί. Έστω τ τροπικός τύπος 

οµοιότητας, και έστω ℬ και  ℭ δύο άλγεβρες Βoole µε τ-τελεστές, και η µια συνάρτηση από το Β στο 
C. Τότε   

 
(i) Αν η είναι ένας ΒΑΤ-ισοµορφισµός, τότε η∗ είναι ένας φραγµένος µορφισµός από την ℬ∗ 

στην  ℭ∗. 
(ii) Αν η: ℬ  ↣ ℭ, τότε η∗: ℭ∗ ↠ ℬ∗. 
(iii) Αν η: ℬ ↠ ℭ, τότε η∗: ℭ∗ ↣ ℬ∗. 
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή της πρότασης 3.1.7. ▫ 
 
Συνδυάζοντας τα θεωρήµατα 3.2.12, 3.2.15 και 3.2.16 ισχυροποιούµε τον ισχυρισµό µας ότι 

τα περιγραφικά γενικά πλαίσια και οι ΒΑΤ είναι πράγµατι ισοδύναµα αντικείµενα. Τα τρία αυτά 
θεωρήµατα µας δίνουν την ακόλουθη πρόταση. 
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Πρόταση 3.2.17. Περιγραφικά γενικά πλαίσια και ΒΑΤ. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, 
και έστω ɡ και ℌ δύο περιγραφικά γενικά πλαίσια, και ℬ και ℭ δύο άλγεβρες Βoole µε τ-τελεστές. 
Τότε  

 
(i)  ɡ ↣ ℌ   ανν  ℌ∗ ↠ ɡ∗, 
(ii)  ɡ ↠ ℌ  ανν  ℌ∗ ↣ɡ∗, 
(iii) ℬ ↣ ℭ  ανν  ℭ∗↠ ℬ∗, 
(iv) ℬ ↠ ℭ  ανν  ℭ∗ ↣ ℬ∗.  
 
Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση απο τα τρία παραπάνω θεωρήµατα. ▫ 
 

3.3. Persistence 
 
Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε την έννοια της persistence, που δεν είναι τίποτε 

άλλο από µια γενίκευση της έννοιας της κανονικότητας. Με τη καινούρια αυτή έννοια θα δείξουµε 
ότι όλοι οι Sahlqvist τύποι είναι κανονικοί. 

 
Ορισµός 3.3.1. Persistence. Έστω τ τροπικός τύπος οµοιότητας, φ τ-τύπος και Χ µια ιδιότητα 

(ή κλάση) των γενικών πλαισίων. Ο φ θα καλείται Χ-persistent (ή persistent ως προς την Χ), αν, για 
κάθε γενικό τ-πλαίσιο ɡ στην Χ,  ɡ ⊩ φ µόνο αν ɡ♯ ⊩ φ. Persistence ως προς την κλάση των 
καθαρών (refined), περιγραφικών (descriptive), και διακριτών (discrete) πλαισίων, καλείται r-
persistence, d-persistence και di-persistence αντίστοιχα. ▫ 

 
Ας δούµε πιο διαισθητικά τι είναι αυτό που µας λέει η έννοια της persistence. Έστω ɡ = (W, 

R, A) ένα γενικό πλαίσιο και φ ένας τροπικός τύπος του βασικού τύπου οµοιότητας.  Η συνεπαγωγή  
‘ɡ♯ ⊩ φ ⇒ ɡ ⊩ φ’ είναι άµεση, γιατί αν V(φ) = W για κάθε αποτίµηση, τότε σίγουρα V(φ) = W για 
κάθε επιτρεπτή αποτίµηση. Η αντίστροφη συνεπαγωγή, η οποία δεν ισχύει γενικά, µας λέει ότι για να 
δούµε αν ο φ ισχύει σε ένα υποβόσκον Kripke πλαίσιο ɡ♯ = (W, R), αρκεί να ελέγξουµε τις 
επιτρεπτές αποτιµήσεις. Αν αυτό ισχύει όταν παίρνουµε ένα γενικό πλαίσιο από µια δοσµένη κλάση 
Χ γενικών πλαισίων, τότε καλούµε τον φ  Χ-persistent. 

Για την έννοια της Χ-persistence έχουµε και την αλγεβρική της ερµηνεία. Αυτή προέρχεται 
από την παρατήρηση ότι για ένα γενικό πλαίσιο ɡ, η αντίστοιχη άλγεβρά του ɡ∗, είναι µια 
υποάλγεβρα της πλήρους πολύπλοκης άλγεβρας (ɡ♯)+ του υποβόσκοντος Kripke πλαισίου ɡ♯ του 
πλαισίου ɡ. Η διατήρηση της εγκυρότητας όταν παίρνουµε υποάλγεβρες σηµαίνει ότι (ɡ♯)+ ⊨ s ≈ t 
⇒ ɡ∗⊨ s ≈ t για κάθε ισότητα s ≈ t. H διατήρηση όµως της εγκυρότητας προς την άλλη κατεύθυνση 
δεν ισχύει πάντα. 

Εύκολα βλέπουµε ότι η κανονικότητα και η d-persistence είναι ουσιαστικά η ίδια έννοια 
 
Προταση 3.3.2. Κανονικότητα και d-persistence. Έστω τροπικός τύπος φ, µε τύπο 

οµοιότητας τ. Τότε ο φ είναι κανονικός αν και µόνον αν ο φ είναι d-persistent. 
 
Τώρα θα δείξουµε ότι όλοι οι πολύ απλοί Sahlqvist τύποι είναι di-persistent.  
 
Θεώρηµα 3.3.3. Θεώρηµα απλών Sahlqvist τύπων. Κάθε πολύ απλός Sahlqvist τύπος είναι 

di-persistent.  
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Απόδειξη. Ένας πολύ απλός Sahlqvist τύπος είναι της µορφής φ → ψ, όπου ο φ αποτελείται 
από άτοµα, µαζί µε τη χρήση συζεύξεων και υπαρξιακών τροπικών τελεστών, ενώ ο ψ είναι θετικός. 

Έστω χ ≡ φ → ψ, ένας πολύ απλός Sahlqvist τύπος, και έστω ɡ = (ℱ, Α) ένα διακριτό γενικό 
πλαίσιο τέτοιο που ɡ ⊩ χ. Θέλουµε να δείξουµε ότι ℱ ⊩ χ. Από τη συζήτηση της απόδειξης του 
Θεωρήµατος Sahlqvist για την τροπική λογική, γνωρίζουµε ότι αυτό είναι ισοδύναµο µε το 
ακόλουθο: 

 
ℱ⊨∀P1…∀Pn∀x∀x1…∀xm (REL ∧ AT → POS), 

 
όπου, 
REL:    είναι η σύζευξη πρωτοβάθµιων τύπων της µορφής R△x0…xn, που αντιστοιχούν σε 
εµφανίσεις υπαρξιακών τροπικών τελεστών στον φ, 
AT:        είναι η σύζευξη από µεταφράσεις ατοµικών τύπων, που αντιστοιχούν στις προτασιακές 
µεταβλητές και σταθερές του φ, και  
POS:         είναι η standard µετάφραση του τύπου ψ. 

Έστω sG  µια καθορισµένου µήκους αλλά τυχαία ακολουθία από καταστάσεις στο ℱ, και Vm η 
ακόλουθη αποτίµηση: 

 
Vm(p) = { si | Pxi είναι µέρος του ΑΤ }. 

 
Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι η Vm είναι η ελάχιστη αποτίµηση U τέτοια που (ℱ,U), sG  ⊩ 

AT. Με άλλα λόγια, (ℱ,U), sG  ⊩ AT µόνο αν U είναι µια επέκταση της Vm. 
 Οι βασικές παρατηρήσεις για την απόδειξη αυτού του θεωρήµατος είναι οι εξής: 
 

η Vm είναι επιτρεπτή   (3.3.3.α) 
και 

 
                       (ℱ,Vm), sG  ⊩(REL ∧ AT) → POS    ανν 

(ℱ,V), sG  ⊩ (REL ∧ AT) → POS για κάθε αποτίµηση V.    (3.3.3.β) 
 
Η υπόθεση ότι ο χ είναι αληθής σε κάθε επιτρεπτό µοντέλο πάνω στο ℱ σηµαίνει ότι πρέπει 

να έχουµε  (ℱ,U), sG  ⊩ (REL ∧ AT) → POS για κάθε επιτρεπτή αποτίµηση U. Οπότε το θεώρηµα 
προκύπτει άµεσα από τις (3.3.3.α) και (3.3.3.β). 

Η απόδειξη για την (3.3.3.α) είναι εύκολη. Για κάθε p, η Vm(p) είναι µια πεπερασµένη ένωση 
από πεπερασµένα τον αριθµό µονοσύνολα, και, αφού το Α περιέχει όλα τα µονοσύνολα και είναι 
κλειστό ως προς την ένωση, κάθε Vm(p) ανήκει στο Α. 

 Για την (3.3.3.β), η κατεύθυνση από αριστερά προς δεξιά είναι άµεση. Για την άλλη, 
υποθέτουµε ότι: 

  
(ℱ,Vm), sG  ⊩ (REL ∧ AT) → POS και  
(ℱ,V), sG  ⊩ (REL ∧ AT).  
 
Από το  (ℱ,V), sG  ⊩ AT, προκύπτει ότι η V είναι επέκταση της Vm. Από το (ℱ,V), sG  ⊩  REL, 

προκύπτει ότι ανεξάρτητα από την αποτίµηση U, (ℱ,U), sG  ⊩ REL. Συγκεκριµένα έχουµε ότι  
(ℱ,Vm), sG⊩ REL. Αλλά τότε (ℱ,Vm), sG  ⊩ REL ∧ AT και άρα  (ℱ,Vm), sG  ⊩ POS. Εφόσον η V 
είναι επέκταση της Vm, η µονοτονικότητα θετικών τύπων µας δίνει ότι  (ℱ,V), sG  ⊩  POS. ▫ 
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Ένα από τα πλέον σηµαντικά θεωρήµατα που θα δείξουµε σε αυτή την εργασία  είναι ότι όλοι 

οι Sahlqvist τύποι είναι d-persistent και άρα κανονικοί. 
 
Θεώρηµα 3.3.4. Θεώρηµα Sahlqvist τύπων. Κάθε Sahlqvist τύπος είναι d-persistent και άρα 

κανονικός. 
 
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το θεώρηµα για απλούς τύπους Sahlqvist σε τροπικό τύπο 

οµοιότητας που περιέχει µόνο διαµάντια. Τέτοιοι τύποι είναι της µορφής φ→ψ, όπου ο φ 
κατασκευάζεται από σταθερές και άτοµα µε τετράγωνα µπροστά, χρησιµοποιώντας συζεύξεις και 
υπαρξιακούς τροπικούς τελεστές, ενώ ο ψ είναι θετικός. 

Έστω χ ≡ φ→ψ ένας τέτοιος τύπος, και έστω ɡ = (ℱ, A) ένα περιγραφικό γενικό πλαίσιο 
τέτοιο που ɡ⊩χ. Πρέπει να δείξουµε ότι ο χ είναι έγκυρος στο υποβόσκον Kripke πλαίσιο ℱ του ɡ. 
Από την Sahlqvist αντιστοιχία αυτό είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο: 

 
ℱ⊨∀P1… ∀Pn∀x∀x1… ∀xm (REL ∧ BOX-AT → POS), (3.3.4.α) 

 
όπου, 
REL            είναι µια σύζευξη πρωτοβάθµιων τύπων της µορφής R◇xixj, που αντιστοιχεί σε εµφανί-
σεις διαµαντιών στον φ, 
BOX-AT     είναι µια σύζευξη τύπων της µορφής ∀y (Rβxiy → Py), που αντιστοιχεί στις εµφανίσεις 
□βp των ατόµων µε τετράγωνο στον φ, και 
POS            είναι η standard µετάφραση του τύπου ψ. 

 
Όπως και στην προηγούµενη απόδειξη, η πρόταση (3.3.4.α) είναι ισοδύναµη µε την 

ακόλουθη: 
 

για κάθε sG  στο ℱ: για κάθε αποτίµηση V, (ℱ, V), sG  ⊩( REL ∧ BOX-AT → POS). 
 

Καθορίζουµε µια ακολουθία sG από καταστάσεις στο ℱ, και ορίζουµε µια αποτίµηση Vm: 
 

Vm(p) = ∪ {Rβ[si] |  ο τύπος ∀y (Rβxiy → Py) εµφανίζεται στην BOX - AT}. 
 
Τώρα όµως η Vm(p) είναι η ελαχιστική αποτίµηση U τέτοια που  (ℱ, U), sG  ⊩BOX-AT, και 

όπως την απόδειξη του θεωρήµατος 3.3.3 µπορούµε εύκολα να δειξουµε ότι: 
                   
                  (ℱ,Vm), sG  ⊩(REL ∧ BOX-AT) → POS    ανν 

(ℱ,V), sG  ⊩ (REL ∧ BOX-AT) → POS για κάθε αποτίµηση V.    (3.3.4.β) 
 

Σε αντίθεση µε το προηγούµενο θεώρηµα, εδώ η Vm δεν χρειάζεται να είναι επιτρεπτή. 
Παρόλα αυτά ισχύει ότι: 

 
(ℱ,Vm), sG  ⊩ (REL ∧ BOX-AT) → POS .    (3.3.4.γ) 

 
Για να αποδείξουµε την (3.3.4.γ), που µαζί µε την (3.3.4.β) θα ολοκληρώσουν την απόδειξη 

του θεωρήµταος, θα χρειαστεί να ορίσουµε κάποιες έννοιες.  
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Θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό  U ⋖ V, για να πούµε ότι η V είναι µια επιτρεπτή 
επέκταση της U, όπου η V είναι µια επέκταση της U αν U(p) ⊆ V(p), για κάθε προτασιακή µεταβλητή 
p. Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι το σύνολο των αποτιµήσεων σε ένα δοσµένο πλαίσιο είναι 
κλειστό ως προς την τοµή και την ένωση των ορισµάτων τους. Ένα σύνολο c ⊆ W, είναι κλειστό αν 
είναι η τοµή ενός συνόλου από επιτρεπτά σύνολα. Μια αποτίµηση V είναι κλειστή αν το V(p) είναι 
ένα κλειστό σύνολο για κάθε προτασιακή µεταβλητή p. Ως συµπέρασµα παίρνουµε ότι µια αποτίµηση 

είναι κλειστή ανν U = ∪U⋖V  V.     
Τώρα θα αποδείξουµε ότι η (3.3.4.γ) έπεται από τις ακόλουθες δύο προτάσεις: 
 

Vm είναι κλειστή (3.3.4.δ) 
και 

αν U είναι µια κλειστή αποτίµηση και γ ένας θετικός τύπος, τότε U(γ) = ∪U⋖V  V(γ). (3.3.4.ε) 
 

Έστω ότι ισχύουν οι (3.3.4.δ), (3.3.4.ε) και έστω ότι   
 

(ℱ,Vm), sG  ⊩ (REL ∧ BOX-AT). 
 
Έστω V µια τυχούσα επιτρεπτή αποτίµηση τέτοια που Vm ⋖ V. Τότε (ℱ, sG ) ⊩ REL ∧ BOX-

AT, αλλά από την υπόθεση παίρνουµε (ℱ, sG ) ⊩ POS. Το POS αντιστοιχεί στην standard 
µετάφραση του τύπου ψ, άρα έχουµε ότι s ∈ V(ψ), όπου ο ψ είναι το συµπέρασµα ενός Sahlqvist 

τύπου. Εφόσον η V είναι τυχαία παίρνουµε ότι s ∈∩Vm⋖V  V(ψ). Οι (3.3.4.δ), (3.3.4.ε) µας δίνουν 

ότι s ∈ Vm(ψ), και άρα (ℱ, Vm), sG  ⊩ POS, το οποίο αποδεικνύει την (3.3.4.γ). 
Τώρα πρέπει να αποδείξουµε τις (3.3.4.δ), (3.3.4.ε). Η (3.3.4.δ) έπεται από γνωστή πρόταση 

της τοπολογίας και από το γεγονός ότι οι πεπερασµένες ενώσεις κλειστών συνόλων είναι και αυτές 
κλειστές. 

Για την (3.3.4.ε), υποθέτουµε ότι ο γ κατασκευάζεται από ατοµικούς τύπους χρησιµοποιώντας 
τα ∧, ∨, ◇ και □. Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή: 

 
Αρχικά παίρνουµε την περίπτωση ο γ να είναι ατοµικός τύπος. Αν ο γ είναι µια µεταβλητή p, 

τότε άµεσα από την κλειστότητα της U, έπεται ότι U(p) = ∩U⋖V  V(p). Αν ο γ είναι σταθερά, τότε 

U(γ) = V(γ) για κάθε αποτίµηση V, επιτρεπτή ή όχι, και άρα U(γ) = ∩U⋖V  V(γ). 
 

Έστω ότι ο γ είναι της µορφής γ1 ∧ γ2. Τότε U(γ) = U(γ1) ∩ U(γ2) = ∩U⋖V  V(γ1) ∩ ∩U⋖V  

V(γ2) = ∩U⋖V  (V(γ1) ∩ V(γ2)) = ∩U⋖V  V(γ). 
 

Έστω ότι ο γ είναι της µορφής γ1 ∨ γ2. Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι U(γ) ⊆ ∩U⋖V  V(γ). 

Τότε U(γ) = U(γ1) ∪ U(γ2) = ∩U⋖V  V(γ1) ∪ ∩U⋖V  V(γ2)  = ∩U⋖V  (V(γ1) ∪ V(γ2)) = ∩U⋖V  V(γ). 
 

Για την άλλη κατεύθυνση, ας υποθέσουµε ότι u ∉ U(γ). Έπεται ότι u ∉ U(γ1) και u ∉ U(γ2). Από 
την επαγωγική υπόθεση, αυτό έπεται την ύπαρξη επιτρεπτών αποτιµήσεων V1 και V2 τέτοιες που  U 
⋖ Vi. και u ∉ Vi(γi), µε i ∈{1,2}. Έστω V12 η τοµή των αποτιµήσεων V1 και V2, δηλαδή 
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V12(p) = V1(p) ∩ V2(p), για κάθε p. 

 
Εύκολα βλέπουµε ότι η V12 είναι επιτρεπτή και ότι U ⋖ V12. Αλλά οι γ1 και γ2 είναι θετικοί και άρα 
µονοτονικοί. Εποµένως  V12(γ1) ⊆ V1(γ1) και V12(γ2) ⊆ V2(γ2). Συνεπώς έχουµε ότι u ∉ V12(γ1) και u 

∉ V12(γ2) και οπότε  u ∉ V12(γ1 ∨ γ2) = V12(γ). Αλλά τότε από U ⋖ V12 έχουµε ότι  u ∉ ∩U⋖V  V(γ). 
 

Έστω ότι ο γ είναι της µορφής □γ’. Τότε :U(γ) = lR◇ (U(γ’))  =lR◇ (∩U⋖V  V(γ’)) = ∩U⋖V  

lR◇(V(γ’)) = ∩U⋖V  V(γ). 
 

Έστω ότι ο γ είναι της µορφής ◇γ’. Όµοια, η κατέυθυνση U(γ) ⊆ ∩U⋖V  V(γ) είναι εύκολη: 

U(γ) = mR◇ (U(γ’))  =mR◇ (∩U⋖V  V(γ’)) = ∩U⋖V  mR◇(V(γ’)) = ∩U⋖V  V(γ). 
 

H άλλη κατεύθυνση είναι πιο δύσκολη. Υποθέτουµε ότι u ∈ ∩U⋖V  V(γ). Οπότε για κάθε επιτρεπτή 
επέκταση V της U, υπάρχει ένα tV τέτοιο που RutV και tV ∈ V(γ’). 

Θέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχει κάποιο t τέτοιο που Rut και t ∈ U(γ’). Από την επαγωγική 
υπόθεση αυτό είναι ισοδύναµο µε το να δείξουµε ότι υπάρχει ένα µοναδικό t τέτοιο που Rut και t ∈ 
V(γ’), για κάθε επιτρεπτή V µε U ⋖ V. Με άλλα λόγια αρκεί να δείξουµε ότι  

 

R[u] ∩ ∩U⋖V  V(γ)  ≠ ∅. (3.3.4.στ) 
 

Θα αποδείξουµε πρώτα ότι το σύνολο  
 

Χ  = { R[u] } ∪ { V(γ’) | U ⋖ V } 
 

έχει την ιδιότητα πεπερασµένης τοµής. 
Έστω µια τυχαία πεπερασµένη υποσυλλογή του Χ. Χωρίς περιορισµό, το R[u] είναι µέλος του, 

και οπότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι έχουµε πάρει τα σύνολα R[u], V1(γ’), ..., Vn(γ’). Έστω V0 η 
αποτίµηση που δίνεται ως εξής 

 
V0(p) = V1(p) ∩ … ∩ Vn(p) για κάθε p. 

 
Τώρα έχουµε ότι U ⋖ V0, και από την υπόθεση υπάρχει µια κατάσταση t0 στο ℱ τέτοια που 

Rut0 και t0 ∈ V0(γ’). Αλλά εφόσον ο γ’ είναι θετικός και η Vi είναι µια επέκταση της V0 για κάθε i, 
έπεται ότι V0(γ’) ⊆ Vi(γ’) για κάθε i. Οπότε t0 ∈ R[u]∩ V1(γ’)∩ … ∩ Vn(γ’). Αυτό δείχνει ότι το Χ 
έχει την ιδιότητα πεπερασµένης τοµής. 

Έπεται από γνωστή πρόταση της τοπολογίας, ότι το R[u] είναι κλειστό, και οπότε πάλι από 
πρόταση της τοπολογίας παίρνουµε την (3.3.4.στ). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της (3.3.4.ε) 
και άρα και του θεωρήµατος 3.3.4. ▫   
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