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῾Η διπλωματικὴ ἐργασία αὐτή,

γράφθηκε μὲ κωδικοποίηση UTF8
καὶ σελιδοποιήθηκε στὸ LATEX 2ε
μὲ τὴν χρήση τῆς ὑλοποιήσεως

MiKTEX ἔκδοση 2.5, τοῦ LATEX 2ε.



Prìlogoc

MÐa Mikr� EÊsagwg� St�n Parametrik  Poluplokìthta

῾Η παραμετρικὴ πολυπλοκότητα εἶναι ἕνας νέος κλάδος τῆς πολυπλοκότητας,

ἡ ἀνάπτυξη τοῦ ὁποίου ἀρχίζει ἀπὸ μία σειρὰ ἄρθρων τῶν Downey καὶ Fellows
στὶς ἀρχὲς τῆς δεκαετίας τοῦ 1990. ῾Η παραμετρικὴ πολυπλοκότητα ἀντιμετω-

πίζει ἀπὸ μία νέα ἔποψη τὰ ὑπάρχοντα προβλήματα, τὰ ὁποῖα ἡ κλασσικὴ πολυ-

πλοκότητα, μὲ τὴν γνωστὴ εἰκασία P 6= NP, τὰ κατατάσσει ἐκτὸς κλάσεως P,

δηλαδὴ ὑπολογιστικῶς δύσκολα.

῾Η παραδοχὴ τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας, ὅτι P 6= NP, ἂν καὶ δὲν

ἔχει ἀποδειχθῆ ἀκόμη, ἔχει καταστήσει ὁλόκληρες κλάσεις προβλημάτων ὑπο-

λογιστικῶς δύσκολα. Βεβαίως, πολλὰ ἀπὸ αὐτὰ τὰ προβλήματα ἐπιλύονταν

σχετικῶς ἱκανοποιητικὰ μέχρι τώρα, διότι κάποιο μέρος τῆς εἰσόδου των ἦ-

ταν γνωστὸ ἐκ τῶν προτέρων, ἢ ἐκυμαίνετο ἐντὸς μικροῦ εὔρους τιμῶν, ἔτσι

ἡ ἐφαρμογὴ στὴν πράξη τῶν ὑπαρχόντων μὴ πολυωνυμικῶν ἀλγορίθμων, ἔ-

δινε πολὺ καλά ἀποτελέσματα. ῾Η κλασσικὴ πολυπλοκότητα, λόγω τῆς δομῆς

της, δὲν ἔχει τὴν δυνατότητα νὰ ἀξιοποιήση αὐτὸ τὸ γεγονός. ῾Η κλασσικὴ

πολυπλοκότητα μετρᾶ μόνο τὸ μέγεθος τῆς εἰσόδου καὶ τὸν χρόνο ἐπιλύσεως

τοῦ προβλήματος ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τῆς εἰσόδου καὶ προσπαθεῖ νὰ λύση τὴν

γενικὴ περίπτωση ἑνὸς προβλήματος, χωρὶς νὰ ἐξετάζη καθόλου τὴν δομὴ τοῦ

κάθε προβλήματος καὶ πῶς αὐτὸ συμπεριφέρεται, ὅταν κάποιο μέγεθος τῆς εἰσό-

δου του ἔχη τιμὲς ἐντὸς κάποιου πεπερασμένου πεδίου τιμῶν. ᾿Εν ἀντιθέσει, ἡ

παραμετρικὴ πολυπλοκότητα εἰσάγοντας τὴν ἔννοια τῆς παραμέτρου, καταβάλει

προσπάθεια νὰ ἐξετάση τὴν δομὴ τοῦ ἐκάστοτε προβλήματος καὶ νὰ δῆ ἐὰν γιὰ

κάποια παράμετρο, ἡ ὁποία πλέον προκαθορίζει τὸ πεδίο τιμῶν ἑνὸς μεγέθους

τῆς εἰσόδου, εἶναι δυνατὴ μία ἀποτελεσματικὴ ἀλγοριθμικὴ λύση.

῾Η παράμετρος δὲν θεωρεῖται πλέον μέρος τῆς εἰσόδου τοῦ προβλήματος,

ἀλλὰ ὁδηγὸς γιὰ περαιτέρω ἀνάλυση τοῦ προβλήματος γιὰ τὴν ἐπίτευξη ἀποτε-

λεσματικοῦ ἀλγορίθμου. ῎Ετσι ἀλλάζουν πλέον ὅλες οἱ γνωστὲς κλάσεις τῆς

κλασσικῆς πολυπλοκότητας σὲ ἀντίστοιχες τῆς παραμετρικῆς, προσπαθώντας

πλέον οἱ κλασσικὲς ἀναγωγὲς νὰ μετασχηματισθοῦν σὲ ἀντίστοιχες ἀναγωγὲς
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τῆς παραμετρικῆς, οἱ ὁποῖες κάνουν ταυτοχρόνως καὶ ἀναγωγὴ τῆς παραμέτρου

τοῦ ἑκάστοτε προβλήματος, ἔτσι ὥστε οἱ νέες κλάσεις τῆς παραμετρικῆς πολυ-

πλοκότητας νὰ εἶναι ἐξ ἴσου συμπαγεῖς μὲ αὐτὲς τῆς κλασσικῆς ὡς πρὸς αὐτὲς

τὶς παραμετρικὲς ἀναγωγές.

῎Ετσι π.χ. στὸ DNA ὑπάρχουν μόνο 4 βασικὰ ἀμινοξέα καὶ ὅλα τὰ σχετικὰ

μὲ τὸ DNA προβλήματα, τὸ θεωροῦν δεδομένο. ῎Αρα εἰσάγοντας μία παράμετρο,

ξέρουμε μὲ μεγάλη βεβαιότητα ἐκ τῶν προτέρων, ὅτι ἡ παράμετρος αὐτή, γιὰ

ὁποιοδήποτε πρόβλημα ποὺ ἀφορᾶ τὸ DNA θὰ ἔχη χαμηλὴ τιμή. Πλέον ἡ

παράμετρος θεωρεῖται, κατὰ κάποιον τρόπο, σταθερὴ κατὰ τὴν ἐπίλυση τοῦ

προβλήματος καὶ αὐτὸ ὁδηγεῖ στὴν εὕρεση πιὸ ἀποτελεσματικῶν ἀλγορίθμων.

Συνοψίζοντας, στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα προσπαθοῦμε νὰ κατα-

στήσουμε τὰ προβλήματα ἀλγοριθμικῶς ἀποτελεσματικῶς ἐπιλύσιμα, ὅταν ἡ

παράμετρος θεωρῆται ὅτι ἔχει χαμηλὲς τιμὲς κατὰ τὴν ἐπίλυση τοῦ προβλήμα-

τος, μὲ ἀποτέλεσμα ἡ λύση νὰ εἶναι ἀλγοριθμικὰ ἐφικτή. Τέλος στὴν πράξη,

οἱ παράμετροι τῶν περισσοτέρων προβλημάτων ἔχουν μικρὲς τιμὲς καὶ αὐτὸ

καταδεικνύει τὴν σπουδαιότητα τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότητας στὴν κατα-

νόηση προϋπαρχόντων ἀλγορίθμων οἱ ὁποῖοι δίνουν ἀκριβὴ λύση σὲ αὐτὰ τὰ

προβλήματα, ἀλλὰ καὶ στὴν δημιουργία νέων ἀλγορίθμων.

Polutonikä SÔsthma

῾Η ἐργασία αὐτή, γράφθηκε στὸ πολυτονικό, διατηρώντας καὶ τὸ ξεχασμένο ἦτα

στὴν ὑποτακτικὴ κ.λπ., διότι αὐτὸ διδάχθηκα στὸ σχολεῖο. Σὰν μαθηματικός,

προτιμῶ ἕνα σύστημα μὲ περισσότερους κανόνες γραμματικῆς καὶ συντακτικοῦ,

φαινομενικὰ πιὸ δύσκολο, τὸ ὁποῖο ὅμως προάγη τὴν δομημένη σκέψη ὅπως τὰ

μαθηματικά. Καλό εἶναι ἐπίσης, νὰ γνωρίζη κάποιος ὅτι ἡ ἐξέλιξη τῶν γλωσσῶν

δὲν γίνεται μὲ νόμους καὶ διατάγματα, ἀλλὰ μέσα ἀπὸ σχετικὰ ἀργὲς διαδικασίες

μὲ τὴν συμμετοχὴ ὅλων. Τέλος μοῦ ἀρέσει πολὺ τὸ πολυτονικὸ σύστημα ὀπτι-

κῶς καὶ θὰ μοῦ ἦταν ἐξαιρετικὰ δύσκολο νὰ τὸ ἐγκαταλείψω. Εὐχαριστῶ τὸν κ.

Δημήτριο Μ. Θηλυκό, διότι ὄχι μόνον ἀποδέχθηκε πλήρως, ἀλλὰ καὶ ἐνθάρρυνε

τὴν γραφὴ αὐτῆς τῆς ἐργασίας στὸ πολυτονικό.

EÎqaristÐec

Τὸ ἐαρινὸ ἑξάμηνο τοῦ ἀκαδημαϊκοῦ ἔτους 2005-6, δόθηκε ἀπὸ τὸ μΠλ∀ ὡς

προαιρετικό, τὸ μάθημα L05G. Parametrik� Poluplokìthta kaÈ Algìri-
jmoi, μὲ διδάσκοντα τὸν κ. Δημήτριο Μ. Θηλυκό. Τὸ ἐνδιαφέρον μου γιὰ τὴν

κλασσικὴ πολυπλοκότητα, μὲ ὤθησε νὰ ἐπιλέξω αὐτὸ τὸ προαιρετικὸ μάθημα.

Βρίσκοντας πολὺ ἐνδιαφέροντα τὸν τρόπο, μὲ τὸν ὁποῖον ἡ παραμετρικὴ πολυ-

πλοκότητα προσεγίζει τὰ προβλήματα, ἐπέλεξα νὰ κάνω τὴν διπλωματική μου
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ἐργασία πάνω σὲ αὐτὸ τὸ θέμα.

Εὐχαριστῶ ὅλο τὸ διδακτικὸ προσωπικὸ τοῦ μΠλ∀, διότι μὲ προσπάθεια

καὶ κόπο προσφέρουν κάθε ἔτος, ἐκτὸς τῶν ὑποχρεωτικῶν, μία μεγάλη ποικιλία

προαιρετικῶν μαθημάτων, μὲ μόνη ἀμοιβὴ τὴν ἠθικὴ ἱκανοποίηση τῆς προσφορᾶς

καὶ τῆς μεταδόσεως τῆς γνώσεως στοὺς μαθητές τους.

Εὐχαριστῶ τὸν κ. Δημήτριο Μ. Θηλυκό, ὁ ὁποῖος μοῦ ἔδωσε τὸν σκελετό

καὶ ἐπέβλεψε μὲ προθυμία καὶ ἐνδιαφέρον αὐτὴν τὴν ἐργασία.

Τέλος εὐχαριστῶ τὴν σύζυγό μου Μοσχοπία Θ. Σιμωνίδου, διότι μὲ ἀγάπη

καὶ προπαντὸς ὑπομονή, μοῦ ἔδωσε τὴν εὐκαιρία νὰ τελειώσω αὐτὸ τὸ μεταπτυ-

χιακὸ μὲ αὐτὴν τὴν ἐργασία.

Ἀπρίλιος 2008
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Kef�laio 1

EÊsagwg 

Στὴν κλάση NP τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας παρατηροῦμε μία σωρία δι-

αφορετικῶν προβλημάτων. ῎Αν περιορισθοῦμε πρὸς τὸ παρὸν μόνο σὲ ὅσα εἶναι

NP-πλήρη, παρατηροῦμε ὅτι δὲν εἶναι ὅλα τὸ ἴδιο εὔκολο νὰ λυθοῦν γιὰ τὸ

ἴδιο μέγεθος εἰσόδου, πρᾶγμα τὸ ὁποῖο φαίνεται ἀπὸ τὰ βήματα ποὺ χρειάζονται

γιὰ νὰ ἐπιλυθῆ τὸ κάθε πρόβλημα. ῎Ετσι ἔχουμε προβλήματα τῶν ὁποίων ἡ

χρονικὴ πολυπλοκότητα εἶναι ὑπερπολυωνυμική, πάντα μὲ τὴν γνωστὴ ὑπόθεση

P 6= NP. ῾Ο χρόνος ἐπιλύσεως αὐτῶν τῶν προβλημάτων εἶναι συναρτήσεις ποὺ

εἶναι ὅλες ἐκθετικές, ἀλλὰ διαφέρουν πολὺ μεταξύ τους π.χ. O
(
2k · n

)
, O
(
nk
)
,

O (kn), κ.λπ. Στὰ περισσότερα προβλήματα ὑπεισέρχεται ἐντελῶς φυσικὰ ἡ ἔν-

νοια τῆς παραμέτρου, ὅπως μάλιστα ὑποδηλώνει καὶ ἡ συνάρτηση τοῦ χρόνου

ἐπιλύσεώς τους. ῾Η διαπλοκὴ ὅμως τῆς παραμέτρου k καὶ τοῦ κυρίως ὄγκου

τῆς εἰσόδου εἶναι πολὺ διαφορετική, μὲ συνέπεια ὁ ρυθμὸς αὐξήσεως τῆς κά-

θε συναρτήσεως ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τῆς εἰσόδου x (|x| = n) νὰ εἶναι πολὺ

διαφορετικός.

Ἀπὸ αὐτὰ τὰ προβλήματα, τὰ ὁποῖα εἶναι NP-πλήρη, διαλέγουμε τρία, τὰ

ὁποῖα εἶναι ἀντιπροσωπευτικὰ ἀπὸ τὴν σκοπιὰ τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότη-

τας, γιατὶ δὲν εἶναι ἰσοδύναμα, ἂν καὶ στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα εἶναι.

1.1 TrÐa NP-pl rh probl mata

Qrwmatismäc KorufÀn (Vertex Coloring « Colorability)

Μποροῦμε νὰ χρωματίσουμε κάθε κορυφὴ ἑνὸς δοθέντος γραφήματος G μὲ δι-

αφορετικὸ χρῶμα ἀπὸ τὶς γειτονικές της κορυφές, χρησιμοποιώντας τὸ πολὺ k
(διαφορετικά) χρώματα;

1



2 1. EISAGWGH

Qrwmatismäc KorufÀn (Vertex Coloring ἢ Colorability)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ ἕνας ἀκέραιος k ≥ 0.
>Er¸thsh : ∃σ : V (G)→ {1, . . . , k} : ∀{v, u} ∈ E(G) σ(v) 6= σ(u);

᾿Εδῶ ἡ ἔννοια τῆς παραμέτρου εἰσέρχεται μὲ προφανὴ τρόπο καὶ εἶναι ὁ ἀριθμὸς

τῶν χρωμάτων. Στὸν πιὸ ἁπλὸ ἀλγόριθμο ἐπιλύσεως ὁ χρόνος εἶναι O (n2 · kn)
βήματα. Παρατηροῦμε ὅτι ὁ χρόνος αὐξάνεται ἐκθετικά, ὡς πρὸς τὴν αὔξηση

τοῦ ἀριθμοῦ κορυφῶν V (G) τοῦ γραφήματος G, ἔτσι ἐὰν ὁ ἀριθμὸς τῶν χρω-

μάτων διατηρηθῆ μικρὸς π.χ. 3 ἢ 4 ἢ 5, δὲν βελτιώνεται σημαντικὰ ὁ χρόνος

ἐπιλύσεώς του, ἀφοῦ ὁ ρυθμὸς αὐξήσεως εἶναι ἐκθετικὸς ὡς πρὸς τὸ μέγεθος

τοῦ γραφήματος, ἐὰν k2 > k1 τότε
n2·kn2
n2·kn1

=
(
k2
k1

)n
.

>Anex�rthto SÔnolo (Independent Set)

Δοθέντος ἑνὸς γραφήματος G, μποροῦμε νὰ βροῦμε ἕνα σύνολο κορυφῶν

S ⊆ V (G) μεγέθους τὸ πολὺ k, ἔτσι ὥστε ἀνὰ δύο οἱ κορυφὲς τοῦ συνόλου S
νὰ μὴν συνδέωνται μὲ ἀκμή;

Anex�rthto SÔnolo (Independent Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ ἕνας ἀκέραιος k ≥ 0.
>Er¸thsh : ∃S ⊆ V (G) : |S| ≤ k ∧ ∀e ∈ E(G)⇒ |e ∩ S| ≤ 1;

Καὶ ἐδῶ ἡ ἔννοια τῆς παραμέτρου εἰσέρχεται μὲ προφανὴ τρόπο καὶ εἶναι τὸ

μέγεθος τοῦ συνόλου S. Στὸν πιὸ ἁπλὸ ἀλγόριθμο ἐπιλύσεως ὁ χρόνος εἶναι

O
(
nk+1

)
βήματα. Παρατηροῦμε ὅτι ὁ χρόνος αὐξάνεται πολυωνυμικά, ὡς πρὸς

τὴν αὔξηση τοῦ ἀριθμοῦ κορυφῶν V (G) τοῦ γραφήματος G. ῎Ετσι μία μικρὴ

αὔξηση στὸ μέγεθος τοῦ συνόλου S αὐξάνει βεβαίως τὸν χρόνο ἐπιλύσεως,

ἀλλὰ μὲ πολυωνυμικὸ ρυθμὸ ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τοῦ γραφήματος π.χ. ἐὰν

k2 > k1 τότε
nk2

nk1
= nk2−k1 .

K�lumma KorufÀn (Vertex Cover)

Δοθέντος ἑνὸς γραφήματος G, ὑπάρχει ἕνα σύνολο κορυφῶν S μεγέθους τὸ

πολὺ k, ἔτσι ὥστε κάθε ἀκμὴ τοῦ γραφήματος νὰ ἔχη μία κορυφὴ στὸ S;

K�lumma KorufÀn (Vertex Cover)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ ἕνας ἀκέραιος k ≥ 0.
>Er¸thsh : ∃S ⊆ V (G) : |S| ≤ k ∧ ∀e ∈ E(G) |e ∩ S| ≥ 1;
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Καὶ ἐδῶ ἡ ἔννοια τῆς παραμέτρου εἰσέρχεται μὲ προφανὴ τρόπο καὶ εἶναι τὸ μέγε-

θος τοῦ συνόλου S. ῞Ενας καλὸς χρόνος ἐπιλύσεως εἶναιO
(

(1, 2738)k + k · n
)

βήματα (βλέπε στὸ [22]). Παρατηροῦμε ὅτι ἐδῶ ὁ χρόνος αὐξάνεται γραμμικὰ,

ὡς πρὸς τὴν αὔξηση τοῦ ἀριθμοῦ κορυφῶν V (G) τοῦ γραφήματος G, ἀλλὰ τὸ

σημαντικότερο εἶναι ὅτι μικρὴ αὔξηση στὸ μέγεθος τοῦ συνόλου S αὐξάνει βε-

βαίως τὸν χρόνο ἐπιλύσεως, ἀλλὰ μὲ ἀνεξάρτητο ρυθμὸ ὡς πρὸς τὸ μέγεθος

τοῦ γραφήματος π.χ. ἐὰν k2 > k1 τότε
(1,2738)k2+k2·n
(1,2738)k1+k1·n

< (1, 2738)k2−k1 .

1.2 OÉ Par�metroi

Βλέπουμε λοιπὸν ὅτι στὰ τρία προηγούμενα παραδείγματα τὸ k εἶναι μία παράμε-

τρος, ἡ ὁποία παίζει καθοριστικὸ καὶ διαφορετικὸ ρόλο στὸν χρόνο ἐπιλύσεως

τοῦ προβλήματος. Στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα λοιπόν, θὰ θεωρήσουμε

τὴν παράμετρο σταθερὴ καὶ δὲν θὰ ἀποτελῆ μέρος τῆς εἰσόδου τοῦ προβλήματος,

ἀλλὰ τρόπόν τινα στοιχεῖο τῆς δομῆς τοῦ προβλήματος γιὰ περαιτέρω ἀνάλυση.

Γενικεύοντας λοιπὸν τὰ προηγούμενα τρία παραδείγματα βλέπουμε τὸν τρόπο

μὲ τὸν ὁποῖο ἡ παράμετρος ὑπεισέρχεται στὸν χρόνο ἐπιλύσεως τοῦ προβλήμα-

τος. Φυσικά, τὰ πιὸ εὔκολα (ὑπολογιστικῶς) προβλήματα εἶναι αὐτὰ ποὺ ἐπιλύ-

ονται, ὅταν τὸ μέγεθος τοῦ προβλήματος ἐπηρεάζη γραμμικὰ ἢ στὴν χειρότερη

περίπτωση πολυωνυμικὰ τὸν χρόνο ἐπιλύσεως τοῦ προβλήματος, ἀνεξαρτήτως

τῆς τιμῆς τῆς παραμέτρου, ὅπως στὸ παράδειγμα τοῦ καλύμματος κορυφῶν (ver-
tex cover). ῎Ας δοῦμε λοιπὸν ἕνα συγκριτικὸ πίνακα τοῦ λόγου τῶν ρυθμῶν

αὐξήσεως τοῦ χρόνου ἐπιλύσεως γιὰ τὰ δύο τελευταῖα προβλήματα τοῦ προ-

ηγουμένου τμήματος.

n = 50 n = 100 n = 150

k = 2 625 2.500 5.625
k = 3 15.625 125.000 421.875
k = 5 9.765.625 312.500.000 2.373.046.875

k = 10 ≈ 95, 367× 1012 97, 65625× 1015 ≈ 5, 631× 1018

k = 20 ≈ 9, 094× 1027 ≈ 9, 536× 1033 ≈ 3, 024× 1071

Πίνακας 1: ῾Ο λόγος
nk+1

2k·n =
(
n
2

)k
1.2.1 BasikoÈ <OrismoÐ

῍Ας δοῦμε τὶς δύο πιὸ βασικὲς ἔννοιες τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότητας, ὥστε

ὅλα τὰ προηγούμενα νὰ γίνουν πιὸ κατανοητά.



4 1. EISAGWGH

Δεδομένου ἑνὸς ἀλφαβήτου Σ καλοῦμε:

<Orismìc 1.1: ParametropoÐhsh (Parametrization) τοῦ Σ∗ εἶναι κάθε πολυ-

ωνυμικὰ ὑπολογίσιμη συνάρτηση κ : Σ∗ → N.

<Orismìc 1.2: Parametropoihmèno Prìblhma (Parametrized Problem) εἶναι
τὸ ζεῦγος (L, κ) ὅπου L ⊆ Σ∗ καὶ κ μία παραμετροποίηση τοῦ Σ∗.

῾Η παραμετροποίηση βάσει τοῦ ὁρισμοῦ της, εἶναι μία πολὺ γενικὴ ἔννοια

(φθάνει νὰ εἶναι πολυωνυμικὰ ὑπολογίσιμη συνάρτηση) καὶ μπορεῖ τυπικὰ νὰ

εἶναι ὁτιδήποτε π.χ. νὰ εἶναι σταθερή: κc (x) = c, ∀x ∈ Σ∗, ἐὰν αὐτὸ χρειάζεται

κάπου. Τὸ παραμετροποιημένο πρόβλημα πάλι, δὲν ἀπαιτεῖ κάτι ἰδιαίτερο ἐκτὸς

ἀπὸ τὴν ὕπαρξη μιᾶς ὁποιασδήποτε παραμέτρου, ποὺ νὰ ἱκανοποιῆ τὸν ὁρισμὸ

τῆς παραμετροποιήσεως, ὅμως ἡ ἐπιλογὴ κάθε φορὰ τῆς παραμετροποιήσεως

παίζει σημαντικὸ ρόλο στὴν μετέπειτα ἀνάλυση τοῦ προβλήματος. Πρέπει λοιπὸν

νὰ ἐπιλέγεται κάθε φορὰ ἔτσι, ὥστε ὁ ἀλγόριθμος ποὺ θὰ ἐπιλύη τὸ πρόβλημα νὰ

εἶναι ὁ πιὸ κατάλληλος ἀνὰ περίπτωση. ῎Ετσι πολλὲς φορὲς ἡ παραμετροποίηση

ἀναφέρεται σὲ προφανὴ μεγέθη π.χ. μέγεθος συνόλου, ἀριθμὸς μεταβλητῶν

κ.λπ. ἢ ἄλλες φορὲς σὲ λιγότερο προφανὴ μεγέθη π.χ. δενδροπλάτος, πυκνότη-

τα, βαθμός, ἐκφυλισμὸς γραφήματος κ.λπ. Ἀναλόγως τοῦ σκοποῦ γιὰ τὸν

ὁποῖο ἐπιλύεται τὸ κάθε πρόβλημα, εἶναι δυνατὸν κάθε φορὰ νὰ χρησιμοποιῆται

διαφορετικὴ παράμετρος.

1.2.2 ^Alla paradeÐgmata

῾Υπάρχει μία πληθώρα προβλημάτων, στὰ ὁποία ἡ παραμετροποίηση τοῦ προ-

βλήματος ἔρχεται κατ’ εὐθείαν μὲ τὸ πρόβλημα, ἂς δοῦμε μερικά.

Sqediasmäc VLSI

Στὴν σχεδίαση ὁλοκληρωμένων κυκλωμάτων οἱ στρώσεις (layers), λόγω τεχνι-

κῶν - χωρικῶν περιορισμῶν, δὲν ξεπερνοῦν τὶς 10. ῎Ετσι ἂν καὶ τὸ πρόβλημα

εἶναι NP-πλῆρες, ὅταν ὁ ἀριθμὸς τῶν στρώσεων εἶναι μικρός, ἔχουμε μία καλὴ

λύση στὸ πρόβλημα.

<Upologistik� BiologÐa

Γενικά, ἕνας μεγάλος ἀριθμὸς προβλημάτων ἀνακατασκευῆς ἁλυσίδων DNA
εἶναι ὑπολογιστικῶς δύσκολα. ῞Ομως ἐπειδὴ συντρέχουν δυναμικοὶ περιορι-



OI PARAMETROI 5

σμοί, σχετικὰ μὲ τὴν τοπολογία τῆς εἰσόδου, δίνεται ἡ δυνατότητα κατασκευῆς

ἀλγορίθμων οἱ ὁποῖοι ἐπιλύουν ἱκανοποιητικὰ αὐτὰ τὰ προβλήματα.

Metaglwttistèc (Compilers)

῞Ενα ἀπὸ τὰ προβλήματα στὴν μεταγλώττιση εἶναι ὁ ἔλεγχος συμβατότητος τῶν

δηλώσεων τῶν τύπων τοῦ προγράμματος. Στὴν γλῶσσα ML τὸ πρόβλημα αὐτὸ

εἶναι EXP-πλῆρες. ῞Ομως οἱ μεταγλωττιστὲς γι’ αὐτὴν τὴν γλῶσσα δουλεύουν

ἀρκετὰ καλά, διότι τὸ βάθος τῶν δηλώσεων τῶν τύπων στὴν πράξη δὲν εἶ-

ναι μεγαλύτερο τοῦ 10. ῎Ετσι χρησιμοποιεῖται ἀλγόριθμος πολυπλοκότητας

O
(
2kn
)
ὅπου k τὸ βάθος δηλώσεων τῶν τύπων τοῦ ἑκάστοτε προγράμματος

καὶ n εἶναι τὸ μῆκος του. ᾿Επειδὴ τὸ βάθος τῶν τύπων εἶναι σχετικὰ μικρό,

προφανῶς ἡ μεταγλώττιση γίνεται ἱκανοποιητικά.

Rompotik 

῾Ο ἀριθμὸς τῶν βαθμῶν ἐλευθερίας κινήσεως στὰ ρομπότ, συνήθως δὲν ξεπερνᾶ

τὸ 10. ῎Ετσι πολλὰ προβλήματα Σχεδιασμοῦ Κινήσεως (Motion Planing), ἂν

καὶ εἶναι NP-πλήρη, λύονται σχετικὰ εὔκολα ἐὰν λάβουμε ὑπ’ ὄψιν τὸν ἀνωτέρω

περιορισμό.

Suzeuktik� ârwt mata sà sqesiakàc b�seic dedomènwn

Τὰ συζευκτικὰ ἐρωτήματα (conjunctive queries) σὲ μία σχεσιακὴ βάση δεδομέ-

νων (relational database) εἶναι μία γνωστὴ κλάση ἐρωτημάτων. ᾿Εὰν λάβουμε

ὡς εἴσοδο τοῦ προβλήματος τὸ ἐρώτημα, ἐκπεφρασμένο σὲ κάποια τυπικὴ γλῶσ-

σα SQL καὶ τὴν βάση δεδομένων, ἡ κλασσικὴ πολυπλοκότητα μᾶς λέει ὅτι εἶναι

NP-πλῆρες. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ μπορεῖ νὰ λυθῆ σὲ χρόνο O
(
nk
)
ὅπου k τὸ

μέγεθος τοῦ ἐρωτήματος καὶ n τὸ μέγεθος τῆς βάσεως δεδομένων. Φαίνεται

λοιπὸν, ὅτι ὅταν τὸ μέγεθος τοῦ ἐρωτήματος εἶναι μικρὸ σὲ σχέση μὲ τὸ μεγάλο

μέγεθος τῆς βάσεως δεδομένων, τότε τὸ πρόβλημα ἐπιλύεται σὲ πολυωνυμικὸ

χρόνο O
(
nk
)
. Παρ’ ὅλα αὐτά, εἶναι μᾶλλον ἀπίθανο νὰ βρεθῆ ἀλγόριθμος

πολυπλοκότητας f (k) · p (n) μὲ f ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ p πολυώνυμο, ὁ

ὁποῖος νὰ ἐπιλύη τὸ πρόβλημα αὐτό, ὅπως ἔχουν δείξει οἱ Παπαδημητρίου καὶ

Γιαννακάκης στὸ [54].

1.2.3 ^Alla Parametropoihmèna Probl mata

῍Ας δοῦμε λοιπὸν πῶς διατυπώνονται μερικὰ παραμετροποιημένα προβλήματα.

᾿Εμπρὸς ἀπὸ κάθε τέτοιο πρόβλημα βάζουμε τὸ πρόθεμα p- ὥστε νὰ γνω-

στοποιῆται κατ’ εὐθείαν ὅτι τὸ πρόβλημα εἶναι παραμετροποιημένο. ᾿Εὰν κάποιο

πρόβλημα ἔχει περισσότερες ἀπὸ μία γνωστὲς παραμετροποιήσεις τότε συνήθως
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μετὰ τὸ πρόθεμα p- ἀναφέρεται κωδικοποιημένα καὶ ἡ παραμετροποίηση.

Προσοχή: ῞Οταν ἡ παράμετρος εἶναι σταθερὴ π.χ. ∀x : κ (x) = c, τότε συν-

ήθως ἀγνοεῖται, ἔτσι εἰσάγεται ἡ ἔννοια τῆς βουβῆς (dummy) παραμέτρου

κone (x) = 1, ἡ ὁποία χρησιμοποιεῖται σὲ πολλὰ προβλήματα ὥστε νὰ μελε-

τηθοῦν αὐτούσια ἀπὸ τὴν σκοπιὰ τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότητας.

Genik� Parat rhsh : ῾Η εἴσοδος x ἑνὸς προβλήματος (L, κ), πολλὲς φο-

ρές, ἔχει μία δομὴ καὶ εἶναι μία διατεταγμένη n-άδα x = (x1, x2, . . . , xn) 1.
Γιὰ λόγους εὐκολίας θὰ βάζουμε στὴν παράμετρο κ ὡς εἴσοδο τὴν n-άδα
(x1, x2, . . . , xn) ἔτσι ἡ παράμετρος θὰ γράφεται ὡς κ (x1, x2, . . . , xn) ἀντὶ τοῦ

κ (x) ποὺ εἶναι τυπικὰ σωστό.

p-SAT

῎Εστω SAT (Σ) (γιὰ συντομία SAT ἀφοῦ τὸ ἀλφάβητο δὲν παίζει τελικὰ ρόλο)

τὸ σύνολο ὅλων τῶν ἱκανοποιησίμων συζευκτικῶν προτασιακῶν τύπων (propo-
sitional forms) κωδικοποιημένων σὲ ἕνα ἀλφάβητο Σ. ῍Ας ὁρίσουμε τὴν ἑξῆς

παραμετροποίηση κ :

κ (φ) =


Ἀριθμὸς μεταβλητῶν στὸν φ ἂν ὁ φ εἶναι μία ἔγκυρη κωδικοποίη-

ση συζευκτικοῦ προτασιακοῦ τύπου

−1 Διαφορετικά

Τὸ πεδίο τιμῶν τῆς κ (φ) : SAT (Σ)→ Z εἶναι ὅλοι οἱ ἀκέραιοι μεγαλύτεροι ἢ

ἴσοι τοῦ -1.

῎Ετσι ἔχουμε τὸ ἑξῆς παραμετροποιημένο πρόβλημα:

p-SAT

EÒsodoc : ῞Ενας προτασιακὸς τύπος φ.
Par�metroc : κ ὅπως ὁρίσθηκε παραπάνω (ἀριθμὸς μεταβλητῶν τοῦ φ).
>Er¸thsh : Εἶναι ὁ φ ἱκανοποιήσιμος;

1
Προφανῶς, ἡ ὑλοποίηση τοῦ προβλήματος καὶ τοῦ ἀλγορίθμου στὸ ἑκάστοτε ὑπολογι-

στικὸ μοντέλο, δὲν ἀφορᾶ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα. Ἀναλόγως τοῦ ὑπολογιστικοῦ

μοντέλου π.χ. μηχανὴ Turing μὲ μία ἢ πολλὲς ταινίες, Random Access Memory μηχανὴ κ.λπ.

γίνεται καὶ διαφορετικὴ ὑλοποίηση. ῞Ολα τὰ ὑπολογιστικὰ μοντέλα ἱκανοποιοῦν κάποιες κοινὲς

καὶ λογικὰ παραδεκτὲς παραδοχὲς π.χ. ἡ κωδικοποίηση - ἀποκωδικοποίηση εἶναι γραμμικοῦ

χρόνου συνάρτηση ὡς πρὸς τὸ μῆκος τῆς εἰσόδου της, δηλαδὴ |y| ≤ O (|x|), συνεπῶς ἡ

κωδικοποιημένη εἴσοδος y δὲν ἀποκωδικοποιεῖται σὲ χρόνο O (|x|r), μὲ r > 1 κ.λπ.
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p-SÔnolo Af¨c (p-Hitting Set)

Σύνολο Ἀφῆς S ⊆ V (G) μεγέθους k ἑνὸς (ὑπερ)γραφήματος G, ὀνομάζεται

ἕνα σύνολο k κορυφῶν, γιὰ τὸ ὁποῖο ἰσχύει: ∀e ∈ E (G) ἔχουμε e ∩ S 6= ∅.
῾Ορίζουμε γιὰ κ τὴν συνάρτηση κ (G, k) = k ἡ ὁποία εἶναι ἀνεξάρτητη τοῦ G,

ἀλλὰ ὄχι τῆς εἰσόδου, ἡ ὁποία περιέχει καὶ τὸ k.
῎Ετσι ἔχουμε τὸ ἑξῆς παραμετροποιημένο πρόβλημα:

p-SÔnolo Af¨c (p-Hitting Set)

EÒsodoc : ῎Εστω G (ὑπερ)γράφημα καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει σύνολο ἀφῆς μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Sqìlio: ᾿Εδῶ, κατὰ κάποιον τρόπο, ἡ ἐπιλογὴ τῆς παραμέτρου ὑπαγορεύεται

ἀπὸ τὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα. ῾Η ἐπιλογὴ τῆς παραμετροποιήσεως δὲν

γίνεται τυχαῖα, ἀλλὰ συνεισφέρει στὴν ἀποτελεσματικὴ λύση τοῦ προβλήματος.

p-Fragmèno SÔnolo Af¨c (p-card-Hitting Set)

᾿Εὰν ἀλλάξουμε λίγο τὴν παράμετρο, θέτοντας κ (G, k) = k + d ὅπου d =
max {|e| | e ∈ E (G)}, τότε ἔχουμε τὸ πρόβλημα p-Fragmèno SÔnolo Af¨c.
Αὐτὸ τὸ πρόβλημα καὶ τὸ προηγούμενο δείχνουν τὴν σημασία τῆς παραμέτρου

ὡς πρὸς τὴν ὁποία λύεται τὸ πρόβλημα.

p-Fragmèno SÔnolo Af¨c (p-card-Hitting Set)

EÒsodoc : ῞Ενα (ὑπερ)γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k + d ὅπου d ὁ μέγιστος ἀριθμὸς κορυφῶν μιᾶς

ὑπερακμῆς e, δηλαδὴ d = max {|e| | e ∈ E (G)}.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει σύνολο ἀφῆς μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

p-SÔnolo KuriarqÐac (p-Dominating Set)

Σύνολο Κυριαρχίας S ⊆ V (G) μεγέθους k ἑνὸς γραφήματος G, ὀνομάζεται

ἕνα σύνολο k κορυφῶν, γιὰ τὸ ὁποῖο ἰσχύει: ∀v ∈ V (G) − S ἔχουμε ∃u ∈ S
τέτοιο ὥστε {v, u} ∈ E (G).

῎Ετσι ἔχουμε τὸ ἑξῆς παραμετροποιημένο πρόβλημα:
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p-SÔnolo KuriarqÐac (p-Dominating Set)

EÒsodoc : ῎Εστω G γράφημα καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει σύνολο κυριαρχίας μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

᾿Εὰν ἡ εἴσοδος τοῦ προβλήματος p-SÔnolo KuriarqÐac περιορισθῆ σὲ ἐπίπεδα

γραφήματα, ἔχουμε τὸ p-EpÐpedo SÔnolo KuriarqÐac (p-Planar Domi-
nating Set).

p-K�lumma KorufÀn (p-Vertex Cover)

῍Ας δοῦμε λοιπὸν πῶς ἐκφράζεται τὸ γνωστὸ πρόβλημα K�lumma KorufÀn
στὴν παραμετροποιημένη του μορφή.

Κάλυμμα Κορυφῶν S ⊆ V (G) μεγέθους k ἑνὸς γραφήματος G, ὀνομάζεται

ἕνα σύνολο k κορυφῶν, γιὰ τὸ ὁποῖο ἰσχύει: ∀e ∈ E (G) ἔχουμε e ∩ S 6= ∅.

p-K�lumma KorufÀn (p-Vertex Cover)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Παρομοίως καὶ ἐδῶ, ἐὰν ἡ εἴσοδος τοῦ προβλήματος p-K�lumma KorufÀn
περιορισθῆ σὲ ἐπίπεδα γραφήματα, ἔχουμε τὸ p-EpÐpedo K�lumma KorufÀn
(p-Planar Vertex Cover).

p-Qrwmatismìc KorufÀn (p-Vertex Coloring « p-Colorability)

Στὸ τέλος ἂς δοῦμε τὴν παραμετροποιημένη μορφή, ἑνὸς πολὺ γνωστοῦ καὶ

σημαντικοῦ προβλήματος, τοῦ χρωματισμοῦ τῶν κορυφῶν ἑνὸς γραφήματος.

p-Qrwmatismìc KorufÀn (p-Colorability)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ∃σ : V (G)→ {1, . . . , k} : ∀{v, u} ∈ E(G) σ(v) 6= σ(u);

Τέλος πρέπει νὰ ποῦμε, ὅτι δώσαμε ὡς παραδείγματα μερικὰ παραμετροποιημένα

προβλήματα σχετικὰ ἁπλά, ὥστε νὰ γίνη ὅσο τὸ δυνατὸν καλύτερα κατανοητή,

ἡ ἔννοια τῆς παραμετροποιήσεως.
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1.3 >Anaforèc, Sqìlia

Οἱ Rodney G. Downey καὶ Michael R. Fellows μελέτησαν ἀρχικὰ τὴν παρα-

μετρικὴ πολυπλοκότητα καὶ τὴν θεμελίωσαν μὲ τὴν μορφὴ ποὺ παρουσιάζεται

ἐδῶ. ῾Η πρώτη ἐργασία ἐμφανίσθηκε στὸ ἄρθρο [26] τοῦ Feasible Mathematics
II καὶ μετὰ γράφθηκε ἀπὸ τοὺς ἰδίους τὸ πρῶτο βιβλίο [29] γιὰ τὴν παραμετρικὴ

πολυπλοκότητα.

Δύο σύγχρονα βιβλία γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα εἶναι τὰ [51] καὶ

[37]. Τὸ πρῶτο Invitation to Fixed-Parameter Algorithms εἶναι εἰσαγωγικὸ

καὶ σχετικὰ πιὸ εὔκολο ἀπὸ τὸ δεύτερο Parameterized Complexity Theory,
τὸ ὁποῖο ὅμως εἶναι πιὸ πλῆρες καὶ ὁλοκληρωμένο. Γιὰ τὴν πλήρη κατανόηση

τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότητας χρειάζεται καλὴ γνώση τῆς κλασσικῆς πολυ-

πλοκότητας, τὸ βιβλίο [53] τοῦ Παπαδημητρίου εἶναι μία κλασσικὴ ἀναφορὰ ἐπὶ

τοῦ θέματος. Πολλὰ ἀποτελέσματα τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας μεταφέρον-

ται αὐτούσια καὶ στὴν παραμετρική.

Μιὰ πολὺ καλὴ ἐργασία γιὰ παραμετροποιημένα προβλήματα εἶναι τὸ [17],

ποὺ βρίσκεται στὴν ἱστοσελίδα

http://bravo.ce.uniroma2.it/home/cesati/research/compendium/

῾Η ἐργασία αὐτή, ἡ ὁποία ἐνημερώνεται κατὰ καιρούς, περιλαμβάνει ἕναν πολὺ

μεγάλο κατάλογο προβλημάτων τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας, τὰ ὁποῖα πα-

ραμετροποιεῖ μὲ διαφόρους τρόπους. Τέλος, σχολιάζει τὰ προβλήματα ὡς πρὸς

τὴν κλασσικὴ καὶ παραμετρικὴ πολυπλοκότητα, σὲ ποιὰ κλάση βρίσκονται καὶ

δίνει πολλὲς βιβλιογραφικὲς ἀναφορὲς γιὰ τὸ τὶ ἔχει γίνει γιὰ τὸ κάθε πρόβλημα.

Γιὰ τὸ κάλυμμα κορυφῶν, τὸ πλῆρες κείμενο γιὰ τὸ ἄρθρο [22] βρίσκεται

στὴν ἱστοσελίδα

http://facweb.cs.depaul.edu/research/techreports/

Τὸ [20] πραγματεύεται ἕνα λίγο μεγαλύτερο ὅριο O
(

(1, 2832)k · k1,5 + k · n
)
,

ποὺ μὲ λίγη προσπάθεια κατεβαίνει στὸ O
(

(1, 2745)k · k4 + k · n
)
. Γίνεται

ἐμφανές, ὅτι ἡ βάση 1, 2832 ἢ 1, 2745 τῶν δυνάμεων μὲ ἐκθέτη τὸ k, εἶναι

καθοριστικὸς παράγων τοῦ γινομένου, διότι γιὰ μικρὲς τιμὲς τῆς παραμέτρου

ὑπερισχύει τὸ k4
, ἀλλὰ γιὰ μεγάλες τὸ (1, 2832)k.
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Kef�laio 2

<H kl�sh FPT

2.1 EÊsagwg 

῞Ολα τὰ προηγούμενα παραδείγματα μποροῦν νὰ κατηγοριοποιηθοῦν ὡς πρὸς

τὸν χρόνο σὲ τρεῖς βασικὲς κατηγορίες δηλαδή:

1. Χρόνος O
(

(κ (x))q(|x|)
)
, ὅπου q πολυώνυμο π.χ. χρωματισμὸς κορυφῶν.

2. Χρόνος O
(
|x|f(κ(x))

)
, ὅπου f ὑπολογίσιμη συνάρτηση π.χ. ἀνεξάρτητο

σύνολο.

3. Χρόνος O (f (κ (x)) · p (|x|)), ὅπου f ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ p πο-

λυώνυμο π.χ. κάλυμμα κορυφῶν.

Βλέπουμε μία τεράστια διαφορὰ τῶν τιμῶν τῶν τριῶν παραπάνω συναρτή-

σεων, ὅπως φαίνεται καὶ στὸν σχετικὸ πίνακα (Πίνακας 1) τοῦ προηγουμένου

κεφαλαίου. ῍Ας δοῦμε λοιπὸν τί μπορεῖ νὰ προσφέρουν ὅλα τὰ παραπάνω πα-

ραδείγματα ὅταν κατηγοριοποιηθοῦν καταλλήλως.

Μόνο ὅμως οἱ ἀλγόριθμοι τῆς περιπτώσεως 3 ἀπὸ πιὸ πάνω μποροῦν νὰ

θεωρηθοῦν ἱκανοποιητικοί. ῎Ετσι λοιπὸν ὁρίζουμε :

<Orismìc 2.3: fpt-�lgìrijmoc γιὰ τὸ παραμετροποιημένο πρόβλημα (Q, κ)
μὲ ἀλφάβητο Σ, εἶναι ἕνας αἰτιοκρατικός (ντετερμινιστικός) ἀλγόριθμος A, ποὺ

μὲ εἴσοδο τὸ x ∈ Σ∗, τερματίζει ἐντὸς f (κ (x)) · p (|x|) βημάτων, ὅπου κ
παραμετροποίηση τοῦ x, f : N→ N εἶναι ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ p ∈ N0 [X]
εἶναι πολυώνυμο.

<Orismìc 2.4: <H kl�sh FPT. ῞Ενα πρόβλημα (Q, κ) μὲ ἀλφάβητο Σ, εἶ-

ναι parametrik� eÖkolo, ἐὰν ὑπάρχη ἕνας fpt-ἀλγόριθμος, ὁ ὁποῖος ἀποφασίζει

11
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γιὰ κάθε x ∈ Σ∗ ἐὰν x ∈ Q.

῾Η κλάση FPT περιλαμβάνει ὅλα τὰ παραμετροποιημένα προβλήματα (Q, κ), τὰ
ὁποῖα ἐπιλύονται (ἀποφασίζονται) ἀπὸ fpt-ἀλγόριθμο, δηλαδὴ (Q, κ) ∈ FPT
ἐὰν καὶ μόνον ἐὰν ὑπάρχη fpt-ἀλγόριθμος ποὺ ἐπιλύει τὸ (Q, κ).

Γιὰ τὴν εὔκολη μελέτη αὐτοῦ τοῦ κεφαλαίου θὰ χρειασθοῦν μερικοὶ ὁρισμοὶ

γιὰ τὰ γραφήματα.

<Orismìc 2.5: Geitoni� mi�c koruf¨c v τοῦ ἁπλοῦ γραφήματος G, εἶναι

τὸ ὑποσύνολο NG (v) = {u | u ∈ V (G)− {v} ∧ {v, u} ∈ E (G)} τοῦ V (G).
῞Οταν τὸ γράφημα G ἐννοῆται ἀπὸ τὰ συμφραζόμενα, ὁ δείκτης G στὸ NG πα-

ραλείπεται.

<Orismìc 2.6: Mègistoc bajmäc ∆ (G) ἑνὸς γραφήματος G, εἶναι ὁ μέγι-

στος ἀριθμὸς ἀκμῶν ποὺ προσπίπτουν σὲ κάποια κορυφὴ τοῦ G. ᾿Επειδὴ κάθε

ἀκμὴ προσπίπτει σὲ δύο κορυφές, ὁ bajmäc κάθε κορυφῆς εἶναι ὁ πληθικὸς

ἀριθμὸς τῆς γειτονιᾶς της, ἰσοδύναμα ὁρίζεται ὡς

∆ (G) = max
v∈V (G)

{|NG (v)|}

2.2 Melèth tÀn FPT problhm�twn

Θὰ μελετηθοῦν δύο FPT προβλήματα, γιὰ νὰ γίνη ἐμφανὴς ὁ ρόλος τῆς παρα-

μέτρου καὶ πῶς μπορεῖ ἕνα πρόβλημα νὰ σχετίζεται μὲ ἕνα ἄλλο.

2.2.1 VEnac fpt-�lgìrijmoc gi� tä p-K�lumma Ko-

rufÀn

῎Ας ἐπαναλάβουμε τὸ πρόβλημα:

p-K�lumma KorufÀn (p-Vertex Cover)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Προφανῶς ἡ κ (G, k) βάζει ἕνα ὅριο στὸ μέγεθος τοῦ καλύμματος κορυφῶν.

῎Εστω λοιπὸν S ἕνα κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G μεγέθους |S|. Παρατηροῦμε

ὅτι κάθε ἀκμή, θὰ καλύπτεται ὁπωσδήποτε ἀπὸ τοὐλάχιστον μία κορυφὴ τοῦ

S, αὐτὸ θὰ πρέπη νὰ ἰσχύη γιὰ κάθε κάλυμμα τοῦ G, ἑπομένως ἐὰν ὑπάρχη
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κάλυμμα μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου τοῦ k, θὰ πρέπη κάθε ἀκμὴ νὰ ἔχη μία

τοὐλάχιστον κορυφὴ σὲ αὐτὸ τὸ κάλυμμα. Λαμβάνουμε λοιπὸν αὐθαίρετα μία

ἀκμὴ e = {u, v} ∈ E (G) καὶ ἐκ τῶν πραγμάτων προκύπτει ὅτι εἴτε ἡ κορυφὴ

u εἴτε ἡ κορυφὴ v ἀνήκει στὸ κάλυμμα μεγέθους k γιὰ αὐτὴν τὴν ἀκμή. ῎Ε-

στω ὅτι ἀνήκει ἡ u τότε ὅλες οἱ ἀκμὲς στὴν γειτονιὰ τῆς u εἶναι καλυμμένες,

ἄρα ἀναδρομικὰ προκύπτει τὸ ἐρώτημα ἐὰν τὸ ἐναγόμενο ὑπογράφημα G − u
ἔχη κάλυμμα μεγέθους k − 1. Συνεχίζοντας ἔτσι, μετὰ ἀπὸ k ἀφαιρέσεις κο-

ρυφῶν, ἐὰν ὑπάρχουν ἀκμὲς στὸ ἐναπομείναν ὑπογράφημα, τότε αὐτὲς δὲν εἶναι

κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G, ὁπότε ἀπαντοῦμε ἀρνητικὰ γιὰ αὐτὲς τὶς k κορυφές,

ἐὰν ὅμως δὲν ὑπάρχουν ἀκμὲς στὸ ἐναπομείναν ὑπογράφημα τοῦ G, τότε αὐτὲς

εἶναι κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G, ὁπότε ἀπαντοῦμε θετικά. ᾿Επειδὴ ὅμως ἡ ἴδια

ὑπόθεση ἰσχύει καὶ γιὰ τὴν κορυφὴ v, παρατηροῦμε ὅτι σὲ κάθε βῆμα αὐτῆς

τῆς ἀναδρομῆς τὰ ἐρωτήματα διπλασιάζονται καὶ τελικὰ ἐλέγχονται 2k συνδυ-

ασμοὶ κορυφῶν. Γίνεται σαφὲς ὅτι τελικὰ θὰ ἔχουμε ἕνα δένδρο βάθους k μὲ

2k φύλλα τὸ πολύ. Σὲ κάθε κορυφὴ τοῦ δένδρου χρειάζεται χρόνος O (n), ὅπου
n = |V (G)|+ |E (G)|.
᾿Εδῶ κατασκευάζουμε ἕνα δένδρο τοῦ ὁποίου τὸ μέγεθος θὰ ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὸ

μέγεθος τοῦ καλύμματος (k), δηλαδὴ τὸ βάθος τοῦ δένδρου θὰ εἶναι O (k).
῾Η τεχνικὴ αὐτὴ λέγεται μέθοδος τοῦ φραγμένου δένδρου ἀνιχνεύσεως (bound-
ed search tree method).

Je¸rhma 2.1: Τὸ p-K�lumma KorufÀn ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

>Apìdeixh: ῾Ο παρακάτω ἀλγόριθμος algVC λύει τὸ p-K�lumma KorufÀn. Γιὰ

εὐκολία στὴν ἀπόδειξη, ἔστω ὅτι τὸ ἀρχικὸ μέγεθος τοῦ ζητουμένου καλύμ-

ματος εἶναι τὸ ks ≥ 0, ὁπότε στὴν πρώτη κλήση τῆς συναρτήσεως algVCf ἡ

παράμετρος k ἔχει τιμὴ ks.
Βῆμα 1. Εἶναι προφανές, ἐὰν |V (G)| ≤ k τότε λαμβάνουμε ὡς κάλυμμα ὅλες

τὶς κορυφὲς τοῦ G.

Βῆμα 2. Ἀπὸ τὸ προηγούμενο βῆμα συνάγεται ὅτι |V (G)| > k, ἐὰν τὸ γράφημα

G δὲν ἔχη ἀκμές, δηλαδὴ |E (G)| = 0, τότε γνωρίζουμε ὅτι ὑπάρχει ἕνα κάλυμ-

μα κορυφῶν, γιατί οἱ προηγούμενες ks−k ἀφαιρεθεῖσες κορυφές, ἔχουν ἀφήσει

ἕνα ἐναγόμενο ὑπογράφημα, τὸ ὁποῖο εἶναι σκόνη
1
. Τὸ κάλυμμα αὐτό, μάλιστα,

βρίσκεται μὲ τροποποίηση τοῦ ὑπάρχοντος ἀλγορίθμου, βάζοντας ἕναν πίνακα

μεγέθους ks καὶ πρὶν ἀπό κάθε κλήση τῆς algVCf, τοποθετεῖται ἡ ἀφαιρουμένη

κορυφή.

Βῆμα 3. Ἀπὸ τὸ προηγούμενο βῆμα συνάγεται ὅτι |E (G)| > 0, ἐὰν τὸ k εἶναι

0 σημαίνει ὅτι οἱ προηγούμενες ks κορυφὲς δὲν εἶναι κάλυμμα.

Βῆμα 4. Ἀπὸ τὸ προηγούμενο βῆμα συνάγεται ὅτι k > 0. ῾Επομένως μία

1
῞Ενα γράφημα εἶναι σκόνη, ὅταν ἔχη κορυφὲς καὶ δὲν ἔχη ἀκμές.
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ὁποιαδήποτε ἀκμή, π.χ. ἡ e = {u, v}, θὰ πρέπη νὰ καλύπτεται μὲ τοὐλάχιστον

μία, ἀπὸ τὶς δύο κορυφές της, ἔτσι φτιάξε τὰ δύο νέα ἐναγόμενα ὑπογραφήματα

G− u (ὑποθέτουμε ὅτι ἡ u ἀνήκει στὸ κάλυμμα) καὶ G− v (ὑποθέτουμε ὅτι ἡ

v ἀνήκει στὸ κάλυμμα) ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὴν ἀκμὴ e, σὲ χρόνο τοὐλάχιστον

O (|V (G)|+ |E (G)|).
Βῆμα 5. ῾Υπάρχει κάλυμμα μεγέθους k− 1 γιὰ ἕνα τοὐλάχιστον ἀπὸ τὰ γραφή-

ματα G − u καὶ G − v; Αὐτὸ διαπιστώνεται σὲ αὐτὸ τὸ βῆμα καλώντας τὴν

algVCf καὶ γιὰ τὰ δύο γραφήματα.

᾿Ορθότητα τοῦ ἀλγορίθμου: Γίνεται προφανές, ὅτι ἐὰν τὸ γράφημα G δὲν

ἔχη κάλυμμα κορυφῶν, ὁ ἀλγόριθμος θὰ ἀπαντήση ὄχι, διότι ὁποιεσδήποτε ks
κορυφὲς θὰ ἀφῆσουν ἀκμές. ῎Εστω ὅτι τὸ γράφημα G ἔχει κάλυμμα κορυφῶν

μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου τοῦ ks, τότε ὁποιαδήποτε ἀκμὴ καὶ νὰ πάρουμε,

σίγουρα τοὐλάχιστον μία ἐκ τῶν δύο κορυφῶν της θὰ ἀνήκη στὸ κάλυμμα, ἄρα

στὸ βῆμα 5 ὁπωσδήποτε σὲ μία κλήση τῆς V C θὰ ἔχουμε πάρει τὴν σωστὴ

κορυφή. Ἀναδρομικὰ σὲ κάθε ἐναγόμενο ὑπογράφημα τοῦ G στὸ βῆμα 5 θὰ

παίρνουμε τὴν σωστὴ κορυφή. ῎Ετσι θὰ πάρη μὲ τὴν ὁριζομένη σειρὰ ἀπὸ τὸ

βῆμα 4, ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ καλύμματος καὶ ὅταν τὸ ἐναπομείναν ἐναγόμενο

ὑπογράφημα θὰ εἶναι σκόνη, θὰ ἔχη βρεῖ τὸ κάλυμμα.

Εἶναι προφανὲς ὅτι τὸ βάθος τῆς ἀναδρομῆς εἶναι τὸ πολὺ k καὶ ὅτι στὸ

βῆμα 5 ἡ algVCf καλεῖται 2 φορές, ἄρα ὁ παραπάνω ἀλγόριθμος ἔχει τὴν ἑξῆς

ἀναδρομή:

T (k, n) = 2T (k − 1, n− 1) +O (n)

ἡ ὁποῖα δίνει τὸν χρόνο τοῦ ἀλγορίθμου ποὺ εἶναι O
(
2kn
)
. a

>Algìrijmoc algVC.

algVCf(G, k)
// G = (V,E) γράφημα, k ≥ 0

1. ᾿Εὰν |V (G)| ≤ k τότε ἐπίστρεψε TRUE

2. ᾿Εὰν |E (G)| = 0 τότε ἐπίστρεψε TRUE

3. ᾿Εὰν k = 0 τότε ἐπίστρεψε FALSE

4. Πάρε αὐθαίρετα μία ἀκμὴ e = {u, v} ∈ E (G). Φτιάξε τὰ γραφή-

ματα G− u καὶ G− v.

5. ᾿Επίστρεψε algVCf(G− u, k − 1)
∨

algVCf (G− v, k − 1)

῍Ας δοῦμε καὶ τὴν γενίκευση τοῦ προβλήματος p-K�lumma KorufÀn ποῦ εἶναι

σὲ ὑπεργραφήματα.
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2.2.2 VEnac fpt-�lgìrijmoc gi� tä p-Fragmèno SÔno-

lo Af¨c

p-Fragmèno SÔnolo Af¨c (p-card-Hitting Set)

EÒsodoc : ῞Ενα ὑπεργράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k + d ὅπου d ὁ μέγιστος ἀριθμὸς κορυφῶν μιᾶς

ὑπερακμῆς e, δηλαδὴ d = max {|e| | e ∈ E (G)}.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Τὸ ἀντίστοιχο πρόβλημα στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα εἶναι τὸ d-Fragmèno
SÔnolo Af¨c (d-Hitting Set), τὸ ὁποῖο φράσσει μὲ τὸ d τὸν μέγιστο ἀριθμὸ

κορυφῶν κάθε ὑπερακμῆς. ᾿Εὰν ἀπὸ τὸν προηγούμενο ὁρισμὸ τοῦ p-Fragmèno
SÔnolo Af¨c βγῆ ἡ παράμετρος, τότε ἔχουμε τὸ d-Fragmèno SÔnolo Af¨c
τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας.

᾿Εδῶ φαίνεται ἡ σημασία τῆς παραμέτρου γιὰ τὸ συγκεκριμένο πρόβλημα. ᾿Εὰν

ἡ παράμετρος ἦταν ἡ κ (G, k) = k, τότε ὁ μέγιστος ἀριθμὸς κορυφῶν μιᾶς ὑπερ-

ακμῆς θὰ ἦταν |V (G)|, ὅμως, ὅπως θὰ δοῦμε παρακάτω, δὲν θὰ μπορούσαμε νὰ

φράξουμε τὸν χρόνο ὥστε τὸ πρόβλημα νὰ ἀνήκη στὴν κλάση FPT. ῾Η λογικὴ

καὶ ἐδῶ εἶναι παρόμοια μὲ αὐτὴν τοῦ καλύμματος κορυφῶν· κάποια κορυφὴ u, κά-
θε ὑπερακμῆς, θὰ ἀνήκη στὸ σύνολο ἀφῆς, ἔτσι ὅλες οἱ ὑπερακμὲς στὴν γειτονιὰ

τῆς u ἅπτονται (καλύπτονται) τῆς u καὶ δὲν μᾶς ἀπασχολοῦν πλέον. ῎Ετσι πρέπει

νὰ βρεθῆ ἐὰν τὸ ὑπεργράφημα Gu = (V (G)− {u} , {e ∈ E (G) | u /∈ e}) ἔχη

ἕνα σύνολο ἀφῆς μεγέθους k−1 καὶ συνεχίζουμε ἀναδρομικὰ γιὰ τὸ Gu. ᾿Επει-

δὴ ἡ παραπάνω ὑπόθεση ἰσχύει γιὰ ὅλες τὶς κορυφὲς τῆς e γίνεται προφανὲς ὅτι

σὲ κάθε βῆμα τῆς ἀναδρομῆς θὰ ἔχουμε d τέτοια ἐρωτήματα καὶ τελικὰ σχη-

ματίζεται ἕνα δένδρο μὲ dk φύλλα. ᾿Εδῶ στὸ βῆμα 5, ὁ βρόχος ὑλοποιεῖ ἕναν

διαζευκτικὸ τύπο μεταβλητοῦ μεγέθους μὲ τὸ πολὺ d ὅρους, πρᾶγμα τὸ ὁποῖο

θὰ γινόταν ἀλγοριθμικὰ εὐκολότερα, ἐὰν ὁ ἀριθμὸς τῶν ὅρων στὸν τύπο ἦταν

μία σταθερὰ d 2 καὶ ὁ συμβολισμὸς τῶν κορυφῶν μποροῦσε νὰ εἶναι σταθερός.

Παρομοίως θέτουμε n = |V (G)|+ |E (G)| καὶ προχωροῦμε στὸ θεώρημα.

Je¸rhma 2.2: Τὸ p-Fragmèno SÔnolo Af¨c ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

>Apìdeixh: ῾Ο παρακάτω ἀλγόριθμος algBHS λύει τὸ p-Fragmèno SÔnolo
Af¨c. ᾿Εδῶ ἡ ἀπόδειξη εἶναι παρόμοια μὲ αὐτὴν τοῦ προηγουμένου θεωρή-

ματος μόνο ποῦ διαφέρει στὸ βῆμα 5, ὅπου ἡ συνάρτηση algBHSf καλεῖται τὸ

2
Βλέπε τὸν ἀλγόριθμο algVC γιὰ τὸ κάλυμμα κορυφῶν, ὅπου ὁ ἀριθμὸς τῶν κορυφῶν

εἶναι ἡ σταθερὰ δύο.
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πολὺ d φορὲς καὶ διακόπτει τὸν βρόχο καὶ ἐπιστρέφει μόνο ἐὰν κάποια κλήση

τῆς algBHSf ἐπιστρέψη τιμὴ TRUE.

᾿Ορθότητα τοῦ ἀλγορίθμου: Γίνεται προφανές, ὅτι ἐὰν τὸ ὑπεργράφημα G
δὲν ἔχη σύνολο ἀφῆς τότε κανένας συνδυασμὸς k κορυφῶν δὲν μπορεῖ νὰ εἶ-

ναι σύνολο ἀφῆς. ῎Εστω ὅτι τὸ ὑπεργράφημα G ἔχει σύνολο ἀφῆς μεγέθους

μικροτέρου ἢ ἴσου τοῦ k, τότε ὁποιαδήποτε ὑπερακμὴ καὶ νὰ πάρουμε, σίγουρα

τοὐλάχιστον μία ἐκ τῶν κορυφῶν της, ἂς ὑποθέσουμε ἡ u, θὰ ἀνήκη στὸ σύνολο

ἀφῆς καὶ συνεχίζοντας ἀναδρομικὰ μὲ τὸ Gu, τελικὰ θὰ ἔχουμε μία ἀκολουθία

ἀπὸ τὸ πολὺ k κορυφές, οἱ ὁποίες θὰ εἶναι τὸ ζητούμενο σύνολο ἀφῆς τοῦ G
καὶ θὰ ἔχη ἀπομείνει ἕνα γράφημα σκόνη ἀπὸ τὸ G, ὅπου καὶ θὰ τερματίση ὁ

ἀλγόριθμος.

Εἶναι προφανές, ὅτι τὸ βάθος τῆς ἀναδρομῆς εἶναι τὸ πολὺ k καὶ ὅτι στὸ

βῆμα 5 ἡ algBHSf καλεῖται τὸ πολὺ d φορές (ἐδῶ λοιπὸν φαίνεται ἡ σημασία

τῆς παραμέτρου), ἄρα ὁ παραπάνω ἀλγόριθμος ἔχει τὴν ἑξῆς ἀναδρομή:

T (k, d, n) = dT (k − 1, d, n− 1) +O (n)

ἡ ὁποῖα δίνει τὸν χρόνο τοῦ ἀλγορίθμου ποὺ εἶναι O
(
dkn
)
. a

>Algìrijmoc algBHS

algBHSf(G, k)
// G = (V,E) ὑπεργράφημα, k ≥ 0

1. ᾿Εὰν |V (G)| ≤ k τότε ἐπίστρεψε TRUE

2. ᾿Εὰν |E (G)| = 0 τότε ἐπίστρεψε TRUE

3. ᾿Εὰν k = 0 τότε ἐπίστρεψε FALSE

4. Πάρε αὐθαίρετα μία ὑπερακμὴ e ∈ E (G)

5. Γιὰ κάθε κορυφὴ u ∈ e (βρόχος ποὺ ἐκτελεῖται τὸ πολὺ d φορές)

(αʹ) Gu = (V (G)− {u} , {e ∈ E (G) | u /∈ e}).
(βʹ) ᾿Εὰν algBHSf(Gu, k − 1) == TRUE τότε ἐπίστρεψε

TRUE

6. ᾿Επίστρεψε FALSE

῍Ας ξαναθυμηθοῦμε τὸν ὁρισμὸ ἀπὸ τὴν εἰσαγωγή, ἑνὸς ἄλλου παρομοίου πρόβλη-

ματος, τοῦ p-SÔnolo KuriarqÐac (p-Dominating Set)3:

3
῞Οπως ἀναφέρθηκε πάλι στὴν εἰσαγωγή, ἐὰν ἡ εἴσοδος περιορισθῆ σὲ ἐπίπεδα γραφήματα
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p-SÔnolo KuriarqÐac (p-Dominating Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει σύνολο κυριαρχίας μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Σύνολο κυριαρχίας ἑνὸς γραφήματος G εἶναι ἕνα ὑποσύνολο S τοῦ V (G) τέτοιο

ὥστε: ∀u ∈ (V (G)− S)∃v ∈ S μὲ {u, v} ∈ E (G), δηλαδὴ κάθε κορυφὴ ἐ-

κτὸς συνόλου κυριαρχίας συνδέεται μὲ μία ἀκμὴ μὲ κάποια κορυφὴ τοῦ συνόλου

κυριαρχίας.

Γιὰ τὸ παραπάνω πρόβλημα δὲν ἔχει εὑρεθῆ ἀλγόριθμος μέχρι σήμερα ποὺ νὰ

τὸ κατατάσση στὴν κλάση FPT. ῍Ας ἀλλάξουμε λίγο τὴν παραμετροποίηση καὶ

τότε μπορεῖ νὰ μπῆ στὴν κλάση FPT.

῎Ετσι ἔχουμε τὸ ἑξῆς πρόβλημα : p-Fragmèno SÔnolo KuriarqÐac

p-Fragmèno SÔnolo KuriarqÐac (p-deg-Dominating Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k + ∆ (G).
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει σύνολο κυριαρχίας μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου k;

Στὸ ἑπόμενο λῆμμα, ἡ ἀναγωγὴ εἶναι ἡ γνωστὴ ἀναγωγὴ κατὰ Cook τῆς κλασ-

σικῆς πολυπλοκότητας, ἡ ὁποία ὅμως διατηρεῖ τὴν παράμετρο ἀμετάβλητη, λό-

γω αὐτῆς της τῆς ἰδιότητας, εἶναι καὶ fpt-ἀναγωγὴ γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυ-

πλοκότητα.

῍Αν καὶ ἡ fpt-ἀναγωγὴ θὰ ὁρισθῆ στὸ ἀμέσως ἑπόμενο τμῆμα τοῦ παρόντος κε-

φαλαίου, δίνεται ἐδῶ μία ἀναγωγή, ἡ ὁποία εἶναι καὶ fpt, γιὰ νὰ γίνη εὐκολότερα

κατανοητὸς ὁ ὁρισμὸς τῆς fpt-ἀναγωγῆς, ὅταν δοθῆ.

῾Η fpt-ἀναγωγὴ γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα, ὅπως θὰ δειχθῆ στὸ λῆμμα

2.2, εἶναι ἀντίστοιχη μὲ τὴν ἀναγωγὴ κατὰ Cook τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότη-

τας. ῾Η βασικὴ ἰδέα τῆς ἀναγωγῆς παραμένει, δηλαδὴ ὅταν ἕνα πρόβλημα ἀνάγε-

ται σὲ ἕνα ἄλλο, ὁ βαθμὸς δυσκολίας του εἶναι τὸ πολὺ ὅσο τοῦ προβλήματος

στὸ ὁποῖο ἀνάχθηκε.

L¨mma 2.1: Τὸ p-Fragmèno SÔnolo KuriarqÐac ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

>Apìdeixh: ῾Υπάρχει fpt-ἀναγωγὴ ἀπὸ αὐτὸ τὸ πρόβλημα στὸ p-Fragmèno
SÔnolo Af¨c. Φτιάχνουμε ἕνα ὑπεργράφημα HG μὲ τὶς ἴδιες κορυφὲς τοῦ

ἔχουμε τὸ p-Επίπεδο Σύνολο Κυριαρχίας (p-Planar Dominating Set), τὸ ὁποῖο ἀνήκει

στὴν κλάση FPT.
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G. Γιὰ κάθε κορυφὴ u τοῦ G βάζουμε (ἀντιστοιχοῦμε) μία ὑπερακμὴ τὴν eu
στὸ HG, ἡ ὁποία περιέχει ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ G ποὺ συνδέονται μὲ ἀκμὲς μὲ

τὴν u, δηλαδὴ τὴν γειτονιὰ NG (u) τῆς u καὶ τὴν ἴδια τὴν u. ᾿Εὰν κατὰ τὴν

διάρκεια τῆς διαδικασίας μία ὑπερακμὴ ev μιᾶς κορυφῆς v, ἡ ὁποῖα πρόκειται νὰ

μπῆ, ὑπάρχη ἤδη π.χ. πλῆρες γράφημα G = Kn, τότε γιὰ αὐτὴν τὴν κορυφὴ v
δὲν βάζουμε (ἀντιστοιχοῦμε) καμμία ὑπερακμή.

Πρέπει νὰ ὑπολογισθῆ καὶ ἡ παράμετρος κ′ (HG, k
′) τοῦ συνόλου ἀφῆς. Μία

κορυφὴ u τοῦ HG δὲν μπορεῖ νὰ ἀνήκη σὲ πάνω ἀπὸ ∆ (G) + 1 ὑπερακμές,

γιατὶ μία εἶναι ἡ δική της ὑπερακμὴ καὶ οἱ ἄλλες τὸ πολὺ ∆ (G) ὑπερακμές,

ἀντιστοιχοῦν στὶς κορυφὲς μὲ τὶς ὁποῖες ἑνώνεται μὲ ἀκμὲς στὸ G ἡ u. ῎Αρα

d = ∆ (G) + 1 καὶ κ′ (HG, k
′) = k′+ d καὶ ἀπὸ τοὺς ὁρισμοὺς τῶν δύο προβλη-

μάτων, προκύπτει ἰσότητα στὰ k = k′. Μιὰ σημαντικὴ παρατήρηση εἶναι, ὅτι

ἡ νέα παράμετρος φράσσεται μὲ κάποιον τρόπο, ἀπὸ τὴν παλαιά (ἐδῶ ὑπάρχει

ἰσότητα), δηλαδὴ κ′ (HG, k) = κ (G, k) + 1.
Λύεται τὸ πρόβλημα καὶ τὸ σύνολο ἀφῆς S μεγέθους k, γιὰ τὸ ὑπεργράφημα

HG, θὰ δειχθῆ ὅτι εἶναι καὶ σύνολο κυριαρχίας τοῦ G. ῎Εστω u τυχαία κορυφὴ

τοῦ G, ἐὰν αὐτὴ ἀνήκη στὸ σύνολο ἀφῆς S τοῦ HG, τότε ἀνήκει καὶ στὸ σύνολο

κυριαρχίας τοῦ G· ἐὰν δὲν ἀνήκη, τότε ἔχει μία δική της ὑπερακμὴ eu στὸ HG

καὶ αὐτὴ ἡ ὑπερακμὴ ἔχει κάποια κορυφή της v στὸ σύνολο ἀφῆς S, ἄρα στὸ G
ὑπάρχει ἡ ἀκμὴ {u, v}. Τέλος ἐὰν δὲν ἔχη δική της ὑπερακμή, σημαίνει ὅτι ἔχει

μὲ κάποια ἄλλη κορυφή, τὴν vu τὴν ἴδια ὑπερακμὴ καὶ στὸ γράφημα G σημαίνει

ὅτι μὲ ὅποιες κορυφὲς ἐνώνεται μὲ ἀκμὲς ἡ u μὲ τὶς ἴδιες ἀκριβῶς ἐνώνεται καὶ

ἡ vu, ἄρα ὑπάρχει κορυφὴ w ∈ S καὶ ἀκμὴ {vu, w} καὶ συνεπῶς καὶ ἡ ἀκμὴ

{u,w}.
Ἀντιστρόφως μὲ παρομοίους συλλογισμούς, κάθε σύνολο κυριαρχίας τοῦ G εἶ-

ναι καὶ σύνολο ἀφῆς τοῦ HG. a

Shmantik� parat rhsh: ᾿Εὰν στὸν ὁρισμὸ τῆς κλάσεως FPT, τὸ ἐπί (·)
γίνη σύν (+), δηλαδὴ ἐὰν ἕνα παραμετροποιημένο πρόβλημα λύεται σὲ χρόνο

f (κ (x)) + p (|x|), τότε ὁρίζεται ἄλλη κλάση διαφορετικὴ ἀπὸ τὴν FPT;

῾Η ἀπάντηση εἶναι ὄχι! Γιὰ κάθε a, b ≥ 0 ἰσχύει ἡ ἀνισότητα ab ≤ a2 + b2,
διότι 0 ≤ (a− b)2 ⇒ 2ab ≤ a2 + b2. ᾿Εὰν τὸ πρόβλημα λύεται σὲ χρόνο

f ′ (κ (x)) · p′ (|x|) τότε λύεται καὶ σὲ χρόνο f ′ (κ (x))2 + p′ (|x|)2
.

Ἀντιστρόφως, ἐὰν τὸ πρόβλημα λύεται σὲ χρόνο f ′ (κ (x)) + p′ (|x|), δὲν νοεῖ-

ται πρόβλημα νὰ λύεται σὲ ἀρνητικὸ χρόνο, ἄρα τὸ ἄθροισμα εἶναι θετικό, ἀφοῦ

οἱ f ′, p′ πρέπει νὰ ἔχουν καὶ ἄλλες ἐπιπλέον ἰδιότητες
4
. Οἱ δύο ὅροι μπορεῖ

νὰ ὑποτεθῆ ὅτι εἶναι μεγαλύτεροι ἢ ἴσοι τοῦ μηδενός, διότι τελικὰ καθῶς τὸ

4
Οἱ συναρτήσεις αὐτὲς πρέπει νὰ εἶναι κατάλληλες (proper), δηλαδὴ νὰ εἶναι ἀναδρομικές,

αὔξουσες, νὰ μὴν ἱκανοποιοῦν τὸ Gap Theorem κ.λπ. περισσότερα στὸν Παπαδημητρίου

[53].
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μέγεθος τῆς εἰσόδου |x| τείνει στὸ ἄπειρο, ἐὰν κάποιος ἀπὸ τοὺς δύο ὅρους

συνεχίζη νὰ εἶναι ἀρνητικός, ἀντικαθίσταται ἀπὸ κάποιον ἀντίστοιχο θετικό (ἢ

μὲ τὸ μηδέν, δηλαδὴ ἀπαλείφεται χωρὶς συνέπειες), διότι προφανῶς τὸ πρόβλημα

λύεται καὶ σὲ περισσότερο χρόνο, ἄρα

f ′ (κ (x)) + p′ (|x|) + f ′ (κ (x)) · p′ (|x|) + 1

καὶ κάνοντας τὶς πράξεις λαμβάνουμε

[f ′ (κ (x)) + 1] · [p′ (|x|) + 1]

ποὺ ἐμπίπτει στὸν ὁρισμὸ τῆς κλάσεως FPT, θέτοντας f (κ (x)) = f ′ (κ (x))+1
καὶ p (|x|)) = p′ (|x|) + 1.
Sqìlio: Γιὰ τυπικοὺς λόγους ἀναφέρεται, ὅτι πάντα μποροῦμε νὰ βροῦμε κατάλ-

ληλο πολυώνυμο καὶ ὑπολογίσιμη συνάρτηση. ᾿Εὰν τό ἄθροισμα εἶναι θετικό,

θὰ πρέπη τοὐλάχιστον ἕνας ἐκ τῶν δύο ὅρων του νὰ εἶναι θετικός. ᾿Επειδὴ τὸ p′

εἶναι πολυώνυμο, σημαίνει ὅτι καθῶς τὸ μέγεθος |x| τείνει στὸ ἄπειρο ἐπικρατεῖ

τελικὰ ὁ μεγιστοβάθμιος ὅρος, ἄρα πάντα ὑπάρχει τρόπος νὰ βρεθῆ βάσει τοῦ

p′, ἕνα ἄλλο πολυώνυμο p′′, ποὺ νὰ ἱκανοποιῆ τὰ παραπάνω. Γιὰ τὴν f ′ ποὺ
εἶναι ὑπολογίσιμη, ἡ ἀπόλυτος τιμὴ ἀνήκει στὶς ὑπολογίσιμες συναρτήσεις καὶ

λαμβάνεται ἡ ‖f ′‖.

2.3 fpt->Anagwgèc

῾Η ἀναγωγὴ εἶναι ἕνας σημαντικότατος τρόπος ἐπιλύσεως προβλημάτων ἀλλὰ

καὶ κατατάξεώς των σὲ κλάσεις. Αὐτὸ ἔγινε προφανὲς στὸ προηγούμενο λῆμμα,

ὅπου μία ἀναγωγὴ ἔλυσε ἕνα νέο πρόβλημα καὶ ταυτοχρόνως τὸ κατέταξε στὴν

κλάση FPT. ῍Ας ὁρίσουμε λοιπὸν αὐστηρὰ τὴν ἀναγωγὴ τὴν ὁποία κάναμε στὸ

προηγούμενο λῆμμα.

<Orismìc 2.7: fpt-�nagwg  (≤fpt). ῎Εστωσαν (L, κ) καὶ (L′, κ′) παραμε-

τροποιημένα προβλήματα πάνω στὰ ἀλφάβητα Σ καὶ Σ′ ἀντιστοίχως.
Μία συνάρτηση R : Σ∗ → (Σ′)∗ (ὄχι κατ’ ἀνάγκη 1 - 1 ἢ ἐπί), εἶναι μία fpt-
ἀναγωγὴ ἀπὸ τὸ πρόβλημα (L, κ) στὸ (L′, κ′), ἐὰν ἰσχύουν τὰ κάτωθι:

1. ∀x ∈ Σ∗ ἔχουμε x ∈ L⇔ R (x) ∈ L′ ἢ μὲ ἄλλα λόγια x ∈ L⇒ R (x) ∈
L′ καὶ x /∈ L⇒ R (x) /∈ L′.

2. ῾Η συνάρτηση R εἶναι ὑπολογίσιμη ἀπὸ ἕναν fpt-ἀλγόριθμο ὡς πρὸς τὸ

κ καὶ τὸ |x|, δηλαδὴ ὑπολογίζεται σὲ f (κ (x)) · p (|x|) βήματα μὲ f
ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ p πολυώνυμο.
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3. ῾Υπάρχει ὑπολογίσιμη συνάρτηση g : N → N τέτοια ὥστε ∀x ∈ Σ∗ ⇒
κ′ (R (x)) ≤ g (κ (x))

῎Ας δόσουμε καὶ μερικοὺς συμβολισμοὺς ἀκόμα γιὰ τὶς fpt-ἀναγωγές:

<Orismìc 2.8: ≤fpt, ≡fpt kaÈ [. . .]fpt

1. Γιὰ συντομία, συμβολίζουμε τὴν fpt-ἀναγωγὴ τοῦ (L, κ) στὸ (L′, κ′) ὡς

(L, κ) ≤fpt (L′, κ′)

2. ῎Εστω (L, κ) καὶ (L′, κ′) παραμετροποιημένα προβλήματα, λέμε ὅτι αὐτὰ

εἶναι ἰσοδύναμα ὡς πρὸς τὴν fpt-ἀναγωγὴ καὶ τὸ συμβολίζουμε ὡς (L, κ)
≡fpt (L′, κ′), ἐὰν καὶ μόνον ἐὰν (L, κ) ≤fpt (L′, κ′) καὶ (L, κ) ≥fpt (L′, κ′)
(οὐσιαστικὰ τὰ δύο προβλήματα εἶναι ὑπολογιστικῶς ἰσοδύναμα ὡς πρὸς

τὶς fpt-ἀναγωγές).

3. ῎Εστω (L, κ) παραμετροποιημένο προβλήμα, τότε μὲ [(L, κ)]fpt συμβολί-

ζουμε τὴν κλάση ὅλων τῶν παραμετροποιημένων προβλημάτων ποὺ ἀ-

νάγονται σὲ αὐτό, δηλαδή: [(L, κ)]fpt =
{

(L′, κ′) | (L′, κ′) ≤fpt (L, κ)
}

(οὐσιαστικὰ τὰ πιὸ εὔκολα ἢ τὸ ἴδιο δύσκολα μὲ αὐτὸ ὑπολογιστικῶς

προβλήματα ἀπὸ τὸ (L, κ) ὡς πρὸς τὶς fpt-ἀναγωγές).

2.3.1 <H kl�sh FPT kaÈ oÉ fpt-�nagwgèc

῍Ας δοῦμε λοιπὸν μερικὲς βασικὲς προτάσεις γιὰ τὶς fpt-ἀναγωγές, καθῶς καὶ

πῶς σχετίζονται μὲ τὴν κλάση FPT. ῾Η fpt-ἀναγωγὴ χρησιμοποιεῖται λόγω

τῶν ἰδιοτήτων της, πολὺ στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα καὶ στὰ ἑπόμενα κε-

φάλαια θὰ μελετηθοῦν αὐτὲς οἱ ἀναγωγὲς περαιτέρω.

L¨mma 2.2: ῾Η κλάση FPT εἶναι κλειστὴ ὡς πρὸς fpt-ἀναγωγές, δηλαδὴ

ἐὰν (L, κ) ≤fpt (L′, κ′) καὶ (L′, κ′) ∈ FPT τότε (L, κ) ∈ FPT.

>Apìdeixh: Τὸ πρόβλημα (L′, κ′) μὲ εἴσοδο x′, ἐπιλύεται ἀπὸ ἀλγόριθμο σὲ

f ′ (κ′ (x′)) · p′ (|x′|) βήματα, διότι ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

῾Η συνάρτηση R, ἀπὸ τὸ x, ὑπολογίζει τὸ ἀντίστοιχο x′ = R (x) σὲ fR (κ (x)) ·
pR (|x|) βήματα, ἀφοῦ ἡ R εἶναι fpt-ἀναγωγή. ῎Αρα τὸ μέγεθος τοῦ x′ περι-
ορίζεται σὲ |x′| = |R (x)| ≤ fR (κ (x)) · pR (|x|) (1).

῎Αρα τὸ πρόβλημα (L, κ) ἐπιλύεται ἀπὸ ἀλγόριθμο σὲ

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (κ′ (x′)) · p′ (|x′|) =

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (κ′ (R (x))) · p′ (|R (x)|)
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βήματα.

Ἀπὸ τὸν ὁρισμὸ τῆς fpt-ἀναγωγῆς ἡ κ′ (R (x)) φράσσεται ἀπὸ τὴν g (κ (x)) γιὰ

κάποια g ὑπολογίσιμη, πρᾶγμα ποὺ σημαίνει ὅτι ἡ f ′ (κ′ (R (x))) μπορεῖ νὰ ἀν-

τικατασταθῆ ἀπὸ κάτι μεγαλύτερο τὸ f ′ (g (κ (x))), ἄρα τὸ πρόβλημα ἐπιλύεται

σίγουρα καὶ σὲ

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (g (κ (x))) · p′ (|R (x)|)

βήματα, ἂς εἶναι περισσότερα. Ἀντικαθιστώντας τὸ |R (x)| ἀπὸ τὴν (1), στὸν

προηγούμενο τύπο λαμβάνουμε:

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (g (κ (x))) · p′ [fR (κ (x)) · pR (|x|)]

ἐπειδὴ ἡ σύνθεση πολυωνύμων εἶναι πάντα πολυώνυμο, κάνοντας πράξεις στὰ

p′ βαθμοῦ np′ ≥ 0 καὶ pR βαθμοῦ npR ≥ 0, λαμβάνουμε ἕνα πολυώνυμο

p′′ (|x|) =

np′′∑
i=0

ai · |x|i

τοῦ |x| βαθμοῦ np′′ = np′ +npR , μὲ συντελεστὲς τῶν μονονύμων ai · |x|i νὰ εἶναι

τῆς μορφῆς ai = a′i · fR (κ (x))mi ὅπου τὸ a′i ἀνήκει στὸ Z καὶ np′ ≥ mi ≥ 0.
Κάνοντας τὶς ἀντικαταστάσεις ἔχουμε:

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (g (κ (x))) · p′′ (|x|) =

fR (κ (x)) · pR (|x|) + f ′ (g (κ (x))) ·
np′′∑
i=0

a′i · fR (κ (x))mi · |x|i

ἀπὸ ἐδῶ καὶ πέρα γίνεται προφανές, ὅτι τὸ πρόβλημα (L, κ) ἀνήκει στὴν κλάση

FPT. a

2.3.2 ^Allec kl�seic kaÈ oÉ fpt-�nagwgèc

῎Εστω C κλάση παραμετροποιημένων προβλημάτων (L, κ) τότε ὁρίζουμε τὰ

ἑξῆς:

<Orismìc 2.9: C-dÔskolo kaÈ C-pl¨rec

1. Τὸ (L, κ) εἶναι C-dÔskolo ὡς πρὸς τὶς fpt-ἀναγωγές, ἐὰν κάθε πα-

ραμετροποιημένο πρόβλημα τῆς κλάσεως C ἀνάγεται σὲ αὐτό, δηλαδή:

∀ (L′, κ′) ∈ C : (L′, κ′) ≤fpt (L, κ).
Sqìlio: C ⊆ [(L, κ)]fpt.
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2. Τὸ (L, κ) εἶναι C-pl¨rec ὡς πρὸς τὶς fpt-ἀναγωγές, ἐὰν ἀνήκη στὴν

κλάση C καὶ κάθε παραμετροποιημένο πρόβλημα τῆς κλάσεως C ἀνάγεται

σὲ αὐτό, δηλαδή: (L, κ) ∈ C ∧ ∀ (L′, κ′) ∈ C : (L′, κ′) ≤fpt (L, κ).

Sqìlio: C = [(L, κ)]fpt.

῍Ας δοῦμε δύο προβλήματα ἀπὸ τὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα, γιὰ τὰ ὁποῖα

οἱ ἀναγωγὲς ποὺ ἀποδεικνύουν τὴν ἰσοδυναμία τους, ἔχουν μεταφερθῆ αὐτού-

σιες ἀπὸ τὴν κλασσικὴ στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα.

Δοθέντος γραφήματος G, ὑπάρχει πλῆρες ἐναγόμενο ὑπογράφημα Ki (κλίκα)

μὲ τοὐλάχιστον k κορυφές (i ≥ k);

p-KlÐka (p-Clique)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει πλῆρες ἐναγόμενο ὑπογράφημα Ki τοῦ G, μὲ i ≥ k;

῾Υπενθυμίζεται ὅτι ἕνα σύνολο κορυφῶν S ⊆ V (G) ἑνὸς γραφήματος G, εἶ-

ναι ἀνεξάρτητο (εὐσταθές), ἐὰν ὅλες οἱ κορυφὲς τοῦ S δὲν ἑνώνωνται ἀνὰ δύο

μεταξύ τους μὲ ἀκμὲς στὸ G, ἔτσι ὁρίζεται τὸ ἑξῆς πρόβλημα: Δοθέντος ἑνὸς

γραφήματος G ὑπάρχει ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους τοὐλάχιστον k στὸ G;

p-Anex�rthto SÔnolo (p-Independent Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει ἀνεξάρτητο σύνολο S ⊆ V (G) τέτοιο ὥστε |S| ≥ k;

᾿Εὰν ἡ εἴσοδος τοῦ προβλήματος p-Anex�rthto SÔnolo περιορισθῆ σὲ ἐπίπε-

δα γραφήματα, ἔχουμε τὸ p-EpÐpedo Anex�rthto SÔnolo (p-Planar In-
dependent Set). ῞Οταν προσπαθήσουμε νὰ κατατάξουμε τὸ p-Anex�rthto
SÔnolo σὲ κάποια κλάση τῆς παραμετρικῆς πολυπλοκότητας, ἕνα καλὸ στοι-

χεῖο εἶναι ὅτι τὸ p-EpÐpedo Anex�rthto SÔnolo ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

Χρειαζόμαστε τὸν ἑξῆς ὁρισμό:

<Orismìc 2.10: Sumpl rwma graf matoc G. Μὲ G συμβολίζεται τὸ ἑξῆς

γράφημα: G = (V (G) , {{x, y} | x 6= y ∧ x, y ∈ V (G)} − E (G)). Δηλαδὴ

συμπλήρωμα γραφήματος G εἶναι ἕνα γράφημα G μὲ τὶς ἴδιες κορυφὲς τοῦ G
καὶ ἀκμές: ὅλες τὶς ἀκμὲς οἱ ὁποῖες λείπουν γιὰ νὰ γίνη τὸ G πλῆρες γράφημα.

᾿Εὰν n = |V (G)| τότε τὸ ἀντίστοιχο πλῆρες γράφημα εἶναι τὸ Kn.
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Prìtash 2.1: p-KlÐka ≡fpt p-Anex�rthto SÔnolo

>Apìdeixh: Παρατηροῦμε ὅτι ἐὰν ἔχουμε ἕνα πλῆρες γράφημα Kn τότε τὸ Kn

εἶναι ἕνα γράφημα χωρὶς ἀκμὲς (σκόνη), ἄρα ἐὰν ἕνα γράφημα G ἔχη ὡς ὑ-

πογράφημα ἕνα πλῆρες γράφημα Kn τότε στὸ G οἱ ἀντίστοιχες κορυφὲς δὲν

ἑνώνονται μὲ καμμία ἀκμὴ μεταξύ τους, συνεπῶς εἶναι ἕνα ἀνεξάρτητο σύνολο

μεγέθους n. ῎Ετσι μία πιθανὴ fpt-ἀναγωγή, ἀπὸ τὸ p-KlÐka (παράμετρος κ μὲ

τιμὴ k) στὸ p-Anex�rthto SÔnolo (παράμετρος κ′), θὰ ἦταν: Βρὲς τὸ G καὶ

δὲς ἐὰν ἔχη ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους μεγαλυτέρου ἢ ἴσου τοῦ k. Τὰ δύο

ἑπόμενα λήμματα ὁλοκληρώνουν τὴν ἀπόδειξη.

L¨mma 2.3: p-KlÐka ≤fpt p-Anex�rthto SÔnolo

>Apìdeixh: ῎Ας φτιάξουμε λοιπὸν τὴν ἐξῆς ἀναγωγή R, ἀπὸ τὸν χῶρο ὅλων

τῶν πεπερασμένων γραφημάτων (θεωροῦμε ὅτι δύο ἰσόμορφα γραφήματα ταυτί-

ζονται) στὸν ἑαυτό του (δὲν μᾶς ἐνδιαφέρει νὰ εἶναι 1 - 1 ἢ ἐπί, ἀλλὰ μόνο

συνάρτηση):

R (G) = G, G γράφημα

῎Ετσι λοιπὸν ὅπως ὁρίσθηκε ἡ R εἶναι καὶ 1 - 1, διότι κάθε γράφημα G ἔχει

μοναδικὸ συμπλήρωμα τὸ γράφημα G καὶ ἐὰν πάρουμε πάλι τὸ συμπλήρωμά του

G = R
(
G
)
, μᾶς δίνει τὸ γράφημα G ἀπὸ τὸ ὁποῖο προῆλθε.

῾Η παράμετρος διατηρεῖται ἡ ἴδια, δηλαδὴ ἐὰν κ (G, k) = k τότε κ′
(
G, k

)
= k.

῎Αρα ὡς g τοῦ ὁρισμοῦ τῆς fpt-ἀναγωγῆς, λαμβάνουμε ὅτι πιὸ ἁπλό: τὴν ταυ-

τοτικὴ συνάρτηση g (x) = x.
Προφανῶς γιὰ κάθε γράφημα G, κάθε πλῆρες ὑπογράφημα του ἔχει ἕνα ἀν-

τίστοιχο ἀνεξάρτητο σύνολο ἴσου μεγέθους στὸ G. ᾿Εὰν δὲν ἔχη πλῆρες

ὑπογράφημα μὲ k κορυφὲς στὸ G, τότε προφανῶς δὲν ὑπάρχει ἀντίστοιχο

ἀνεξάρτητο σύνολο ἴσου μεγέθους στὸ G.

῾Η κατασκευὴ τοῦ G ἀπὸ τὸ G, ὡς γνωστὸν ἀπὸ τὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα,

γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο ὡς πρὸς τὸν ἀριθμὸ τῶν κορυφῶν του, ἄρα ὁ

ἀλγόριθμος ὑπολογισμοῦ τῆς R εἶναι FPT.

᾿Επειδὴ τὰ μεγέθη τοῦ πλήρους γραφήματος καὶ τοῦ ἀνεξαρτήτου συνόλου εἶναι

ἴσα, τετριμμένα ἔχουμε κ (G, k) = κ′ (R (G) , k) = κ′
(
G, k

)
= k. a

L¨mma 2.4: p-Anex�rthto SÔnolo ≤fpt p-KlÐka

>Apìdeixh: Παρομοίως, μὲ τὴν ἴδια ἀναγωγὴ R τοῦ προηγουμένου λήμματος. a

῎Ας συμβολίσουμε μὲ ≤p τὴν ἀναγωγὴ κατὰ Cook καὶ μὲ ≡p τὴν ἰσοδυναμία

ἀντιστοίχως.
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Prìtash 2.2: Οἱ κάτωθι κλασσικές ἀναγωγὲς κατὰ Cook δὲν εἶναι fpt-
ἀναγωγές.

1. Anex�rthto SÔnolo ≤p K�lumma KorufÀn

2. K�lumma KorufÀn ≤p Anex�rthto SÔnolo

>Apìdeixh: Στὴν (1) χρησιμοποιοῦμε, ὡς γνωστόν, τὴν ταυτοτικὴ ἀναγωγή:

R (G) = G καὶ ρωτᾶμε ὅταν τὸ μέγεθος τοῦ ἀνεξαρτήτου συνόλου εἶναι τοὐ-

λάχιστον k, ἐὰν ὑπάρχη κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους μικροτέρου ἢ ἴσου τοῦ

|V (G)| − k. Στὰ ἀντίστοιχα παραμετροποιημένα προβλήματα ἡ ἀντίστοιχη

παράμετρος γιὰ τὸ p-K�lumma KorufÀn εἶναι ἡ κ (G, k) = |V (G)| − k, αὐτὴ
ὅμως δὲν φράσσεται ἀπὸ καμμία συνάρτηση τοῦ k γιατὶ περιέχει τὸν ἀριθμὸ τῶν

κορυφῶν τοῦ γραφήματος G.

Παρομοίως καὶ γιὰ τὸ (2).a

Γιὰ συντομία καὶ εὐκολία στὴν διατύπωση τῶν προβλημάτων καὶ ὅπου εἶ-

ναι εὔκολα κατανοητὸ ἀπὸ τὰ συμφραζόμενα, ἀντὶ π.χ. γιὰ παράμετρο κ μὲ

κ (G, k) = k θὰ λέμε μὲ παράμετρο k, ἢ καὶ γιὰ πιὸ περίπλοκες συναρτήσεις

π.χ. κ (G, k) = k + d θὰ λέμε k + d.
῎Ας δοῦμε καὶ ἄλλα δύο FPT ἰσοδύναμα προβλήματα:

Prìtash 2.3: p-SÔnolo Af¨c ≡fpt p-SÔnolo KuriarqÐac

>Apìdeixh: Τὰ δύο κατωτέρω λήμματα ἀποδεικνύουν αὐτὴν τὴν πρόταση.

L¨mma 2.5: p-SÔnolo Af¨c ≤fpt p-SÔnolo KuriarqÐac

>Apìdeixh: ῎Εστω ὑπεργράφημα G μὲ παράμετρο k, θὰ φτιάξουμε ἕνα γράφημα

H ἀπὸ τὸ G ὡς ἑξῆς:

Γιὰ κάθε ὑπερακμὴ e ∈ G μὲ |e| ἀριθμὸ κορυφῶν:

1. Φτιάχνουμε μὲ τὶς ἴδιες κορυφὲς ἕνα πλῆρες γράφημα τὸ K|e|.

2. Βάζουμε μία νέα κορυφή, τὴν ue, ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στὴν ὑπερακμὴ e
καὶ τὴν ἑνώνουμε μὲ ἀκμὲς μὲ ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ K|e|.

᾿Εὰν μία κορυφὴ v ἀνήκη σὲ μία ἢ περισσότερες ὑπερακμές, τότε θὰ ἀνήκη σὲ

περισσότερα ἀπὸ ἕνα πλήρη γραφήματα, ἄρα τὸ H ἔχει |V (H)| = |V (G)| +
|E (G)| κορυφές.
Εἶναι προφανὲς ὅτι ἡ παραπάνω κατασκευὴ γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο ὡς
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πρὸς τὸ ἄθροισμα |V (G)|+ |E (G)|. ῾Η παράμετρος παραμένει ὡς ἔχει, δηλαδὴ

k.
Λύουμε τὸ p-SÔnolo KuriarqÐac γιὰ τὸ γράφημα H μὲ παράμετρο k. ῎Ε-

στω λοιπὸν ὅτι ὑπάρχει ἕνα σύνολο κυριαρχίας S μὲ μέγεθος |S|, ἐὰν κάποιες

κορυφὲς στὸ S εἶναι νέες κορυφὲς τύπου ue, τότε κάθε μία εἶναι εὔκολα ἀνταλ-

λάξιμη μὲ μία κορυφὴ τοῦ ἀντιστοίχου πλήρους γραφήματος K|e|, ἀφοῦ κάθε

κορυφὴ w τοῦ K|e| κυριαρχεῖ τοὐλάχιστον στὶς ἴδιες κορυφὲς ποὺ κυριαρχεῖ ἡ

ἀντίστοιχη ue, συμπεριλαμβανομένων καὶ τῶν ἑαυτῶν τους ue καὶ w.

Τὸ σύνολο S τελικὰ περιλαμβάνει μόνο κορυφὲς τοῦ G καὶ εἶναι ἕνα σύνολο

ἀφῆς τοῦ G, διότι ἔστω e′ ὑπερακμὴ τοῦ G ἡ ὁποία δὲν ἔχει καμμία κορυφὴ

στὸ S, ὅμως ἡ ἀντίστοιχη κορυφὴ ue′ θὰ πρέπη νὰ κυριαρχῆται ἀπὸ κάποια

κορυφὴ στὸ S καὶ οἱ μόνες κορυφὲς μὲ τὶς ὁποῖες ἔχει ἀκμές, εἶναι αὐτὲς τοῦ

πλήρους γραφήματος K|e′| στὸ H, ἑπομένως κάποια κορυφὴ τοῦ K|e′| ἀνήκει
στὸ S. ῎Ατοπο.

Ἀντιστρόφως κάθε σύνολο ἀφῆς τοῦ G εἶναι καὶ σύνολο κυριαρχίας τοῦ H,

διότι ἔστω v /∈ S κορυφὴ τοῦ H ἡ ὁποία δὲν κυριαρχεῖται ἀπὸ τὸ S, δηλαδὴ δὲν

ἑνώνεται μέ ἀκμὴ μὲ κάποια κορυφὴ τοῦ S. ᾿Εὰν ἡ v εἶναι τοῦ τύπου ue, σημαίνει
ὅτι καμμία κορυφὴ τοῦ ἀντίστοιχου K|e| δὲν εἶναι στὸ S, ἄρα ἡ ὑπερακμὴ e δὲν

ἔχει κορυφὴ στὸ S. ῎Ατοπο. Παρομοίως καταλήγουμε σὲ ἄτοπο ἐὰν ἡ v ἀνήκη

σὲ κάποιο πλῆρες γράφημα K|e|.a

L¨mma 2.6: p-SÔnolo KuriarqÐac ≤fpt p-SÔnolo Af¨c

>Apìdeixh: ῾Η ἀπόδειξη εἶναι παρόμοια μὲ αὐτὴν τοῦ λήμματος 2.1, μόνο ποῦ ἡ

παράμετρος παραμένει k γιὰ τὸ σύνολο ἀφῆς, ἀφοῦ τὸ σύνολο κυριαρχίας ἔχει

ἴδιο μέγεθος μὲ τὸ σύνολο ἀφῆς. a

Κλείνοντας αὐτὸ τὸ κεφάλαιο γίνεται προφανὴς ἡ σημασία τῆς fpt-ἀναγωγῆς,
γιατὶ καὶ γιὰ τὰ δύο προβλήματα p-SÔnolo Af¨c καὶ p-SÔnolo KuriarqÐac,
δὲν ὑπάρχει ἀλγόριθμος μέχρι σήμερα, ποὺ νὰ τὰ κατατάσση στὴν κλάση FPT·

ἐὰν βρεθῆ μόνο γιὰ τὸ ἕνα ἀπὸ τὰ δύο, τότε καὶ τὰ δύο εἰσέρχονται στὴν κλάση

FPT.

2.4 >Anaforèc, Sqìlia

Τὸ K�lumma KorufÀn ἔχει παίξει ἕναν σπουδαῖο ρόλο στὴν παραμετρικὴ πολυ-

πλοκότητα καὶ στὴν συνδυαστικὴ βελτιστοποίηση, ὅπως βλέπουμε ἀπὸ τὸ ἄρθρο

τῶν Crescenzi καὶ Kann [24]. ῏Ηταν ἕνα ἀπὸ τὰ πρωτοκαταταχθέντα NP-πλήρη

προβλήματα, περισσότερα μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος στὸ [40] τῶν Garey καὶ John-
son. Οἱ Downey καὶ Fellows στὸ βιβλίο [29] δίνουν μία ἱστορικὴ περιγραφὴ τῆς
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ἀναπτύξεως τῶν διαφόρων fpt-ἀλγορίθμων γιὰ τὸ K�lumma KorufÀn.
Μία γενίκευση τοῦ προβλήματος K�lumma KorufÀn, εἶναι τὸ Merikä

K�lumma KorufÀn, ὅπου τὸ ἐρώτημα εἶναι, ἐὰν μὲ k κορυφὲς μποροῦν νὰ

καλυφθοῦν τοὐλάχιστον t ἀκμές
5
. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ μὲ παράμετρο k δὲν

ἀνήκει στὴν κλάση FPT, περισσότερα στοὺς Guo καὶ λοιποὺς στὸ [42].

Τὸ K�lumma KorufÀn γενικά, λύεται σὲ χρόνο (1 + ε)k · nO(1)
μὲ ε > 0.

῞Ενα ἀνοικτὸ ἐρώτημα, τὸ ὁποῖο ἀφορᾶ καὶ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα,

εἶναι ἐὰν ὑπάρχη κάτω φράγμα γιὰ τὸ ε.
Τὸ SÔnolo Af¨c εἶναι μία ἄλλη γενίκευση τοῦ K�lumma KorufÀn, διότι

κάθε K�lumma KorufÀn εἶναι ἕνα 2-Fragmèno SÔnolo Af¨c, περισσότερα

γιὰ τὸ Fragmèno SÔnolo Af¨c στοὺς Niedermeier καὶ Rossmanith [52], μία

βελτίωση γίνεται στὸν Fernau [32]. Γιὰ τὴν γενικὴ περίπτωση τοῦ συνόλου

ἀφῆς μπορεῖ κάποιος νὰ δῆ στὰ [29], [37] καὶ [51].

Γιὰ τὸ SÔnolo KuriarqÐac, μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος περισσότερα στὸ [4] τῶν

Alber καὶ λοιπῶν, καθῶς καὶ στὸ [7] τῶν Alber καὶ Niedermeier. Γιὰ τὸ SÔnolo
KuriarqÐac σὲ ἐπίπεδα γραφήματα, τὸ ὁποῖο ἀνήκει στὴν κλάση FPT, μπορεῖ

νὰ δῆ κάποιος περισσότερα στὰ [5], [4], [6] τῶν Alber καὶ λοιπῶν, καθῶς καὶ

στὸ [38] τῶν Fomin καὶ Θηλυκοῦ.

Γιὰ τὸ Anex�rthto SÔnolo σὲ ἐπίπεδα γραφήματα, τὸ ὁποῖο ἀνήκει στὴν

κλάση FPT, μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος περισσότερα στὰ [26] καὶ [29]. ῾Ο Nieder-
meier σχολιάζει στὸ βιβλίο του [51], τὸν τρόπο ποὺ σχετίζεται τὸ EpÐpedo
Anex�rthto SÔnolo μὲ τὸ θεώρημα τῶν τεσσάρων χρωμάτων. Οἱ Flum καὶ

Grohe δίνουν στὸ βιβλίο τους [37] μία ἀπόδειξη. ῾Ο πιὸ γρήγορος γνωστὸς

ἀλγόριθμος βρίσκεται στὸ [33] τοῦ Fernau.
Τὸ EPTAS6 (ἀποτελεσματικοῦ πολυωνυμικοῦ χρόνου προσεγγιστικὸ σχῆ-

μα) εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Cesati καὶ Trevisan στὸ [19]. ῞Ενα σχετικὸ θεώρημα
7

εἶναι τῆς Bazgan στὸ [8].

῾Η βασικὴ ἰδέα γιὰ τὶς fpt-ἀναγωγὲς εἶναι τῶν Downey καὶ Fellows στὸ [27].

5
᾿Εὰν t = |E|, τότε ἔχουμε τὸ γνωστὸ Κάλυμμα Κορυφῶν
6
῾Ως γνωστόν, FPTAS ⊆ EPTAS ⊆ PTAS.
7
᾿Εὰν ἕνα NP πρόβλημα βελτιστοποιήσεως O ἔχη ἕναν EPTAS προσεγγιστικὸ ἀλγόριθμο,

τότε τὸ ἀντίστοιχο παραμετροποιημένο πρόβλημα p-O ἔχει ἕναν fpt-ἀλγόριθμο.



Kef�laio 3

<H kl�sh para-NP

3.1 EÊsagwg 

Σὲ αὐτὸ τὸ κεφάλαιο θὰ μελετηθοῦν παραμετρικὰ προβλήματα τὰ ὁποῖα εἶναι

ἐγγενῶς δύσκολα, μὲ παράδειγμα τὸ p-Qrwmatismäc KorufÀn τὸ ὁποῖο δὲν

γνωρίζουμε ἐὰν ἀνήκη στὴν κλάση FPT1. ᾿Εδῶ θὰ γίνη ἡ γνωστὴ γενίκευση

ποὺ γίνεται καὶ στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα, δηλαδὴ ὁ αἰτιοκρατικὸς ἀλγόρι-

θμος τῶν f (κ (x)) · p (|x|) βημάτων θὰ γίνη ἀναιτιοκρατικὸς μὲ ἴδιο ἀριθμὸ

βημάτων. ῎Ετσι δημιουργεῖται ἕνα δένδρο πρὸς ἀπεικόνιση τῶν βημάτων τοῦ

ἀναιτιοκρατικοῦ ἀλγορίθμου, μὲ βάθος f (κ (x)) · p (|x|) ὅπου σὲ κάθε κορυφή

του, ἐκτὸς ἀπὸ τὰ φύλλα του, ἔχουμε δύο ἢ περισσότερες ἐπιλογές. Στὰ φύλ-

λα του ἀποφασίζει γιὰ τὸ πρόβλημα μὲ «ναί» ἢ «ὄχι». ῞Οταν βρισκόμαστε σὲ

μία κορυφὴ αὐτοῦ τοῦ δένδρου, τὸ μοναδικὸ μονοπάτι ἀπὸ τὴν ρίζα μέχρι τὴν

κορυφὴ αὐτή, μᾶς δίνει τὶς ἐπιλογὲς ποὺ ἔχουμε κάνει σὲ κάθε προηγουμένη

κορυφή (βῆμα) τοῦ δένδρου (ἀλγορίθμου). ῾Ως ἀναιτιοκρατικὸς ἀλγόριθμος,

νοεῖται ὅλο τὸ δένδρο καὶ σὰν βῆμα του ὅλες οἱ κορυφὲς οἱ ὁποῖες βρίσκον-

ται στὸ ἴδιο βάθος. ῞Ενα μονοπάτι ἀπὸ τὴν ρίζα μέχρι ἕνα φύλλο αὐτοῦ τοῦ

δένδρου, εἶναι μέρος τῶν ὑπολογισμῶν τοῦ ἀναιτιοκρατικοῦ ἀλγορίθμου.

᾿Εξ ὁρισμοῦ ἕνας ἀναιτιοκρατικὸς ἀλγόριθμος ἐπιλύει ἕνα παραμετροποιη-

μένο πρόβλημα (Q, κ), ἐὰν ὑπάρχη τοὐλάχιστον ἕνα μονοπάτι ἀπὸ τὴν ρίζα τοῦ

δένδρου μέχρι κάποιο φύλλο του, ποὺ νὰ ἀποφασίζη σωστά.

Parat rhsh: Κάθε αἰτιοκρατικὸς ἀλγόριθμος εἶναι ἀναιτιοκρατικὸς μὲ μία ἐπι-

λογὴ σὲ κάθε βῆμα.

<Orismìc 3.11: <H kl�sh para-NP. Γιὰ ἕνα παραμετροποιημένο πρόβλη-

μα (Q, κ), μὲ ἀλφάβητο Σ, λέμε ὅτι ἀνήκει στὴν κλάση para-NP, ἐὰν ὑπάρχη

1
Βεβαίως, ἡ πληθώρα τῶν ἐρευνητῶν πιστεύει πὼς δὲν ἀνήκει στὴν κλάση FPT, διότι

πιστεύουν ὅτι στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα P 6= NP.

27
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ἀναιτιοκρατικός (μὴ ντετερμινιστικός) ἀλγόριθμος A, ὁ ὁποῖος ἀποφασίζει γιὰ

κάθε x ∈ Σ∗, ἐὰν x ∈ Q σὲ f (κ (x)) · p (|x|) ἀναιτιοκρατικὰ βήματα, ὅπου κ
παραμετροποίηση τοῦ x, f : N→ N εἶναι ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ p ∈ N0 [X]
εἶναι πολυώνυμο.

Ἀπὸ τὸν προηγούμενο ὁρισμὸ γίνεται προφανές, ὅτι γιὰ τὶς δύο κλάσεις

ἰσχύει FPT ⊆ para-NP.

᾿Εὰν ἕνα πρόβλημα Q, μὲ ἀλφάβητο ΣQ, ἀνήκη στὴν κλάση NP, τότε λύ-

εται ἀπὸ ἕναν ἀναιτιοκρατικὸ ἀλγόριθμο AQ σὲ πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων

pQ (|x|) μὲ x ∈ (ΣQ)∗. Γιὰ κάθε παραμετροποίηση κQ τοῦ Q παρατηροῦμε

ὅτι πάλι λύεται ἀπὸ τὸν AQ, ἀγνοώντας ἁπλῶς τὴν παράμετρο. ῎Ετσι τὸ

παραμετροποιημένο πρόβλημα (Q, κQ) ἀνήκει στὴν κλάση para-NP, διότι ἐὰν

πάρουμε τὴν σταθερὴ συνάρτηση c (k) = 1 μὲ k ∈ N καὶ θέτοντας fQ = c, τότε
λύεται ἀπὸ τὸν AQ σὲ c (κQ (x)) · pQ (|x|) βήματα.

῾Η κλάση para-NP εἶναι γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα ἕνα διαισθητικὸ

ἀντίστοιχο τῆς κλάσεως NP τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας.

<Orismìc 3.12: Tetrimmènou, Str¸sewc kaÈ κone. ῎Εστω παραμετροποιη-

μένο πρόβλημα (Q, κ) μὲ ἀλφάβητο Σ, λέμε ὅτι:

1. Τὸ (Q, κ) εἶναι τετριμμένο ἐὰν Q = ∅ ἢ Q = Σ∗.

2. ῾Η `-οστὴ στρώση, μὲ ` ∈ N, τοῦ (Q, κ) εἶναι τὸ πρόβλημα (Q, κ)` :=
{x ∈ Q | κ (x) = `}.
Parat rhsh: Τὸ (Q, κ)` δὲν εἶναι πλέον παραμετροποιημένο.

3. ῎Εστω πρόβλημα Q, μὲ ἀλφάβητο Σ. ῾Ορίζουμε τὸ τετριμμένα παραμετρο-

ποιημένο πρόβλημα (Q, κone) μὲ τὴν τετριμμένη παραμετροποίηση κone,
ὅπου ∀x ∈ Σ∗ ἔχουμε κone (x) = 1.

3.2 Di�fora probl mata t¨c kl�sewc para-

NP

Θὰ ἀναφέρουμε μερικὰ προβλήματα τῆς κλάσεως para-NP, τὰ ὁποῖα εἶναι ὅμως

πολὺ γνωστὰ ἀπὸ τὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα καὶ βοηθοῦν νὰ γίνη κατανοητὴ

ἡ νέα κλάση para-NP.

p-Lit Sat

῎Εστω SAT (Σ) (γιὰ συντομία SAT ἀφοῦ τὸ ἀλφάβητο δὲν παίζει τελικὰ ρόλο)

τὸ σύνολο ὅλων τῶν ἱκανοποιησίμων συζευκτικῶν προτασιακῶν τύπων (propo-
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sitional forms) κωδικοποιημένων σὲ ἕνα ἀλφάβητο Σ. Μία λογικὴ μεταβλητὴ

x καθῶς καὶ ἡ ἄρνησή της ¬x ὀνομάζονται ἐγγράμματα, ἂς ὁρίσουμε τὴν ἑξῆς

παραμετροποίηση κ :

κ (φ) =


Ἀριθμὸς ἐγγραμμάτων στὸν φ ἂν ὁ φ εἶναι μία ἔγκυρη κωδικοποίη-

ση συζευκτικοῦ προτασιακοῦ τύπου

−1 Διαφορετικά

Στὶς λέξεις Σ∗ τοῦ ἀλφαβήτου Σ, προφανῶς περιέχονται καὶ ἄλλες λέξεις ποὺ

δὲν εἶναι συζευκτικοὶ προτασιακοὶ τύποι, ἔτσι ἡ κ γιὰ νὰ εἶναι ἔγκυρη παραμε-

τροποίηση, ἀφοῦ ὡς εἴσοδο τοῦ προβλήματος ἔχουμε κάποιον τύπο (ἢ λέξη),

ὁρίζεται σὲ ὅλο τὸ Σ∗ παραπάνω, δηλαδή: κ (φ) : Σ∗ → Z. ᾿Επειδὴ γιὰ κάθε

x ∈ Σ∗ ἀποφασίζεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο ἐὰν x ∈ SAT (Σ), ὁ περιορισμὸς

τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ τῆς κ στὸ SAT (Σ) ἢ στὸ σύνολο ὅλων τῶν ἐγκύρων προ-

τασιακῶν τύπων καὶ κατὰ συνέπεια τῆς εἰσόδου, δὲν ἀλλάζει τὴν δυσκολία τοῦ

προβλήματος, ἔτσι γιὰ τὴν κ ἔχουμε κ (φ) : SAT (Σ)→ N.

p-Lit Sat

EÒsodoc : ῞Ενας προτασιακὸς τύπος φ.
Par�metroc : κ ὅπως ὁρίσθηκε παραπάνω (ἀριθμὸς ἐγγραμμάτων τοῦ φ).
>Er¸thsh : Εἶναι ὁ φ ἱκανοποιήσιμος;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι para-NP-πλῆρες, ἀλλὰ καὶ αὐτό, ὅπως θὰ δοῦμε

παρακάτω, δὲν παρουσιάζει ἰδιαίτερο ἐνδιαφέρον ἀπὸ τὴν σκοπιὰ τῆς παραμετρι-

κῆς πολυπλοκότητας.

p-Qrwmatismìc KorufÀn

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ ἔχει ἤδη διατυπωθῆ καὶ θὰ τὸ μελετήσουμε στὸ ἑπόμενο

τμῆμα. ᾿Εκεῖ θὰ δειχθῆ ὅτι εἶναι para-NP-πλῆρες.

p-DÔskolh Grammik� Par�taxh (p-Edge Average Min Linear Ar-
rangement)

Δοθέντος ἑνὸς γραφήματος G, μποροῦμε νὰ βροῦμε μία γραμμικὴ διάταξη σ
τῶν κορυφῶν του, τέτοια ὥστε ἐὰν σὲ κάθε ἀκμὴ {v, u} τοῦ G ἀντιστοιχηθῆ

βάρος |σ (v)− σ (u)|, αὐτὸ νὰ εἶναι μικρότερο ἢ ἴσο τοῦ k ἐπὶ τὸν ἀριθμὸ τῶν

κορυφῶν τοῦ G;
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p-DÔskolh Grammik� Par�taxh (p-Edge Average Min Linear
Arrangement)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει μία 1 - 1 συνάρτηση σ : V (G)→ {1, 2, . . . , |V (G)|}
τέτοια ὥστε ∑

{v,u}∈E(G)

|σ (v)− σ (u)| ≤ k · |V (G)|

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι para-NP-πλῆρες καὶ κάθε k-οστὴ στρώση του μὲ

k ≥ 2 εἶναι NP-πλήρης.

3.3 Jewr mata gi� t�n kl�sh para-NP

᾿Εδῶ θὰ μελετήσουμε ἕνα βασικὸ θεώρημα γιὰ τὴν κλάση para-NP. Τὸ ὁποῖο

θὰ διατυπωθῆ στὸ τέλος αὐτοῦ τοῦ τμήματος.

<Orismìc 3.13: ProergasÐa âpÈ t¨c paramètrou, EÚnai telik�. ῎Εστω (Q, κ)
ἕνα παραμετροποιημένο πρόβλημα μὲ ἀλφάβητο Σ.

1. Τὸ (Q, κ) εἶναι στὴν κλάση NP (ἢ σὲ ὅποια ἄλλη κλάση θέλουμε) μετὰ

ἀπὸ μία προεργασία ἐπὶ τῆς παραμέτρου, ἐὰν ὑπάρχουν ἕνα ἀλφάβητο Π,

μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση π : N→ Π∗ καὶ ἕνα πρόβλημα X ⊆ Σ∗ × Π∗

τέτοιο ὥστε X ∈ NP (ἢ σὲ ὅποια ἄλλη κλάση θέλουμε) καὶ γιὰ ὅλα τὰ

x τοῦ Q ἔχουμε:

x ∈ Q⇐⇒ (x, π (κ (x))) ∈ X

2. Τὸ (Q, κ) εἶναι τελικὰ στὴν κλάση NP (ἢ σὲ ὅποια ἄλλη κλάση θέλουμε)

ἐὰν ὑπάρχουν μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση h : N→ N καὶ ἕνας ἀναιτιοκρα-

τικὸς ἀλγόριθμος A πολυωνυμικοῦ χρόνου (ἀπὸ τὸν ὁρισμὸ τῆς κλάσεως

NP), ὁ ὁποῖος μὲ εἴσοδο x ∈ Σ∗ καὶ μὲ |x| ≥ h (κ (x)) ἀποφασίζει σωστὰ

ἐὰν x ∈ Q. ῾Η συμπεριφορὰ τοῦ A μὲ εἴσοδο x ∈ Σ∗ ὅπου |x| < h (κ (x))
εἶναι αὐθαίρετη.

Prìtash 3.4: ῎Εστω (Q, κ) ἕνα μὴ τετριμμένο παραμετροποιημένο πρόβλημα

μὲ ἀλφάβητο Σ. Τότε τὰ ἑπόμενα εἶναι ἰσοδύναμα:

1. Τὸ (Q, κ) ἀνήκει στὴν κλάση para-NP.
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2. Τὸ (Q, κ) ἀνήκει στὴν κλάση NP μετὰ ἀπὸ μία προεργασία ἐπὶ τῆς

παραμέτρου.

3. Τὸ Q εἶναι ἀποφάνσιμο καὶ τὸ (Q, κ) ἀνήκει τελικὰ στὴν κλάση NP.

>Apìdeixh: ῎Εστω Σ τὸ ἀλφάβητο τοῦ προβλήματος (Q, κ).
Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (1) ⇒ (2) ἔχουμε: ἔστω AQ ἕνας ἀλγόριθμος ποὺ λύει

τὸ (Q, κ) σὲ ἀναιτιοκρατικὸ χρόνο f (κ (x)) · p (|x|) γιὰ κάποια ὑπολογίσιμη

συνάρτηση f καὶ πολυώνυμο p (X). ῎Εστω τὸ ἀλφάβητο Π = {1, /} καὶ ἡ

συνάρτησις π : N → Π∗ μὲ π (k) := k / f (k) μὲ τὰ k καὶ f (k), λόγω τῆς

ἐξομοιώσεως τῶν f (k) βημάτων
2
, ἀπαραιτήτως στὸ ἑναδικό (unary) σύστημα.

Λόγω τοῦ ἑναδικοῦ συστήματος ἔχουμε k = |k| καὶ f (k) = |f (k)| 3.
῎Εστω ὁ ἑξῆς ἀναιτιοκρατικὸς ἀλγόριθμοςAX : δεδομένου ἑνὸς σημείου (x, y) ∈
Σ∗×Π∗, δὲς κατὰ πόσον y = k /u γιὰ κάποια k, u ∈ {1}∗ μὲ k = κ (x), ἐὰν δὲν

εἶναι ἔτσι, ἀπέρριψε τὸ σημεῖο. ῾Ο ἀπαιτούμενος χρόνος εἶναι O (|y|+ pκ (|x|))
μὲ pκ τὸ πολυώνυμο ὑπολογισμοῦ τῆς κ.
᾿Εὰν ἐντὸς |u| βημάτων ὑπολογισθῆ ἡ f (k), μὲ συνάρτηση ὑπολογισμοῦ της

τὴν ὑπολογίσιμη hf καὶ ἐὰν u 6= f (k), ἀπέρριψε τὴν εἴσοδο
4
.

Parat rhsh: Οὐσιαστικὰ ἀπορρίπτεται ἡ πληθώρα τῶν u μὲ |u| ≥ hf (|κ (x)|).
᾿Εξομοίωσε τὸν AQ γιὰ u · p (|x|) βήματα

5
, ἐὰν ὁ AQ ἀποδεχθῆ ἐντὸς u · p (|x|)

βημάτων, ἀποδέξου, ἀλλιῶς ἀπέρριψε. ῾Ο χρόνος ἐδῶ εἶναι O (|u| · p (|x|)) 6.
῎Εστω X τὸ σύνολο ὅλων τῶν εἰσόδων (σημείων) ποὺ ἀποδέχεται ὁ AX τότε

ἔχουμε:

x ∈ Q ⇐⇒ AX ἀποδέχεται τὸ (x, κ (x) / f (κ (x)))
⇐⇒ (x, π (κ (x))) ∈ X

Parat rhsh: ῾ΟAX ἀποδέχεται καὶ ἄλλα σημεῖα ἐκτὸς τῶν (x, κ (x) / f (κ (x))),
ἀλλὰ ἡ ἀνωτέρω διπλὴ συνεπαγωγὴ δὲν παύει νὰ εἶναι ἀληθής.

Parat rhsh: ῾Η εὕρεσις τοῦ σημείου (x, π (κ (x))) ἀπὸ τὴν π καὶ τὸ x δὲν

γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο, ἀλλὰ σὲ χρόνο Ω (pκ (|x|) + hf (|κ (x)|)) μὲ hf
ὑπολογίσιμη, ποὺ δὲν εἶναι πολυωνυμικός, ἀλλὰ αὐτὸ δὲν ἀφορᾶ τὸν AX , διότι

2
Διότι μέρος τῆς εἰσόδου εἶναι καὶ ὁ ἀριθμὸς τῶν βημάτων ποὺ θὰ ἐξομοιωθοῦν.

3
Στὸ δυαδικὸ σύστημα ἀντιστοίχως εἶναι k ≈ 2|k| καὶ f (k) ≈ 2|f(k)|

.
4
Τὸ βῆμα αὐτὸ μπορεῖ νὰ ἀποφευχθῆ, ἀλλὰ μειώνει πολὺ τὸν ἀριθμὸ τῶν σημείων ποὺ

εἶναι ἀποδεκτὰ ἀπὸ τὸν AX , χωρὶς σημαντικὴ ἐπιβάρυνση τῶν βημάτων του.
5
῾Η ἐξομοίωση τῶν u · p (|x|) βημάτων τοῦ AQ γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων

p′ (u · p (|x|)) ὡς πρὸς τὰ ἐξομοιούμενα βήματα, μὲ p′ πολυώνυμο. Λόγω τοῦ ἑναδικοῦ ἔχουμε

καὶ ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο, διότι p′ (u · p (|x|)) = p′ (|u| · p (|x|)). Στὴν καλύτερη περίπτωση

ἐξομοιώσεως ὅπου ὁ πρὸς ἐξομοίωση ἀλγόριθμος ἐνσωματώνεται, τὸ p′ εἶναι ἡ ταυτοτικὴ

συνάρτηση p′ (x) = x.
6
᾿Επειδὴ ἡ σύνθεση τῶν πολυωνύμων εἶναι πολυώνυμο, γιὰ εὐκολία παραλείπεται τὸ

πολυώνυμο p′.
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τὸ σημεῖο (x, π (κ (x))) θεωρεῖται δεδομένο στὴν εἴσοδο τοῦ AX .

Συνεπῶς, ὁ AX εἶναι πολυωνυμικοῦ χρόνου ὡς πρὸς τὴν εἴσοδό του, ποὺ μέρος

της εἶναι στὸ ἑναδικὸ σύστημα, λόγω τῆς ἐξομοιώσεως ποὺ γίνεται.

Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (2)⇒ (3) ἔχουμε: ῎Εστω τὸ (Q, κ) εἶναι στὸ NP μετὰ ἀπὸ

μία προεργασία ἐπὶ τῆς παραμέτρου. ῎Αρα ὑπάρχουν ἀλφάβητο Π, ὑπολογίσιμη

συνάρτηση π : N → Π∗, ἕνα σύνολο X ⊆ Σ∗ × Π∗ καὶ ἕνας ἀλγόριθμος AX
ἀναιτιοκρατικοῦ πολυωνυμικοῦ χρόνου pX (|x|+ |y|) μὲ (x, y) ∈ Σ∗ × Π∗. ῾Η

παρακάτω ἰσοδυναμία δείχνει ὅτι τὸ Q εἶναι ἀποφάνσιμο
7
:

x ∈ Q⇐⇒ (x, π (κ (x))) ∈ X

Parat rhsh: ᾿Εδῶ πιὰ δὲν ἰσχύει ὁ περιορισμὸς τῆς εἰσόδου νὰ εἶναι στὸ ἑ-

ναδικό, ἁπλῶς στὸν παραπάνω τύπο ὑπολογίζεται ἡ π, διότι πλέον θέλουμε

νὰ κατασκευάσουμε παρακάτω, ἕναν ἀλγόριθμο ποὺ νὰ ἐξαρτᾶται μόνο ἀπὸ τὸ

μέγεθος τοῦ x.
῎Εστω Aπ ἕνας ἀλγόριθμος, ποὺ ὑπολογίζει τὴν π καὶ hπ (|k|) ὁ χρόνος ποὺ

χρειάζεται γιὰ νὰ δώση ἀποτέλεσμα μὲ εἴσοδο k. ῾Η συνάρτηση hπ εἶναι ὑπολο-

γίσιμη. Θὰ δειχθῆ ὅτι ὑπάρχει ἀλγόριθμος Ah, ποὺ ἀποδεικνύει ὅτι τὸ (Q, κ)
εἶναι τελικὰ στὴν κλάση NP.

῎Εστω x ∈ Σ∗, ὁ ἀλγόριθμος Ah ὑπολογίζει τὸ k = κ (x) μὲ ἐξομοίωση, ἡ

ὁποία γίνεται σὲ αἰτιοκρατικὰ πολυωνυμικὰ βήματα pκ (|x|) 8 ὡς πρὸς τὸ |x| καὶ
μετὰ ἐξομοιώνει |x| βήματα9 ἀπὸ τὸν ὑπολογισμὸ τῆς π (k) ἀπὸ τὸν Aπ. ᾿Εὰν

ὁ ὑπολογισμὸς τοῦ Aπ δὲν σταματᾶ ἐντὸς |x| βημάτων10 ἢ |x| < hπ (k), τότε ὁ

Ah δὲν ἀποδέχεται τὸ x, ἀλλιῶς βρίσκει τὸ σημεῖο (x, π (κ (x))) καὶ ἐξομοιώνει

τὸν AX γιὰ νὰ διαπιστώση κατὰ πόσον (x, π (κ (x))) ∈ X. Μέχρι ἐδῶ, ὁ Ah
θέλει χρόνο pκ (|x|) + |x| ≈ pκ (|x|) γιὰ νὰ ἀποφασίση ἐὰν μπορῆ νὰ ὑπολογίση

τὴν hπ.
Μετὰ χρειάζεται ἀναιτιοκρατικὸ χρόνο O (pX (|x|)) 11 γιὰ νὰ ἐξομοιώση τὸν

AX καὶ νὰ ἀπαντήση. ῾Επομένως ὁ Ah εἶναι χρόνου τῆς τάξεως τοῦ AX , ἀφοῦ

εἶναι οὐσιαστικὰ εἶναι ὁ AX λίγο ἀλλαγμένος ὡς πρὸς τὴν εἴσοδό του, γιὰ νὰ

7
Ἀποφάνσιμο εἶναι ἕνα πρόβλημα ὅταν γιὰ κάθε εἴσοδό του, πάντα λαμβάνεται ἀπάντηση

ναὶ ἢ ὄχι, χωρὶς νὰ ὑπάρχη περιορισμὸς στὸν χρόνο (βήματα) ποὺ χρειάζεται γιὰ νὰ δοθῆ

ἀπάντηση. Προφανῶς ὁ ἀλγόριθμος ποὺ ἐπιλύει τὸ πρόβλημα πάντα τερματίζει καὶ ὁ ἀριθμὸς

τῶν βημάτων του δίνεται ἀπὸ μία ὑπολογίσιμη (ἀναδρομική) συνάρτιση.
8
Κανονικὰ λόγω τῆς ἐξομοιώσεως ὁ χρόνος εἶναι p′ (pκ (|x|)), μὲ p′ πολυώνυμο. ᾿Επειδὴ

ἡ σύνθεση πολυωνύμων εἶναι πολυώνυμο, παραλείπεται τὸ p′ καὶ θεωρεῖται ὅτι τὸ pκ περιέχει

καὶ τὸν χρόνο τῆς ἐξομοιώσεως.
9
῞Οπως καὶ στὴν προηγουμένη ὑποσημείωση γιὰ τὴν ἐξομοίωση, τὰ πολυώνυμα τοῦ χρόνου

ἐξομοιώσεως ἀπὸ ἐδῶ καὶ πέρα θὰ παραλείπονται χωρὶς νὰ ἀναφέρεται τὸ γεγονός.
10
Οὐσιαστικὰ |x| < hπ (|k|) ≤ hπ (k) καὶ ὁ Aπ δὲν προλαβαίνει νὰ τελειώση.

11
῾Ο χρόνος εἶναι O (pX (|x|+ |π (κ (x))|)), ἀλλὰ ἐπειδὴ |π (κ (x))| ≤ |x| ἔχουμε

O (pX (|x|+ |x|)) = O (pX (|x|)).
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ὑπολογίση, ἐὰν εἶναι δυνατὸν τὸ σημεῖο (x, π (κ (x))). ῎Ετσι γιὰ κάθε x ∈ Σ∗

ἔχουμε:

[x ∈ Q καὶ |x| ≥ hπ (κ (x))]⇐⇒ Ah ἀποδέχεται τὸ x

῾Επομένως, ἐὰν ὁ Ah ἀποδέχεται τὸ x, τότε x ∈ Q. ῎Ετσι ὁ Ah δὲν ἐξαρτᾶται

παρὰ μόνον ἀπὸ τὸ μέγεθος τοῦ x, ποὺ εἶναι φυσικὰ τὸ ζητούμενο.

Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (3) ⇒ (1) ἔχουμε: ῎Εστω A′Q ἕνας ἀλγόριθμος, ποὺ

ἀποφαίνεται ἐὰν x ∈ Q, h μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση καὶ Ah ἀναιτιοκρατικὸς

ἀλγόριθμος πολυωνυμικοῦ χρόνου pAh (|x|), ποὺ ἀποφαίνεται ἐὰν x ∈ Q ὅταν

|x| ≥ h (κ (x)).
Prosoq : Στὸν Ah ὑπολογίζεται ἡ h μόνο γιὰ |x| βήματα.
Θὰ δειχθῆ ὅτι ὑπάρχει ἀλγόριθμος AQ, ποὺ λύει τὸ (Q, κ) σὲ ἀναιτιοκρατικὸ

χρόνο f (κ (x)) · p (|x|) γιὰ κάποια ὑπολογίσιμη συνάρτηση f καὶ πολυώνυμο

p (X). ᾿Εὰν |x| < h (κ (x)) τότε ὁ AQ ἐξομοιώνει τὸν A′Q καὶ ἀποφαίνεται ἐὰν

x ∈ Q, προφανῶς ὁ χρόνος ποὺ θὰ χρειασθῆ ὁ A′Q φράσσεται ἀπὸ κάποιον ὅρο

τοῦ h (κ (x)), δηλαδὴ ἐὰν ὁ ἀλγόριθμος A′Q εἶναι χρόνου f ′ (|x|) τότε χρειάζεται

τὸ πολὺ χρόνος f ′ (h (κ (x))). ᾿Εὰν |x| ≥ h (κ (x)) τότε ὁ AQ ἐξομοιώνει τὸν

Ah καὶ ἀποφαίνεται ἐὰν x ∈ Q σὲ ἀναιτιοκρατικὸ πολυωνυμικὸ χρόνο ὡς πρὸς

τὸ μῆκος τῆς εἰσόδου του |x|. ῎Αρα τὸ (Q, κ) ἀνήκει στὴν κλάση para-NP μὲ

συνολικὸ ἀναιτιοκρατικὸ χρόνο f ′ (h (κ (x))) + pAh (|x|). a

Τώρα θὰ διατυπώσουμε τὸ βασικὸ θεώρημα, τὸ ὁποῖο χρειάζεται στὴν ἀπόδειξή

του τὴν προηγουμένη πρόταση.

Je¸rhma 3.3: ῎Εστω (Q, κ) ἕνα μὴ τετριμμένο παραμετροποιημένο πρόβλημα

στὴν κλάση para-NP. Τότε τὰ ἑπόμενα εἶναι ἰσοδύναμα:

1. (Q, κ) εἶναι para-NP-πλῆρες μὲ fpt-ἀναγωγές.

2. ῾Η ἕνωση πεπερασμένου ἀριθμοῦ στρώσεων στὸ πλῆθος, γιὰ σταθερὲς

τιμὲς τῆς παραμέτρου τοῦ (Q, κ) εἶναι NP-πλῆρες. Δηλαδὴ ὑπάρχουν

`,m1, · · · ,m` ∈ N τέτοια ὥστε, τὸ

(Q, κ)m1
∪ · · · ∪ (Q, κ)m`

νὰ εἶναι NP-πλῆρες μὲ ἀναγωγὲς πολυωνυμικοῦ χρόνου κατὰ Cook.

>Apìdeixh: ῎Εστω Σ τὸ ἀλφάβητο τοῦ προβλήματος (Q, κ).
Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (1) ⇒ (2) ἔχουμε: ῎Εστω τὸ (Q, κ) εἶναι para-NP-πλῆ-

ρες, ἄρα ὑπάρχει ἀναιτιοκρατικὸς ἀλγόριθμος ποὺ τὸ ὑπολογίζει σὲ fQ (κ (x)) ·
pQ (|x|) βήματα. ῎Εστω Q′ ⊆ (Σ′)∗ ἕνα NP-πλῆρες πρόβλημα, βάζουμε μία

τετριμμένη παραμετροποίηση κone, γιὰ κάθε x′ ∈ (Σ′)∗ ἔχουμε κone (x′) =
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1, εἶναι προφανὲς ὅτι τὸ πρόβλημα (Q′, κone) ἀνήκει στὴν κλάση para-NP.

῎Αρα ὑπάρχει fpt-ἀναγωγὴ R : (Σ′)∗ → Σ∗ ἀπὸ τὸ (Q′, κone) στὸ (Q, κ) μὲ

τὰ κατάλληλα fR, pR, gR. Γιὰ κάθε λοιπὸν x′ ∈ (Σ′)∗, ἔχουμε ὅτι ἡ τιμὴ

R (x′) ὑπολογίζεται σὲ χρόνο fR (κone (x′)) · pR (|x′|) = fR (1) · pR (|x′|), μὲ

κ (R (x′)) ≤ gR (κone (x′)) = gR (1) = mg. ῎Αρα ὑπάρχει πολυωνυμικὴ ἀναγωγὴ

τοῦ Q′ σὲ ἕνα πεπερασμένο ἀριθμὸ στρώσεων (Q, κ)κ(R(x′)) μὲ κ (R (x′)) ≤ mg,

δηλαδὴ τὸ πρόβλημα

(Q, κ)1 ∪ · · · ∪ (Q, κ)mg

εἶναι NP-πλῆρες, διότι ἀνήκει στὴν κλάση NP ἀφοῦ χρειάζεται
∑mg

i=1 fQ (i) ·
pQ (|x|) ἀναιτιοκρατικὰ βήματα γιὰ νὰ λυθῆ καὶ ἕνα NP-πλῆρες πρόβλημα ἀνάγε-

ται σὲ αὐτὸ μὲ ἀναγωγὴ πολυωνυμικοῦ χρόνου.

Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (2)⇒ (1) ἔχουμε: ῎Εστω ὅτι τὸ (Q, κ)m1
∪ · · · ∪ (Q, κ)m`

εἶναι NP-πλῆρες. ῎Εστω (Q′, κ′) ἕνα τυχαῖο πρόβλημα τῆς κλάσεως para-NP
μὲ ἀλφάβητο Σ′. Θὰ δειχθῆ ὅτι (Q′, κ′) ≤fpt (Q, κ). Βάσει τῆς προηγουμένης

προτάσεως τὸ (Q′, κ′) εἶναι στὴν κλάση NP μετὰ ἀπὸ μία προεργασία ἐπὶ τῆς

παραμέτρου, δηλαδὴ ὑπάρχει μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση π : N → Π∗ καὶ ἕνα

X ∈ NP τέτοια ὥστε γιὰ κάθε x ∈ (Σ′)∗ ἔχουμε:

x ∈ Q′ ⇐⇒ (x, π (κ′ (x))) ∈ X

Ἀφοῦ τὸ (Q, κ)m1
∪ · · · ∪ (Q, κ)m` εἶναι NP-πλῆρες, ὑπάρχει μία ἀναγωγὴ R

πολυωνυμικοῦ χρόνου ἀπὸ τὸ X στὸ (Q, κ)m1
∪ · · · ∪ (Q, κ)m` μὲ R : (Σ′)∗ ×

Π∗ → Σ∗, ἔτσι ὥστε γιὰ κάθε (x, y) ∈ (Σ′)∗ × Π∗ νὰ ἔχουμε:

(x, y) ∈ X ⇐⇒ R (x, y) ∈ (Q, κ)m1
∪ · · · ∪ (Q, κ)m`

῾Υπάρχει λοιπὸν σίγουρα ἕνα x0 ∈ Σ∗−Q, ἀφοῦ τὸ (Q, κ) εἶναι μὴ τετριμμένο.

Θὰ ἀποδειχθῆ ὅτι ἡ ἀπεικόνιση S : (Σ′)∗ → Σ∗, ὁριζομένη ἀπὸ τὸν τύπο:

S (x) :=

{
R (x, π (κ′ (x))) , ἐὰν κ (R (x, π (κ′ (x)))) ∈ {m1, · · · ,m`}
x0 ἀλλιῶς

εἶναι μία fpt-ἀναγωγὴ ἀπὸ τὸ (Q′, κ′) στὸ (Q, κ). Πράγματι, διαπιστώνεται

εὔκολα ὅτι

x ∈ Q′ ⇐⇒ (x, π (κ′ (x))) ∈ X
⇐⇒ R (x, π (κ′ (x))) ∈ (Q, κ)m1

∪ · · · ∪ (Q, κ)m`
⇐⇒ S (x) ∈ Q

῾Η συνάρτηση S εἶναι fpt-ἀναγωγή, ἀφοῦ:
Στὸ πρῶτο μέρος ὑπολογίζεται ἡ π καὶ μετὰ βρίσκουμε τὸ σημεῖο (x, π (κ′ (x)))
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σὲ χρόνο pκ′ (|x|)+fπ (|κ′ (x)|) ≤ pκ′ (|x|)+fπ (κ′ (x)), φυσικὰ τὸ pκ′ [X] εἶναι
πολυώνυμο καὶ ἡ fπ ὑπολογίσιμη

12
.

῾Η R εἶναι πολυωνυμικοῦ χρόνου ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο, δηλαδὴ χρειάζεται τὸ πολὺ

pR (|x|+ |π (κ′ (x))|) βήματα, ὅπου τὸ pR [X] εἶναι πολυώνυμο. Τὸ π (κ′ (x))
ὑπολογίζεται ἐντὸς fπ (κ′ (x)) βημάτων, ἄρα |π (κ′ (x))| ≤ fπ (κ′ (x)) 13. Συνε-

πῶς pR (|x|+ |π (κ′ (x))|) ≤ pR (|x|+ fπ (κ′ (x))).
῾Η S χρειάζεται ἐπιπλέον χρόνο pκ (|R (x, π (κ′ (x)))|) γιὰ τὴν εὕρεση τῆς πα-

ραμέτρου κ, ὅπου τὸ pκ [X] εἶναι πολυώνυμο. ῾Η R (x, π (κ′ (x))) ὑπολογίζεται

ἐντὸς pR (|x|+ fπ (κ′ (x))) βημάτων, ἄρα pκ (|R (x, π (κ′ (x)))|) ≤ pκ (pR (|x|+
fπ (κ′ (x)))).
῾Επομένως ὁ συνολικὸς χρόνος εἶναι

pκ′ (|x|) + fπ (κ′ (x)) + pR (|x|+ fπ (κ′ (x))) + pκ (pR (|x|+ fπ (κ′ (x))))

᾿Εὰν πρὸς στιγμήν, θεωρήσουμε τὸ fπ (κ′ (x)) ὡς σταθερά, ἐπειδὴ ἡ σύνθεση

πολυωνύμων εἶναι πάντα πολυώνυμο, κάνοντας πράξεις στὰ pκ′ βαθμοῦ npκ′ ≥ 0,
pκ βαθμοῦ npκ ≥ 0 καὶ pR βαθμοῦ npR ≥ 0, λαμβάνουμε ἕνα πολυώνυμο

p′′ (|x|) βαθμοῦ np′′ = max
{
npκ′ , npκ + npR

}
, μὲ συντελεστὲς τῶν μονονύμων

ai · |x|i νὰ εἶναι τῆς μορφῆς ai = a′i · fπ (κ′ (x))mi , ὅπου τὸ a′i ἀνήκει στὸ Z καὶ

npκ + npR ≥ mi ≥ 0. ῾Ο συνολικὸς χρόνος γίνεται

pκ′ (|x|) + fπ (κ′ (x)) +

npκ+npR∑
i=0

ai · |x|i

῾Η κ (S (x)) φράσσεται ἀπὸ μία σταθερὴ συνάρτηση, διότι οἱ στρώσεις ποὺ

ἀνάγεται τὸ x εἶναι πεπερασμένες, ἑπομένως κ (S (x)) ∈ {m1, · · · ,m`, κ (x0)}
ἄρα κ (S (x)) ≤ max {m1, · · · ,m`, κ (x0)}. Ἀπὸ ἐδῶ καὶ πέρα γίνεται προ-

φανές, ὅτι ἡ ἀναγωγὴ S εἶναι fpt.
῎Αρα γιὰ κάθε πρόβλημα (Q′, κ′) τῆς κλάσεως para-NP ἔχουμε (Q′, κ′) ≤fpt
(Q, κ), δηλαδὴ τὸ (Q, κ) εἶναι para-NP-πλῆρες. a

Συνεπῶς μὲ μία fpt-ἀναγωγὴ εἶναι δυνατόν, ἕνα πρόβλημα τῆς κλάσεως para-
NP νὰ ἀναχθῆ σὲ πεπερασμένο ἀριθμὸ στρώσεων ἑνὸς para-NP-πλήρους

προβλήματος.

᾿Εντελῶς διαισθητικά, ἡ S ἀποτελεῖται ἀπὸ δύο ξεχωριστά, κατὰ κάποιον τρόπο,

12
Σὲ ὅλα τὰ «λογικὰ» ὑπολογιστικὰ μοντέλα, θεωροῦμε ὅτι τὸ μέγεθος τῆς κωδικοποιήσεως

τῆς εἰσόδου εἶναι μικρότερο ἀπὸ αὐτὸ ποὺ κωδικοποιεῖ, ἄρα |κ′ (x)| ≤ κ′ (x).
13
Πάλι σὲ ὅλα τὰ «λογικὰ» ὑπολογιστικὰ μοντέλα, τὸ μέγεθος τῆς ἐξόδου ἑνὸς προβλή-

ματος, πάντα εἶναι μικρότερο ἢ ἴσο, ἀπὸ τὰ βήματα ποὺ χρειάζονται γιὰ τὴν ἐπίλυση τοῦ

προβλήματος. Δὲν ἔχουμε π.χ. μηχανὴ Turing ποὺ σὲ ἕνα βῆμα νὰ διαβάζη ἢ νὰ γράφη σὲ

πολλὲς ταινίες, ἀλλὰ σὲ κάθε ἕνα βῆμα διαβάζει ἢ γράφει μόνο μία, ἀπὸ τὶς πολλὲς ταινίες ποὺ

ἔχει.
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μέρη. Τὸ πρῶτο μέρος, ποὺ εἶναι ἡ προεργασία ἐπὶ τῆς παραμέτρου, συμπιέζει

τὸ x, ὥστε νὰ μποροῦν ὅλες οἱ στρώσεις τοῦ (Q′, κ′) νὰ ἀναχθοῦν σὲ πεπερα-

σμένες, τὸ πλῆθος, στρώσεις τοῦ (Q, κ) καὶ τὸ δεύτερο μέρος, ποὺ ὑπολογίζει

ποὺ πάει τὸ συμπιεσμένο x καὶ σὲ ποιὰ στρώση θὰ ἐνταχθῆ.

Pìrisma 3.1: Τὸ p-Qrwmatismìc KorufÀn εἶναι para-NP-πλῆρες.

>Apìdeixh: ῾Η 3-στρώση τοῦ προβλήματος εἶναι τὸ γνωστὸ NP-πλῆρες πρόβλη-

μα 3-χρωματισμοῦ γραφημάτων. a

Pìrisma 3.2: ᾿Εὰν P 6= NP τότε τὰ προβλήματα p-K�lumma KorufÀn,
p-Anex�rthto SÔnolo, p-KlÐka, p-SÔnolo KuriarqÐac, p-SÔnolo Af¨c
κ.λπ. παρόμοια προβλήματα, δὲν εἶναι para-NP-πλήρη.

>Apìdeixh: ᾿Εὰν κάποιο ἀπὸ αὐτὰ ἦταν para-NP-πλῆρες, τότε κάποια στρώση

του θὰ ἦταν NP-πλήρης. ῞Ομως ὅλες οἱ στρώσεις αὐτῶν τῶν προβλημάτων

ἀνῆκουν στὸ P καὶ συνεπῶς ἡ ἕνωση πεπερασμένου ἀριθμοῦ στρώσεων εἶναι

πάλι στὸ P. a

Pìrisma 3.3: ᾿Εὰν P 6= NP τότε FPT ⊂ para-NP

>Apìdeixh: Εἶναι γνωστό, ὅτι FPT ⊆ para-NP. Τὸ p-K�lumma KorufÀn
γνωρίζουμε ὅτι ἀνήκει στὴν FPT καὶ ἀπὸ τὸ προηγούμενο πόρισμα δὲν εἶναι

para-NP-πλῆρες, ἄρα δὲν ὑπάρχει ἡ fpt-ἀναγωγὴ p-Qrwmatismìc KorufÀn
�fpt p-K�lumma KorufÀn, ἄρα τὸ p-Qrwmatismìc KorufÀn /∈ FPT. a

3.4 >Anaforèc, Sqìlia

῾Η κλάση para-NP καὶ γενικότερα, ἡ ἔννοια τῆς κλάσεως para-C γιὰ ὁποι-

αδήποτε κλάση C τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Flum καὶ

Grohe στὸ [35]. Τὸ θεώρημα 3.3 εἶναι πάλι ἀπὸ τὸ προηγούμενο ἄρθρο [35].

Τὸ πρόβλημα Qrwmatismìc KorufÀn συναντᾶται στὴν ἀγγλικὴ βιβλιογρα-

φία καὶ ὡς Graph Cologing. Τὸ 3-Qrwmatismìc KorufÀn εἶναι NP-πλῆ-

ρες, περισσότερα στὰ [60], [56], [41] καὶ [57], καθῶς καὶ στὸ βιβλίο [40]. ῾Ο Cai
στὸ [12] μελέτησε τὸ Qrwmatismìc KorufÀn ἀπὸ μιὰ ἄλλη σκοπιά.

Τὸ πρόβλημα p-DÔskolh Grammik� Par�taxh μελετήθηκε ἀπὸ τοὺς Ser-
na καὶ Θηλυκὸ στὸ [58]. Γιὰ τὸ πρόβλημα αὐτό, μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος περισ-

σότερα στὸ πρὸς δημοσίευση ἄρθρο [43], τὸ ὁποῖο βρίσκεται στὴν ἱστοσελίδα

http://arxiv.org/abs/cs.DS/0511030



Kef�laio 4

<H kl�sh XP

4.1 EÊsagwg 

Μία ἀκόμη βασικὴ κλάση γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα εἶναι ἡ κλάση

XP. ᾿Εδῶ ὁ ὁρισμὸς δὲν θὰ γίνη μὲ χρήση ἀναιτιοκρατικῶν ἀλγορίθμων, ἀλλὰ

μὲ τὴν βοήθεια τῆς κλάσεως P τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας. ῍Ας δοῦμε

λοιπὸν τὸν πρῶτο ὁρισμό:

<Orismìc 4.14: <H m� åmoiìmorfh kl�sh XPnu. Περιλαμβάνει ὅλα τὰ προ-

βλήματα (Q, κ) μὲ ἀλφάβητο Σ γιὰ τὰ ὁποῖα κάθε στρώση τους βρίσκεται στὸ

P τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας.

XPnu = {(Q, κ) | ∀i ∈ N⇒ (Q, κ)i ∈ P}

῾Ο ὁρισμὸς αὐτὸς περιλαμβάνει καὶ μὴ ἀποφάνσιμα προβλήματα. Αὐτὸ γίνεται

διότι, ἐὰν ἡ εἴσοδος ἀνήκη στὴν γλῶσσα Q τοῦ προβλήματος, τότε ἐξ ὁρισμοῦ

ἡ καταφατικὴ ἀπάντηση δίδεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο. ᾿Εὰν ἡ εἴσοδος
1
δὲν

ἀνήκη στὴν γλῶσσα Q τοῦ προβλήματος, ὁ προηγούμενος ὁρισμὸς δὲν ὁρίζει τὶ

πρέπει νὰ γίνεται. ῎Αρα εἶναι δυνατὸν ἕνας ἀλγόριθμος ποὺ ἐπιλύει ἕνα πρόβλημα

τῆς κλάσεως XPnu, ὅταν ἡ εἴσοδός του δὲν ἀνήκη στὴν γλῶσσα Q, νὰ μὴν

τερματίζη. ῞Ενα τέτοιο πρόβλημα, θὰ μποροῦσε κάλιστα νὰ ἔχη ἀφετηρία τὸ

πρόβλημα τοῦ τερματισμοῦ (Halting Problem).

῍Ας δοῦμε πῶς εἶναι κάποιο ἀπὸ αὐτά. ῎Εστωσαν ἀλφάβητο I = {1} καὶ γλῶσσα
LI ⊂ {1}∗, ὅπου τὸ LI εἶναι ἄπειρο ἀριθμήσιμο ὑποσύνολο μὲ μέλη θετικοὺς

ἀριθμοὺς μεγαλυτέρους ἢ ἴσους τοῦ μηδενός, στὸ ἑναδικὸ σύστημα
2
, μὲ παρα-

1
Προφανῶς, ὑπάρχουν προβλήματα μὲ ἄπειρες (ἀριθμήσιμες ἢ μή) τέτοιες εἰσόδους. ᾿Εὰν

ἦταν πεπερασμένες θὰ ἐνσωματώνωνταν κατ’ εὐθείαν στὸν ἀλγόριθμο.

2
Συνεπῶς u = |u|, ἐνῶ στὸ δυαδικὸ ἔχουμε u ≈ 2|u|. Γιὰ τὴν ἀκρίβεια, ἰσχύει u ≥ |u| ≥

Ω (u) καὶ O (u) ≥ 2|u| ≥ u ἀντιστοίχως.

37
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μετροποίηση κ (u) = |u|, πιὸ συγκεκριμένα ἡ γλῶσσα LI εἶναι

LI =
{
u | u ∈ {1}∗ ∧ ∃p ∈ N0 [X] ∧ ϕκ(u) (u) ↓ σὲ βήματα ≤ p (u)

}
τὸ p εἶναι πολυώνυμο μὲ ἀκεραίους συντελεστὲς καὶ ἡ ϕκ(u) ≡ ϕ|u| εἶναι ἀ-

ναδρομικὴ συνάρτηση ὡς πρὸς κάποια ἀπαρίθμηση Gödel ὅλων τῶν ἀναδρομικῶν

συναρτήσεων. Προφανῶς, στὸ σύνολο LI δὲν εἶναι κατ’ αὔξουσα σειρὰ οἱ ἀρι-

θμοὶ στὸ ἑναδικὸ σύστημα. ῎Ετσι, οὐσιαστικὰ γιὰ νὰ δοῦμε, ἐὰν κάποιο u ἀνήκη

ἢ ὄχι στὸ LI , πρέπει νὰ τὸ ψάξουμε ὅλο καὶ φυσικά, ἐὰν δὲν ὑπάρχη τὸ u στὸ LI
τότε τὸ ψάξιμο δὲν σταματᾶ, ἢ νὰ ἐξετασθῆ ἐὰν ἡ ϕκ(u) (u) συγκλίνη, προφανῶς

ἐὰν ἡ ϕκ(u) (u) ἀποκλίνη δὲν λαμβάνουμε ποτὲ ἀπάντηση. ᾿Εδῶ χρειάζεται ἐξο-

μοίωση ἀπὸ κάποια ἄλλη μηχανὴ Turing (καθολική). ῾Η ἐξομοίωση γίνεται σὲ

πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων ὡς πρὸς τὰ βήματα ποὺ ἐξομοιώνονται, δηλαδὴ

γιὰ ἐξομοίωση τῶν u′ βημάτων χρειάζεται χρόνος p′ (u′) μὲ p′ πολυώνυμο. Λό-

γω τοῦ ἑναδικοῦ συστήματος, ἡ ἐξομοίωση γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο καὶ

ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο
3
καὶ ἔτσι ὁ χρόνος ἐπιλύσεως τοῦ προβλήματος (LI , κ)

περιορίζεται πολυωνυμικά.

Γίνεται προφανές, ὅτι ἐὰν ἡ ϕκ(u) (u) συγκλίνη (↓) ἐντὸς u′ βημάτων, τότε

ἔχουμε ἀπάντηση ναί, διότι ἡ στρώση (LI , κ)κ(u) περιέχει ἀκριβῶς ἕνα
4 u καὶ

μποροῦμε νὰ βροῦμε πολυώνυμο p (x) = α · xβ μὲ α, β ∈ N, ὥστε ὁ ὑπολο-

γισμὸς
5
τῆς ϕκ(u) (u) νὰ τελειώνη σὲ λιγότερα ἀπὸ u′ ≤ α · uβ βήματα, ἔτσι ἡ

συγκεκριμένη στρώση εἶναι στὸ P καὶ εἶναι ἀποφάνσιμη.

᾿Εὰν ἀποκλίνη (↗) δὲν ἔχουμε ἀπάντηση, ἀφοῦ γιὰ νὰ βροῦμε τὸ πολυώνυμο
6

p (x) = α · xβ μὲ α, β ∈ N, πρέπει νὰ εἶναι γνωστὸ ἐὰν ἡ ϕκ(u) (u) συγκλίνη ἢ

ὄχι. Τὸ παράδειγμα αὐτὸ ἐμπνεύσθηκε ἀπὸ τὸ γνωστὸ σύνολο K.

῾Ο παραπάνω ὁρισμὸς δὲν εἶναι καλός, διότι περιέχει μὴ ἀποφάνσιμα προβλή-

ματα. ῎Ετσι ἂς τὸν ἀλλάξουμε λίγο.

<Orismìc 4.15: <H åmoiìmorfh kl�sh XP. Περιλαμβάνει ὅλα τὰ προβλή-

ματα (Q, κ) μὲ ἀλφάβητο Σ, τὰ ὁποῖα ἐπιλύονται ἀπὸ ἕναν ἀλγόριθμο σὲ

O
(
|x|f(κ(x))

)
βήματα, ὅπου f ὑπολογίσιμη (ἀναδρομική) συνάρτηση.

3
Διότι ἀπὸ τὰ προηγούμενα συνεπάγεται p′ (u′) = p′ (|u′|).
4
Πολὺ βασικὴ παρατήρηση, διότι κάθε στρώση περιέχει πεπερασμένο ἀριθμὸ μελῶν.
5
῾Ο ὑπολογισμὸς γίνεται μὲ ἐξομοίωση, ὅπως ἐλέχθη παραπάνω. ᾿Επειδὴ κάθε στρώση

ἔχει ἕνα μέλος καὶ ὄχι ἄπειρα ἀριθμήσιμα μέλη, τέτοιο πολυώνυμο ὑπάρχει.
6
᾿Εὰν ἀποκλίνη, τὰ α, β γίνονται αὐθαίρετα μεγάλα.
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᾿Εδῶ ὁ ὁρισμὸς αὐτός, περιέχει τὴν ἔννοια «γιὰ κάθε» μὲ διαφορετικὸ τρόπο

καὶ ἔτσι ὅλα τὰ προβλήματα εἶναι ἀποφάνσιμα. Σὲ αὐτὸ τὸ κεφάλαιο θὰ μελετή-

σουμε μόνο τὴν ὁμοιόμορφη κλάση XP.

Εἶναι προφανές, ὅτι FPT ⊆ XP διότι f (κ (x)) ·p (|x|) ≤ p (|x|)f(κ(x))
. ᾿Επίσης

κατὰ μία ἔννοια ἡ ὁμοιόμορφη κλάση XP εἶναι γιὰ τὴν παραμετρικὴ πολυ-

πλοκότητα ὅτι ἡ κλάση EXP γιὰ τὴν κλασσική.

4.2 XP-pl rh probl mata

῍Ας δοῦμε μερικὰ πλήρη προβλήματα αὐτῆς τῆς κλάσεως.

p-Exp-Dtm-Halt

᾿Εδῶ θὰ ὁρίσουμε ἕνα πρόβλημα τεχνικά, ἁπλῶς παρατηρώντας τὸν ὁρισμὸ τῆς

κλάσεως XP. ῎Εστω λοιπὸν μία αἰτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing M, πάντα μποροῦ-

με νὰ ἐρωτήσουμε ἐὰν μὲ εἴσοδο x σταματᾶ μετὰ ἀπὸ ἕναν ἀριθμὸ βημάτων y.
Αὐτὸ γίνεται μὲ ἐξομοίωση αὐτῆς τῆς μηχανῆς M ἀπὸ μία ἄλλη αἰτιοκρατικὴ

μηχανὴ Turing (καθολική), ἡ ὁποία ἐξομοιώνει κάθε ἄλλη αἰτιοκρατικὴ μηχανὴ

Turing, γιὰ y βήματα. ᾿Εδῶ ἡ ἐξομοίωση γίνεται βῆμα-βῆμα, πρᾶγμα τὸ ὁποῖο

εἶναι πολὺ διαφορετικὸ ἀπὸ τὴν ἐξομοίωση μιᾶς μηχανῆς μέχρι αὐτὴ νὰ τερμα-

τίση. ῾Ο ἀριθμὸς τῶν βημάτων ἐδῶ γιὰ τεχνικοὺς λόγους ὁρίζεται σὲ |x|k.

p-Exp-Dtm-Halt

EÒsodoc : Μία αἰτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing M, ἡ εἴσοδός της x καὶ

k ∈ N.
Par�metroc : κ (M, x, k) = k.

>Er¸thsh : Τερματίζει ἡ M ἐντὸς |x|k βημάτων;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι XP-πλῆρες, διότι ὁποιοδήποτε πρόβλημα (L′, κ′) τῆς

κλάσεως XP, ποὺ λύεται σὲ χρόνο |x′|f
′(κ′(x′))

μὲ εἴσοδο x′ καὶ παράμετρο

κ′ (x′), τὸ ἐξομοιώνει θέτοντας x = x′ καὶ k = f ′ (κ′ (x′)) καὶ βρίσκει τὴν

λύση του. ῾Επομένως, ὁ συνολικὸς χρόνος εἶναι p
(
|x|k
)

μὲ p πολυώνυμο
7
. Τὸ

μέγεθος τῆς εἰσόδου τοῦ p-Exp-Dtm-Halt εἶναι ‖M‖+ |x|+ |k|.

7
῞Οπως ἔχει ἀναφερθῆ, ἡ ἐξομοίωση γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο ὡς πρὸς τὸν ἀριθμὸ

τῶν βημάτων.
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p-PaignÐdi t¨c G�tac mà tä PontÐki

῍Ας δοῦμε αὐτὸ τὸ XP-πλῆρες πρόβλημα ἀπὸ τὴν θεωρία παιγνίων.

p-PaignÐdi t¨c G�tac mà tä PontÐki

EÒsodoc : G = (V,E, γ, P, τ) καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ᾿Εὰν |P | = k, ἔχει ὁ πρῶτος παίκτης στρατηγικὴ νίκης;

῍Ας δοῦμε τὶ εἶναι τὸ G = (V,E, γ, P, τ). Τὸ (V,E) εἶναι ἕνα γράφημα, ὅπου

ὁ παίκτης Γ (γάτα) ἔχει τοποθετήσει τὸ πιόνι (πεσσό) του στὸ γ ∈ V , ὁ παί-

κτης Π (ποντίκι) ἔχει τοποθετήσει τὰ |P | πιόνια (πεσσούς) του στὸ ὑποσύνολο

κορυφῶν P ⊂ V καὶ τὸ τυρὶ βρίσκεται στὸ τ ∈ V . ῾Ο παίκτης Γ κερδίζει ὅταν

τοποθετήση τὸ πιόνι του πάνω σὲ ἕνα πιόνι τοῦ Π, ὁ παίκτης Π κερδίζει ὅταν

τοποθετήση ἕνα ἀπὸ τὰ πιόνια του στὸ τ , ἔστω καὶ ἐὰν πάνω του βρίσκεται

τὸ πιόνι τοῦ Γ. Οἱ παῖκτες παίζουν ἐναλλάξ, κινούμενοι πάνω στὸ γράφημα,

μετακινώντας κάθε φορὰ ἕνα πιόνι σὲ μία γειτονική του κορυφή, τὴν πρώτη

κίνηση κάνει πάντα ὁ Γ. Δύο πιόνια τοῦ Π δὲν μπορεῖ νὰ βρίσκονται στὴν ἴδια

κορυφή. ῾Η στρατηγικὴ νίκης εἶναι ἕνας τρόπος ποὺ θὰ παίξη ἕνας παίκτης

ὥστε νὰ νικήση ἀνεξαρτήτως τοῦ τὶ θὰ κάνη ὁ ἄλλος παίκτης.

4.3 Jewr mata gi� t�n kl�sh XP

Θὰ μελετηθοῦν, μέσω τοῦ προβλήματος p-Exp-Dtm-Halt, μερικὲς προτάσεις

γιὰ τὶς σχέσεις τῶν κλάσεων τῆς παραμετρικῆς καὶ κλασσικῆς πολυπλοκότητας.

Prìtash 4.5: Τὸ p-Exp-Dtm-Halt εἶναι XP-πλῆρες.

>Apìdeixh: ῎Εστω (C ′, κ′) ∈ XP. Παρατηροῦμε ὅτι τὸ πρόβλημα αὐτὸ λύεται σὲ

χρόνο |x′|f
′(κ′(x′))

μὲ εἴσοδο x′ καὶ παράμετρο κ′ (x′). ῎Εστω A ἡ αἰτιοκρατικὴ

μηχανὴ Turing ποὺ τὸ ἐπιλύει. Θέτουμε στὴν εἴσοδο τοῦ p-Exp-Dtm-Halt,
M = A, x = x′ καὶ k = f ′ (κ′ (x′)) καὶ ἐπιλύουμε τὸ πρόβλημα. Χρειάζεται

χρόνος ‖A‖ + |x′| γιὰ τὴν ἀντιγραφὴ τῶν A καὶ x′ στὴν εἴσοδο τοῦ p-Exp-
Dtm-Halt, μετὰ χρειάζεται χρόνος pκ′ (|x′|) γιὰ τὴν εὕρεση τοῦ k′ = κ′ (x′)
μὲ pκ′ πολυώνυμο, μετὰ χρειάζεται χρόνος hf ′ (|k′|) ≤ hf ′ (κ′ (x′)) 8 μὲ hf ′

ὑπολογίσιμη, γιὰ τὴν εὕρεση τοῦ f ′ (k′) καὶ τέλος σὲ χρόνο |f ′ (k′)| ≤ hf ′ (|k′|)
ἀντιγράφεται τὸ f ′ (k′) στὴν εἴσοδο τοῦ p-Exp-Dtm-Halt. ῾Η A σταματᾶ

8
Σὲ ὅποιο σύστημα καὶ νὰ γράφεται τὸ k π.χ. ἑναδικό, δυαδικό, δεκαδικό, προφανῶς

|k′| ≤ k′ = κ′ (x′).



JEWRHMATA GIA THN KLASH XP 41

ἐντὸς |x′|f
′(κ′(x′))

βημάτων
9
, στὴν ἐξομοίωση τὸ p-Exp-Dtm-Halt, πάλι στα-

ματᾶ ἀκριβῶς στὸν ἴδιο ἀριθμὸ ἐξομοιουμένων βημάτων καὶ ὡς ἔξοδο
10

δίνει τὴν

ἔξοδο τῆς ἐξομοιουμένης A, ἡ ὁποία εἶναι ἀκριβῶς ἡ ἴδια μὲ τὴν ἔξοδο τῆς A.
῾Η παράμετρος k τῆς εἰσόδου τοῦ p-Exp-Dtm-Halt μετὰ τὴν ἀναγωγὴ αὐτή,

φράσσεται ἐκ κατασκευῆς ἀπὸ τὸ f ′ (κ′ (x′)). ῎Αρα τὸ p-Exp-Dtm-Halt εἶναι

XP δύσκολο.

Τὸ p-Exp-Dtm-Halt ἀνήκει στὴν κλάση XP, διότι τὰ |x|k βήματα ἐξο-

μοιώνονται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο p
(
|x|k
)

μὲ p πολυώνυμο βαθμοῦ np
11
,

συνεπῶς τερματίζει ἐντὸς O
(
|x|np·k

)
βημάτων καὶ θέτοντας f (κ (M, x, k)) =

np · κ (M, x, k), ἔχουμε O
(
|x|np·k

)
≤ O

(
(‖M‖+ |x|+ |k|)f(κ(M,x,k))

)
. a

Prìtash 4.6: FPT ⊂ XP

>Apìdeixh: Εἶναι προφανὲς ὅτι FPT ⊆ XP, διότι προφανῶς f (κ (x)) ·p (|x|) ≤
(p (|x|)) f(κ(x))

. ῎Εστω ὅτι τὸ p-Exp-Dtm-Halt ∈ FPT, τότε λύεται σὲ χρόνο

f (κ (x)) · p (|x|), ὅπου τὸ p εἶναι βαθμοῦ c, ἄρα τὸ p-Exp-Dtm-Halt ἀνήκει

στὸ TIME(|x|c).
Κάθε πρόβλημα λοιπὸν τοῦ TIME

(
|x|c+1)

ἐξομοιώνεται ἀπὸ τὴν c+1 στρώση

τοῦ p-Exp-Dtm-Halt, ποὺ ἀνήκει καὶ στὸ TIME (|x|c). ῎Αρα TIME
(
|x|c+1)

⊆ TIME (|x|c). Αὐτὸ ὅμως ἀντιβαίνει στὸ θεώρημα τῆς χρονικῆς ἱεραρχίας

(Παπαδημητρίου [53]), ἄρα p-Exp-Dtm-Halt /∈ FPT. a

Prìtash 4.7: ᾿Εὰν XP ⊆ para-NP τότε P 6= NP

>Apìdeixh: Παρατηροῦμε ὅτι τὸ πρόβλημα p-Exp-Dtm-Halt ποὺ εἶναι XP-

πλῆρες, εἶναι καὶ P-δύσκολο, ἀφοῦ λύει ὁποιοδήποτε πρόβλημα τοῦ P μὲ ἐξο-

μοίωση.

᾿Εφόσον XP ⊆ para-NP, τότε λύεται σὲ ἀναιτιοκρατικὸ χρόνο O (f (k (x)) ·
p (|x|)) ὅπου τὸ p εἶναι βαθμοῦ c, ἄρα τὸ p-Exp-Dtm-Halt ἀνήκει στὴν κλά-

9
Ἀπὸ τὴν προηγουμένη ἀναγωγή, τὰ ἐξομοιούμενα βήματα εἶναι |x|k = |x′|f

′(κ′(x′))
.

10
Γιὰ τυπικοὺς λόγους καὶ ὄχι οὐσιαστικούς, θὰ μποροῦσε νὰ γίνη τὸ ἑξῆς: Στὴν ἀναγωγὴ

ἐνσωματώνεται μία σταθερὴ μηχανὴ Turing T, μὲ δύο καταστάσεις t1, t2 καὶ μεταβάσεις t1 →
t2 καὶ t2 → t1, ἔτσι κατασκευάζεται ἕνας ἀτέρμων βρόχος. Κατασκευάζεται μία νέα γιὰ τὴν

ἀναγωγή, μηχανὴ Turing ἡ A′: ἐξομοίωσε τὴν A, ἐὰν ἡ A δώση στὴν ἔξοδο ναὶ τερμάτισε,

ἀλλιῶς ἐξομοίωσε τὴν T. Τὸ μέγεθος τῆς A′ εἶναι O (‖A‖), διότι ‖A′‖ = ‖A‖ + m + ‖T‖
ὅπου τὸ m σταθερό, εἶναι τὸ μέγεθος τῶν λοιπῶν ἐντολῶν. ῾Η A′ ἀναγκάζει τὸ p-Exp-Dtm-
Halt νὰ δίνη πάντα τὴν ἴδια ἔξοδο μὲ τὴν A. Τὸ p-Exp-Dtm-Halt ἐξομοιώνει τὴν A′ μὲ
εἴσοδο x γιὰ |x|O(k)

βήματα. ῾Ο ἐκθέτης O (k) ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν ὑλοποίηση τῆς A′.
11

Ἀπὸ τὶς γνωστὲς ἰδιότητες τῆς συναρτήσεως O, ἔχουμε ὅτι p (n) = O (nnp), ἄρα

p
(
|x|k

)
= O

(
|x|np·k

)
.
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ση NTIME (|x|c).
῎Εστω P = NP. Τὸ p-Exp-Dtm-Halt εἶναι κατὰ συνέπεια καὶ NP-δύσκολο

καὶ ἀνήκει στὴν κλάση NP, ἀφοῦ λύεται σὲ χρόνο NTIME (|x|c), ἄρα εἶναι

NP-πλῆρες (καὶ φυσικὰ P-πλῆρες, ἄρα ἀνήκει στὴν κλάση TIME
(
|x|c

′
)
).

῾Οποιοδήποτε λοιπὸν πρόβλημα τῆς κλάσεως NP π.χ. ἕνα ποὺ ἀνήκει στὴν

κλάση NTIME
(
|x|c+1)

καὶ ἀφοῦ P = NP θὰ λύεται μὲ ἐξομοίωση ἀπὸ τὸ p-
Exp-Dtm-Halt σὲ ἀναιτιοκρατικὸ χρόνο O (f (k (x)) p (|x|)) ἄρα NTIME(
|x|c+1) ⊆ NTIME (|x|c). Αὐτὸ ὅμως ἀντιβαίνει στὸ θεώρημα τῆς χρονικῆς

ἱεραρχίας ἄρα P 6= NP. a

4.4 >Anaforèc, Sqìlia

῾Η κλάση XP σχετίζεται μὲ τὴν κλάση P τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας, αὐτὸ

γίνεται φανερὸ καὶ ἀπὸ τὸν ὁρισμό της. ῾Η κλάση XP καὶ γενικότερα, ἡ ἔννοια

τῆς κλάσεως XC γιὰ ὁποιαδήποτε κλάση C τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας

εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Downey καὶ Fellows στὸ [29], γιὰ περαιτέρω μελέτη μπορεῖ

κάποιος νὰ ἀνατρέξη καὶ στὸ [35]. Περισσότερα XP-πλήρη προβλήματα στὰ

[29] καὶ [25].

Μεγάλη προσοχὴ ὥστε νὰ κατανοηθῆ σωστά, θέλει τὸ παράδειγμα μετὰ τὸν

ὁρισμὸ 4.14, μὲ τὸ πρόβλημα (LI , κ), γιὰ τὴν μὴ ὁμοιόμορφη κλάση XPnu.

Γιὰ τὸ PaignÐdi t¨c G�tac mà tä PontÐki μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος στὸ [29].

Γιὰ τὴν XP-πληρότητα τοῦ προβλήματος μὲ ἀναγωγὲς ἀπὸ ἄλλα παίγνια μπορεῖ

νὰ δῆ κάποιος στὰ [45] καὶ [3].
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para-NP XP

FPT

Οἱ κλάσεις FPT, para-NP καὶ XP
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Kef�laio 5

^Allec kl�seic

5.1 EÊsagwg 

᾿Εδῶ θὰ μελετηθοῦν οἱ κλάσεις W [P ], W [SAT ] καὶ οἱ ἱεραρχίες τῶν W [t]
καὶ A [t] μὲ t ≥ 1. ᾿Εδῶ πάλι θὰ χρειασθοῦμε μία ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Tur-
ing, ὅμως θὰ κάνουμε κάτι τὸ ὁποῖο ἡ κλασσικὴ πολυπλοκότητα δὲν τὸ ἔχει

ἀξιοποιήσει. Θὰ εἰσάγουμε τὴν ἔννοια τῆς κ-περιορισμένης μηχανῆς Turing.

<Orismìc 5.16: κ-periorismènh mhqan� Turing. ῎Εστω Σ ἀλφάβητο καὶ

κ : Σ∗ → N μία παραμετροποίηση καὶ f : N → N, h : N → N ὑπολογίσιμες

(ἀναδρομικές) συναρτήσεις καὶ p ∈ N0 [X] πολυώνυμο. ῎Εστω ἀναιτιοκρατικὴ

M μηχανὴ Turing μὲ εἴσοδο x, ἡ ὁποία τερματίζει σὲ f (κ (x)) · p (|x|) βήματα.

᾿Εὰν ἀπὸ αὐτὰ ὄχι περισσότερα ἀπὸ h (κ (x)) · dlog |x|e εἶναι ἀναιτιοκρατικά,

τότε ἡ M λέγεται κ-περιορισμένη.

Συνήθως θέτουμε n = |x| καὶ παραλείπουμε στὸν λογάριθμο τὸ ἀκέραιο μέρος

σὺν 1, ἀφοῦ δὲν νοεῖται κλάσμα βήματος καὶ τὰ ἀναιτιοκρατικὰ βήματα γρά-

φονται h (κ (x)) · log n. Οὐσιαστικά, σὲ μία ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing πε-

ριορίζουμε τὰ ἀναιτιοκρατικά της βήματα μὲ ἐκθετικὸ ρυθμό, ὡς πρὸς τὸ μῆκος

τῆς εἰσόδου, χρησιμοποιώντας τὸν λογάριθμο τοῦ μήκους της.

Γιὰ τὴν ἱεραρχία A [t], θὰ χρειασθοῦν κάποιες γνώσεις μαθηματικῆς λογικῆς,

τὶ εἶναι δομή, τιμὴ ἀληθείας ἑνὸς προτασιακοῦ τύπου σὲ μιὰ δομή, καθῶς καὶ

τῆς θεωρίας ἀναδρομῆς καὶ συγκεκριμένα ἡ ἀριθμητικὴ ἱεραρχία (Σi, i > 0).

5.2 <H kl�sh W[P ]

Στὴν κλάση para-NP ἐπιτρέπεται ὅλα τὰ βήματα μιᾶς μηχανῆς Turing νὰ εἶναι

ἀναιτιοκρατικά. Τί γίνεται ὅμως ἐὰν περιορισθῆ ὁ ἀριθμὸς τῶν ἀναιτιοκρατικῶν

45
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βημάτων; Βάσει τῶν κ-περιορισμένων μηχανῶν Turing τὰ ἀναιτιοκρατικὰ βή-

ματα περιορίζονται καὶ μέσα στὴν κλάση para-NP δημιουργεῖται μία ἱεραρχία

νέων κλάσεων. ῍Ας ὁρίσουμε τὴν πρώτη κλάση, ποὺ βρίσκεται στὴν κορυφὴ

αὐτῆς τῆς ἱεραρχίας.

<Orismìc 5.17: <H kl�sh W [P ] περιλαμβάνει ὅλα τὰ παραμετροποιημένα

προβλήματα (Q, κ), τὰ ὁποῖα ἀποφασίζονται ἀπὸ μία κ-περιορισμένη μηχανὴ

Turing.

῾Η πληρότητα τῶν κατωτέρω προβλημάτων δὲν ἀποδεικνύεται εὔκολα, ὑπάρχουν

ὅμως ἀποδείξεις στὴν βιβλιογραφία.

5.2.1 W[P ]-pl rh probl mata

p-WSat(CIRC)

Τὰ λογικὰ κυκλώματα ὁρίζονται ὡς συνήθως, δηλαδὴ ὡς ἀκυκλικὰ κατευθυνό-

μενα γραφήματα, ὅπου κορυφὲς μὲ βαθμὸ εἰσόδου μηδὲν εἶναι λογικὲς σταθερές

(πύλες μὲ τιμὴ 0 ἢ 1) ἢ μὲ ἄλλα λόγια ἡ εἴσοδος τοῦ κυκλώματος, κορυφὲς μὲ

βαθμὸ εἰσόδου 1 εἶναι κορυφὲς λογικῶν πυλῶν ἀρνήσεως (¬) καὶ κορυφὲς μὲ

βαθμὸ εἰσόδου μεγαλυτέρου τοῦ ἑνὸς εἶναι κορυφὲς λογικῶν πυλῶν συζεύξε-

ως (∧) ἢ διαζεύξεως (∨) κ.λπ. Μὲ CIRC συμβολίζεται τὸ σύνολο ὅλων τῶν

λογικῶν κυκλωμάτων. ῞Ενα κύκλωμα C μὲ n εἰσόδους ὁρίζει μὲ φυσικὸ τρόπο

μία Boolean συνάρτηση f : {0, 1}n → {0, 1}. ῾Η τιμὴ ἐξόδου τοῦ κυκλώματος

C μὲ εἴσοδο x συμβολίζεται μὲ C (x).
Τὸ βάρος μιᾶς λέξεως x = x1x2 . . . xn = (x1, x2, . . . , xn) ∈ {0, 1}n εἶναι τὸ∑n

i=1 xi, δηλαδὴ πόσα xi εἶναι 1.

<Orismìc 5.18: k-Ékanopoi simo kÔklwma. ῞Ενα κύκλωμα C εἶναι k-ἱκα-
νοποιήσιμο ἀπὸ τὴν εἴσοδο (λέξη) x, ἐὰν C (x) = 1 καὶ τὸ βάρος τῆς λέξεως x
εἶναι k.

p-WSat(CIRC)

EÒsodoc : ῞Ενα κύκλωμα C καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (C, k) = k.
>Er¸thsh : Εἶναι τὸ C k-ἱκανοποιήσιμο;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W [P ]-πλῆρες. ᾿Εδῶ λοιπὸν κρίνεται σκόπιμο νὰ δοθῆ

ἕνας ἐναλλακτικὸς ὁρισμὸς τῆς κλάσεως W [P ] 1.

1
Στὴν κλάση προβλημάτων p-WSat( · ), ὅπως θὰ δοῦμε στὸ p-WSat(PROP) παρακά-
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<Orismìc 5.19: <H kl�sh W [P ]. ᾿Εναλλακτικὸς ὁρισμός:

W [P ] = [p-WSat(CIRC)]fpt

p-WSat(CIRC+)

῞Ενα κύκλωμα ὀνομάζεται μονότονο ἐὰν δὲν περιέχη πύλες ἀρνήσεως (¬). Μὲ

CIRC+
ὁρίζουμε τὸ γνήσιο ὑποσύνολο τοῦ CIRC τοῦ ὁποίου τὰ κυκλώματα

εἶναι μονότονα. ῎Ετσι ἔχουμε τὴν ἑξῆς ἐκδοχὴ τοῦ p-WSat( · ) στὸ CIRC+
:

p-WSat(CIRC+)

EÒsodoc : ῞Ενα μονότονο κύκλωμα C καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (C, k) = k.
>Er¸thsh : Εἶναι τὸ C k-ἱκανοποιήσιμο;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W [P ]-πλῆρες.

p-Mègisth Koin� UpakoloujÐa (p-LCS)

῎Εστω ἀλφάβητο Σ, μὲ ā ∈ Σ∗ συμβολίζεται ἡ λέξη ā = a1a2 . . . an. ῾Η λέξη

b̄ = b1b2 . . . bs εἶναι ὑπακολουθία τῆς ā, ἐὰν b̄ = ai1ai2 . . . ais μὲ 1 ≤ i1 < i2 <
. . . < is ≤ n, δηλαδὴ ὅλα τὰ γράμματα τῆς b̄ ὑπάρχουν στὴν ā, ἀκολουθών-

τας τὴν σειρὰ ποὺ ἔχουν στὴν b̄, ἀλλὰ ὄχι κατ’ ἀνάγκη συνεχόμενα π.χ. ἐὰν

ā = abcftgawbb, τότε ἡ b̄ = acfgwb, c̄ = cftgawb εἶναι ὑπακολουθίες τῆς ā ἡ

d̄ = tfg δὲν εἶναι. ῾Ορίζουμε ā⊕ b̄ = a1a2 . . . anb1b2 . . . bs.

p-Mègisth Koin� UpakoloujÐa (p-LCS)

EÒsodoc : ῎Εστω οἱ λέξεις ā1, ā2, . . . , ām ∈ Σ∗ καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (ā1, ā2, . . . , ām, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει λέξη b̄ ∈ Σ∗ μήκους k, ποὺ νὰ εἶναι κοινὴ ὑπακολουθία

ὅλων τῶν āi, μὲ i = 1, 2, . . . ,m;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ ἀνήκει στὴν κλάση W [P ], διότι χρειάζονται k · log n ἀναιτι-

οκρατικὰ βήματα γιὰ νὰ ἐπιλεχθοῦν k γράμματα ἀπὸ ἕνα μέρος τῆς εἰσόδου
2
με-

γέθους n = |ā1 ⊕ ā2 ⊕ . . .⊕ ām|+ |k|. Μετά, μὲ τὸ πολὺ πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ

τω, πάντα ἐννοεῖται ὅτι τὸ κύκλωμα C τῆς εἰσόδου ἀνήκει στὸ σύνολο ποὺ εἶναι παράμετρος

στὸ p-WSat( · ), ἐδῶ ἔχουμε τὸ σύνολο CIRC.
2
Τὰ k γράμματα θὰ παρθοῦν ἀπὸ τὴν πρώτη λέξη τῆς εἰσόδου, διότι εἶναι κοινὴ ὑπακολου-

θία ὅλων τῶν λέξεων. ᾿Εὰν ἡ πρώτη λέξη ἔχη λιγότερα ἀπὸ k γράμματα, τότε προφανῶς ἡ

ἀπάντηση εἶναι ὄχι.
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αἰτιοκρατικῶν βήματων φαίνεται, ἐὰν τὰ k γράμματα εἶναι κοινὴ ὑπακολουθία

ὅλων τῶν λέξεων τῆς εἰσόδου.

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W[2]-δύσκολο.

p-Bounded-Ntm-Halt

Καὶ ἐδῶ πάλι, ὅπως στὸ p-Exp-Dtm-Halt, ἡ ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Tur-
ing M ἐξομοιώνεται ἀπὸ μία ἄλλη ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing (καθολική),

ἡ ὁποία ἐξομοιώνει κάθε ἄλλη ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing. ῾Η ἐξομοίωση

γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων ὡς πρὸς τὸν ἀριθμὸ τῶν βημάτων τῆς

M, ποὺ πρόκειται νὰ ἐξομοιωθοῦν καὶ ὄχι ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο τῆς ἐξομοιουμέ-

νης μηχανῆς Turing M ἢ τὸ μέγεθός της ‖M‖.
Parat rhsh: ῾Η ἐξομοίωση γίνεται βῆμα-βῆμα, πρᾶγμα τὸ ὁποῖο εἶναι πολὺ δια-

φορετικὸ ἀπὸ τὴν ἐξομοίωση μιᾶς μηχανῆς Turing μέχρι αὐτὴ νὰ τερματίση. ῾Η

ἐξομοίωση βῆμα-βῆμα ἀπαιτεῖ σὲ κάθε ἐξομοιούμενο βῆμα τῆςM, νὰ κρατοῦνται

διάφορες πληροφορίες, ἐνῶ στὴν δεύτερη περίπτωση, ἀπαραίτητο εἶναι μόνο ἡ

γνώση τῆς ἐξομοιουμένης μηχανῆς M.

p-Bounded-Ntm-Halt

EÒsodoc : Μία ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing M, ἕνας ἀριθμὸς

n ∈ N στὸ ἑναδικὸ σύστημα καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (M, n, k) = k.
>Er¸thsh : Τερματίζει ἡ M μὲ εἴσοδο τὴν κενὴ λέξη μετὰ ἀπὸ τὸ πολὺ n
βήματα, κάνοντας τὸ πολὺ k ἀναιτιοκρατικὰ βήματα;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W [P ]-πλῆρες. ᾿Επειδὴ τὸ n εἶναι στὸ ἑναδικό, ἔχουμε

|n| = n, ἐνῶ γιὰ τὸ k ἔχουμε |k| ≈ log k. ῎Ετσι γιὰ τὰ n βήματα ποὺ θὰ

ἐξομοιώσουμε τὴν M, θὰ χρειασθοῦμε O (p (n)) βήματα
3
μὲ p πολυώνυμο, ἐκ

τῶν ὁποίων τὸ πολὺ O (k) ἀναιτιοκρατικά
4
.

p-Katwflikä SÔnolo En�rxewc (p-Threshold Starting Set)

῎Εστω ἕνα διατεταγμένο γράφημα D τοῦ ὁποίου οἱ ἀκμὲς εἶναι κατευθυνόμενες.

Κατωφλικὸ σύνολο ἐνάρξεως εἶναι κάθε ὑποσύνολο S ⊆ V (D), τέτοιο ὥστε,

νὰ ὑπάρχη διατεταγμένο μονοπάτι πρὸς ὁποιαδήποτε κορυφὴ τοῦ V (D) − S

3
᾿Επειδὴ τὸ n εἶναι στὸ ἑναδικό, ἔχουμε p (n) = p (|n|) καὶ p (|n|) ≤ p (‖M‖+ |n|+ |k|).

῎Ετσι ὅσο μεγάλο καὶ ἐὰν εἶναι τὸ n, ἡ ἐξομοίωση γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων

ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο, μέρος τῆς ὁποίας εἶναι τὸ n στὸ ἑναδικό.
4
᾿Επειδὴ τὰ O (k) ἀναιτιοκρατικὰ βήματα, θεωρητικά, θὰ πρέπη νὰ ἔχουν πρόσβαση

σὲ ὅλη τὴν εἴσοδο, ἡ συνάρτηση τῶν ἀναιτιοκρατικῶν βημάτων εἶναι ἡ h (κ (M, n, k)) ·
log (‖M‖+ |n|+ |k|) ≥ h (k) · log |n| = O (k) · log n.
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ἀπὸ τὸ S. Οὐσιαστικὰ ψάχνουμε ἕνα ἐλάχιστο σύνολο κορυφῶν, ἀπὸ τὸ ὁποῖο

πᾶμε σὲ ὁποιαδήποτε ἄλλη κορυφὴ τοῦ γραφήματος, μὲ κάποιο κατευθυνόμενο

μονοπάτι ἀνεξαρτήτως τοῦ μήκους του.

p-Katwflikä SÔnolo En�rxewc (p-Threshold Starting Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα D μὲ κατευθυνόμενες ἀκμὲς καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (D, k) = k.
>Er¸thsh : ῎Εχει τὸ D κατωφλικὸ σύνολο ἐνάρξεως μεγέθους ≤ k;

᾿Εὰν ἔχουμε k πεσσούς (πιόνια), μποροῦν νὰ τοποθετηθοῦν σὲ κάποιες k κο-

ρυφὲς τοῦ D καὶ ξεκινώντας ἀπὸ αὐτὲς τὶς k κορυφές, ἔτσι ὥστε ὅταν σὲ μία

κορυφὴ ὑπάρχη ἤδη πεσσός, βάζοντας ἐπιπλέον πεσσοὺς σὲ κάθε γειτονικὴ κο-

ρυφή της πρὸς τὴν ὁποία κατευθύνεται μία ἀκμή, νὰ τοποθετηθοῦν πεσσοὶ σὲ

ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ D;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W [P ]-πλῆρες.

p-Diagraf� GrammikÀn Anisot twn (p-Linear Inequality Deletion)

῎Εστω ἕνα σύστημα S γραμμικῶν ἀνισοτήτων μὲ nS ἀνισότητες καὶ mS μετα-

βλητές. Τὸ S γιὰ εὐκολία θὰ ἔχη ἀκεραίους συντελεστές, ἀφοῦ ὁποιοδήποτε

σύστημα ἀνισοτήτων μὲ ρητοὺς συντελεστὲς ἀνάγεται σὲ ἕνα μὲ ἀκεραίους.

Ποιὸς εἶναι ὁ ἐλάχιστος ἀριθμὸς ἀνισοτήτων ποὺ πρέπει νὰ διαγραφῆ ἀπὸ τὸ S,
ὥστε τὸ νέο σύστημα S ′ ποὺ θὰ προκύψη νὰ ἔχη λύση;

Parat rhsh: ᾿Εὰν τὸ S ἔχη λύση, ὁ ἐλάχιστος ἀριθμὸς ἀνισοτήτων πρὸς δια-

γραφὴ εἶναι μηδέν.

Σὲ παραμετροποιημένη μορφὴ γίνεται:

p-Diagraf� GrammikÀn Anisot twn (p-Linear Inequality Dele-
tion)

EÒsodoc : ῞Ενα σύστημα S γραμμικῶν ἀνισοτήτων καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (S, k) = k.
>Er¸thsh : Εἶναι δυνατὸν νὰ διαγραφοῦν τὸ πολὺ k ὁποιεσδήποτε

ἀνισότητες τοῦ S, ὥστε τὸ S νὰ καταστῆ ἐπιλύσιμο;

Προφανῶς σὲ μία k περιορισμένη μηχανὴ Turing, χρειαζόμαστε k · log |S| βή-
ματα γιὰ νὰ βροῦμε k ἀνισότητες πρὸς διαγραφή. Μετὰ μὲ αἰτιοκρατικὸ τρόπο

ἐπιλύουμε τὸ σύστημα ποὺ προέκυψε.

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W [P ]-πλῆρες.
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5.2.2 Jewr mata gi� t�n kl�sh W[P ]

Εὔκολα ἀπὸ τοὺς ὁρισμοὺς τῶν κλάσεων FPT, para-NP, XP καὶ W [P ]
ἔχουμε τὸ ἑπόμενο πόρισμα.

Pìrisma 5.4: FPT ⊆W[P ] ⊆ para-NP, W[P ] ⊆ XP ἑπομένως

W[P ] ⊆ para-NP ∩ XP

>Apìdeixh: Γιὰ τὴν δεύτερη σχέση W[P ] ⊆ XP. Τὰ h (κ (x)) · log n ἀναιτι-

οκρατικὰ βήματα ἐξομοιώνονται ἀπὸ 2O(h(κ(x))·logn) = nO(h(κ(x)))
αἰτιοκρατικὰ

βήματα. a

Prìtash 5.8: Τὸ p-Bounded-Ntm-Halt εἶναι W[P ]-πλῆρες.

>Apìdeixh: ῎Εστω (C ′, κ′) ∈ W[P ]. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ μὲ εἴσοδο x′, λύεται

ἀπὸ τὴν ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing A σὲ f ′ (κ′ (x′)) · p′ (|x′|) βήματα, ἐκ

τῶν ὁποίων τὸ πολὺ h′ (κ′ (x′)) · dlog |x′|e εἶναι ἀναιτιοκρατικά. Θέτουμε στὴν

εἴσοδο τοῦ p-Bounded-Ntm-Halt, M = A′ ὅπου ἡ A′ περιέχει μία κα-

θολικὴ μηχανὴ Turing A′′, τὴν A καὶ τὴν εἴσοδό της x′ καὶ τὴν ἐξομοιώνει
5

γιὰ n′ = f ′ (κ′ (x′)) · p′ (|x′|) βήματα, κάνοντας pA′ (n′) = O (n′) βήματα
6
μὲ

pA′ πολυώνυμο βαθμοῦ 1, ἐκ τῶν ὁποίων τὸ πολὺ O (k′) ἀναιτιοκρατικὰ
7
μὲ

k′ = h′ (κ′ (x′)) · dlog |x′|e. ῾Η A′, ἐὰν ἡ ἔξοδος τῆς ἐξομοιουμένης A εἶ-

ναι ΝΑΙ, τότε τερματίζει, ἀλλιῶς ὄχι. Τὸ p-Bounded-Ntm-Halt θὰ ἐξο-

μοιώση τὴν A′ γιὰ n = O (n′) = O (f ′ (κ′ (x′)) · p′ (|x′|)) βήματα ἐκ τῶν ὁποίων

k = O (k′) = O (h′ (κ′ (x′)) · dlog |x′|e) ἀναιτιοκρατικά. Τὸ μέγεθος τῆς A′ εἶναι
O (‖A‖+ |x′|) διότι ‖A′‖ = ‖A‖ + |x′| + m,m ∈ N, μὲ m σταθερὸ

8
γι’ αὐτὴν

5
῾Η A, ἐξ ὑποθέσεως, πάντα τερματίζει, διότι τὸ πρόβλημα ποὺ ἐπιλύει, ἀνήκει στὴν κλάση

W[P ]. ῾Η ἐξομοίωση τῆς A ἀπὸ τὴν καθολικὴ μηχανὴ Turing A′′ τῆς A′, δὲν γίνεται βῆμα-

βῆμα, ἀλλὰ ἡ A′′ περιμένει νὰ τελειώση ἡ A καὶ ἀναλόγως τοῦ τί θὰ βρῆ στὴν ἔξοδο τῆς A,
ἀποστέλλει στὴν A′ γιὰ νὰ κάνη τὸ ἑπόμενό της βῆμα. Εἶναι σημαντικὸ νὰ κατανοηθῆ, ὅτι

ὁ τρόπος ἐξομοιώσεως τῆς A εἶναι μέρος τῆς ἀποδείξεως τῆς πληρότητας τοῦ p-Bounded-
Ntm-Halt. Συνεπῶς αὐτὴ ἡ fpt-ἀναγωγὴ ἰσχύει ἐὰν καὶ μόνον ἐὰν ἡ A ἀνήκη στὴν κλάση

W[P ].
6
Τὸ pA′ ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν ὑλοποίηση, λόγω τοῦ τρόπου κατασκευῆς τῆς A′ ἐπιτυγχάνεται

ἡ καλύτερη περίπτωση σὲ χρόνο O (n′). ᾿Εδῶ ἐξομοιώνονται οἱ κλασσικὲς μηχανὲς Turing μὲ

μία ταινία, ἀπὸ κλασσικὲς μηχανὲς Turing μὲ μία ταινία. Γιὰ ἄλλα ὑπολογιστικὰ μοντέλα π.χ.

μηχανὲς Turing μὲ πολλὲς ταινίες, πρέπει νὰ ἐξομοιωθοῦν πρῶτα ἀπὸ μία κλασσικὴ μηχανὴ

Turing μὲ μία ταινία, ὥστε νὰ ἱκανοποιοῦν τὸν ὁρισμὸ καὶ μετὰ νὰ τὰ λύση τὸ p-Bounded-
Ntm-Halt.
7
῾Ο ἀριθμὸς τῶν αἰτιοκρατικῶν καὶ ἀναιτιοκρατικῶν βημάτων προκύπτει εὔκολα, διότι ἡ

A′′ εἶναι καθολικὴ μηχανὴ Turing καὶ ἐξομοιώνει χωρὶς περιορισμούς.
8
Γιὰ τυπικοὺς λόγους καὶ ὄχι οὐσιαστικούς, θὰ μποροῦσε ἡ A′ νὰ εἶναι ὡς ἑξῆς: Κατα-

σκευάζεται μία σταθερὴ μηχανὴ Turing T, μὲ δύο καταστάσεις t1, t2 καὶ μεταβάσεις t1 → t2
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τὴν fpt-ἀναγωγή.
Χρειάζεται χρόνος ‖A‖ + |x′| γιὰ τὴν ἀντιγραφὴ τῶν A καὶ x′ κατὰ τὴν κα-

τασκευὴ τῆς A′. Χρειάζεται χρόνος pκ′ (|x′|) γιὰ τὴν εὕρεση τοῦ k′′ = κ′ (x′)
μὲ pκ′ πολυώνυμο, μετὰ χρειάζεται χρόνος hf ′ (|k′′|) ≤ hf ′ (κ′ (x′)) 9 μὲ hf ′

ὑπολογίσιμη, γιὰ τὸν ὑπολογισμὸ τοῦ f ′ (k′′) = f ′ (κ′ (x′)). Γιὰ τὴν εὕρεση τοῦ

γινομένου n′ = f ′ (κ′ (x′))·p′ (|x′|), γίνεται ἡ μετατροπὴ τοῦ f ′ (k′′) στὸ ἑναδικὸ

σὲ χρόνο τὸ πολὺ 2O(|f ′(k′′)|) ≤ f ′ (k′′)O(1) 10
. ῾Ο ὑπολογισμὸς τοῦ p′ (|x′|) γίνε-

ται σὲ χρόνο pp′ (|x′|) μὲ pp′ πολυώνυμο καὶ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ σὲ χρόνο

p′′
(
|x′| , f ′ (k′′)O(1)

)
11

μὲ p′′ πολυώνυμο12. Παρομοίως γιὰ τὸν ὑπολογισμὸ τοῦ

h′ (κ′ (x′)) χρειάζεται χρόνος hh′ (|k′′|) ≤ hh′ (κ′ (x′)) μὲ hh′ ὑπολογίσιμη.

Τὸ O (n′), στὸ ἑναδικό, ἀντιγράφεται σὲ χρόνο p′′
(
|x′| , f ′ (k′′)O(1)

)
στὴν εἴ-

σοδο τοῦ p-Bounded-Ntm-Halt, παρομοίως καὶ τὸ O (h′ (κ′ (x′))) 13, ποὺ

δὲν εἶναι στὸ ἑναδικό. ῎Εχοντας θέσει στὴν εἴσοδο τοῦ p-Bounded-Ntm-
Halt M = A′, n = O (n′) καὶ k = O (h′ (κ′ (x′))), λύουμε τὸ πρόβλημα.

῾Η παράμετρος κ τοῦ p-Bounded-Ntm-Halt προφανῶς φράσσεται ἀπὸ τὴν

O (h′ (κ′ (x′))). ῎Αρα ἡ ἀναγωγὴ εἶναι fpt.
᾿Εὰν ἡ A ἔχη ἔξοδο ΝΑΙ, τότε ἡ A′ τερματίζει ἐντὸς n βημάτων. Τὸ p-Bound-
ed-Ntm-Halt ἀναγνωρίζει ὅτι τερμάτισε ἡ A′ ἐντὸς n βημάτων καὶ ὡς ἔξοδο

δίνει ΝΑΙ. ᾿Εὰν ἡ A ἔχη ἔξοδο ΟΧΙ, τότε ἡ A′ δὲν τερματίζει ἐντὸς n βημάτων.

Τὸ p-Bounded-Ntm-Halt ἀναγνωρίζει ὅτι δὲν τερμάτισε ἡ A′ ἐντὸς n βη-

μάτων καὶ ὡς ἔξοδο δίνει ΟΧΙ.

Τὰ ἀναιτιοκρατικὰ βήματα τοῦ p-Bounded-Ntm-Halt εἶναι k · dlog xe, ὅπου
x = (A′, n, k) ἡ εἴσοδός του. ῾Ο παράγοντας dlog xe δίνει τὴν δυνατότητα στὸ

p-Bounded-Ntm-Halt νὰ κάνη τὰ ἴδια ἢ περισσότερα ἀναιτιοκρατικὰ βήματα

καὶ t2 → t1, ἔτσι δημιουργεῖται ἕνας ἀτέρμων βρόχος. ῾Η καθολικὴ μηχανὴ Turing A′′ ἐξομοι-
ώνει τὴν A μὲ εἴσοδο x′, ἐὰν ἡ A δώση στὴν ἔξοδο ΝΑΙ, ἡ A′ τερματίζει, ἀλλιῶς ἐξομοιώνει

τὴν T. Τὸ p-Bounded-Ntm-Halt ἐξομοιώνει τὴν A′ γιὰ n βήματα. Τὸ m εἶναι τὸ μῆκος

τῶν A′′,T καὶ τῶν λοιπῶν ἐντολῶν τῆς A′, ποὺ εἶναι ἀνεξάρτητα ἀπὸ τὴν A καὶ τὴν εἴσοδό

της.
9
Σὲ ὅποιο σύστημα καὶ νὰ γράφεται τὸ k′′ π.χ. ἑναδικό, δυαδικό, δεκαδικό, προφανῶς

|k′′| ≤ k′′ = κ′ (x′).
10
῾Η μετατροπὴ ἑνὸς ἀριθμοῦm ἀπὸ τὸ δυαδικὸ στὸ ἑναδικό, γίνεται σὲ χρόνοO

(
|m| · 2|m|

)
ἀπὸ τὸ δεκαδικὸ στὸ ἑναδικό σὲ χρόνο O

(
|m| · 10|m|

)
= O

(
|m| · 2log2 10·|m|)

καὶ γενικότερα,

|m| · 2O(|m|) = |m| ·mO(1) = mO(1)
. Γι’ αὐτό, γίνεται καὶ ἡ χρήση τοῦ O στὸν ἐκθέτη.

11
᾿Εδῶ τὸ ὑπολογίσιμο κομμάτι δίνει τὴν δυνατότητα νὰ «τεντωθῆ» ὁ χρόνος ὅσο μᾶς

χρειάζεται. ῎Ετσι τοποθετεῖται τὸ f ′ (k′′), ποὺ εἶναι στὸ ἑναδικό, p′ (|x′|) φορὲς δίπλα δίπλα

καὶ τὸ |x′| δὲν ἀνεβαίνει στὸν ἐκθέτη.
12

Ἀπὸ προηγουμένη ὑποσημείωση συνάγεται ὅτι ὁ χρόνος τοῦ πολλαπλασιασμοῦ, θὰ μπο-

ροῦσε νὰ εἶναι p′′
(
|x′| , f ′ (k′′)O(1)

)
= p′ (|x′|) · f ′ (k′′)O(1)

.

13
Δὲν ἀντιγράφεται τὸ O (k′), διότι περιέχει τὸν παράγοντα dlog |x′|e καὶ τὸ k δὲν θὰ

ἐφράσσετο ἀπὸ μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση μόνο τοῦ κ′ (x′).
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ἀπὸ τὴν A′, ἡ ὁποία ἐξομοιώνει πλήρως τὴν A. ῎Αρα τὸ p-Bounded-Ntm-
Halt εἶναι W[P ]-δύσκολο.
Τὸ p-Bounded-Ntm-Halt ἀνήκει στὴν κλάση W[P ], διότι τὰ n βήματα ἐξο-

μοιώνονται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο p (n) = p (|n|) 14 μὲ p πολυώνυμο, θέτοντας

f (κ (M, n, k)) = 1 καὶ h (κ (M, n, k)) = κ (M, n, k) 15, τὸ p-Bounded-Ntm-
Halt τερματίζει ἐντὸς p (n) ≤ f (κ (M, n, k))·p (‖M‖+ |n|+ |k|) βημάτων, ἐκ

τῶν ὁποίων τὸ πολὺ k = κ (M, n, k) ≤ h (κ (M, n, k)) · dlog (‖M‖+ |n|+ |k|)e
εἶναι ἀναιτιοκρατικά. a

5.3 <H kl�sh W[SAT ]

῍Αν καὶ στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα ἡ κλάση ὅλων τῶν κυκλωμάτων εἶ-

ναι ἰσοδύναμη μὲ τὴν κλάση ὅλων τῶν προτασιακῶν τύπων ὡς πρὸς ἀναγωγὲς

κατὰ Cook, στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα δὲν συμβαίνει τὸ ἴδιο μὲ τὶς fpt-
ἀναγωγές. Εἶναι εὔκολο στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα, ὅταν ἔχουμε ἕνα προ-

τασιακὸ τύπο νὰ κατασκευασθῆ τὸ ἀντίστοιχο κύκλωμα, ἀλλὰ τὸ ἀντίστροφο

ὄχι, ὅπως θὰ δοῦμε παρακάτω αὐτὸ μεταφέρεται αὐτούσιο στὴν παραμετρικὴ

πολυπλοκότητα.

Tä prìblhma p-WSat(PROP)

῍Ας ὁρίσουμε τὸ βασικὸ πρόβλημα p-WSat(PROP). Μὲ PROP συμβολίζουμε

τὸ σύνολο ὅλων τῶν προτασιακῶν τύπων.

<Orismìc 5.20: k-Ékanopoi simoc protasiakäc tÔpoc. ῞Ενας τύπος εἶναι

k-ἱκανοποιήσιμος, ἐὰν γιὰ νὰ πάρη τὴν λογικὴ τιμὴ TRUE χρειάζεται ἀκριβῶς

k λογικὲς μεταβλητὲς ἀπὸ τὶς n, νὰ ἔχουν τὴν τιμὴ TRUE καὶ οἱ ὑπόλοιπες

n−k τὴν τιμὴ FALSE, ἔτσι ὁρίζεται ὅτι τὸ βάρος τῶν n λογικῶν μεταβλητῶν

εἶναι k.

p-WSat(PROP)

EÒsodoc : ῞Ενας προτασιακὸς τύπος P καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (P, k) = k.
>Er¸thsh : Εἶναι ὁ P k-ἱκανοποιήσιμος;

Τὸ p-WSat( · ) ἐκτὸς ἀπὸ τὸ PROP, δέχεται καὶ ἄλλα ὑποσύνολα τοῦ PROP
ἢ σύνολα κυκλωμάτων. Ἀναλόγως μὲ τὸ σύνολο, ἡ δυσκολία τοῦ προβλήματος

14
Τὸ n εἶναι στὸ ἑναδικὸ σύστημα, ἄρα n = |n|.

15
῾Η f εἶναι σταθερὴ συνάρτηση μὲ f (x) = 1 καὶ ἡ h ἡ ταυτοτικὴ συνάρτηση μὲ h (x) = x.
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ποικίλλει, γι’αὐτὸ ὁρίζονται, ὅπως θὰ δοῦμε παρακάτω, μία ποικιλία προβλη-

μάτων, ἁπλὰ ἀλλάζοντας τὸ σύνολο ἀπὸ ὅπου λαμβάνεται ἡ εἴσοδος (προτασι-

ακὸς τύπος ἢ κύκλωμα) τοῦ p-WSat( · ). ῎Ετσι ἀναλόγως τοῦ συνόλου S, τὸ
p-WSat(S) κατατάσσεται κάθε φορὰ καὶ σὲ ἄλλη κλάση.

῞Ενα ἀκόμη πολὺ βασικὸ σημεῖο εἶναι, ὅτι ἀκριβῶς k μεταβλητὲς πρέπει νὰ ἔχουν

τιμὴ TRUE καὶ ὅλες οἱ ὑπόλοιπες τιμὴ FALSE, χωρὶς αὐτὸ πολλὰ προβλήματα

θὰ ἄλλαζαν κλάση.

5.3.1 <Orismäc t¨c W[SAT ] b�sei toÜ p-WSat(PROP)

<Orismìc 5.21: <H kl�sh W[SAT ]. ῾Ορίζουμε

W [SAT ] = [p-WSat(PROP)]fpt

Παρατηροῦμε ὅπως σχολιάσαμε προηγουμένως, ὅτι p-WSat(PROP) ≤fpt p-
WSat(CIRC), διότι ἐὰν ἔχουμε ἕναν προτασιακὸ τύπο P εἶναι εὔκολο νὰ

κατασκευασθῆ ἕνα κύκλωμα CP καὶ ἐπιπλέον νὰ διατηρῆται ἡ παράμετρος τοῦ

βάρους ἴδια καὶ γιὰ τὸν προτασιακὸ τύπο P καὶ γιὰ τὸ κύκλωμα CP , ἄρα

ὑπάρχει fpt-ἀλγόριθμος, ἀλλὰ γιὰ τὸ ἀντίθετο, δὲν ἔχει βρεθῆ μέχρι τώρα fpt-
ἀλγόριθμος ποὺ νὰ τὸ κάνη. ῎Ετσι συμπεραίνεται ὅτι W [SAT ] ⊆W [P ].

5.3.2 W[SAT ]-pl rh probl mata

᾿Εδῶ, ἐκτὸς ἀπὸ τὸ p-WSat(PROP), δὲν ὑπάρχουν ἄλλα γνωστὰ πλήρη παρα-

μετρικὰ προβλήματα, διότι ὁ ὁρισμὸς αὐτῆς τῆς κλάσεως, οὐσιαστικὰ περιλαμ-

βάνει ὅλα τὰ προβλήματα ἱκανοποιήσεως προτασιακῶν τύπων καὶ εἶναι τεχνικὸς

σὲ μεγάλο βαθμό. ῎Ετσι εἶναι πολὺ δύσκολο, νὰ βρεθοῦν προβλήματα τὰ ὁποῖα

νὰ εἶναι ἰσοδύναμα κάτω ἀπὸ fpt-ἀναγωγὲς μὲ τὸ p-WSat(PROP). ῍Ας δοῦμε

ἕνα πλῆρες πρόβλημα γιὰ αὐτὴν τὴν κλάση, παρόμοιο μὲ τὸ p-WSat(PROP).
῎Εστω Φ ἕνα σύνολο πρωτοβαθμίων τύπων καὶ D μία δομή ἑρμηνείας τῶν πρω-

τοβαθμίων τύπων τοῦ Φ. Διαισθητικά, ἀντὶ οἱ μεταβλητὲς ἑνὸς πρωτοβαθμίου

τύπου νὰ λαμβάνουν τιμὴ TRUE,FALSE, λαμβάνουν τιμὲς ἀπὸ τὴν δομὴ D
καὶ τὰ διάφορα μὴ λογικὰ σύμβολα τοῦ τύπου ἔχουν ἀντίστοιχα σύμβολα στὴν

δομὴ D π.χ. γιὰ σύνολα τὸ ἀνήκειν ∈, γιὰ συστήματα ἀριθμητικῆς Peano τὰ 0,
ἑπόμενος

′
, σὺν +, ἐπὶ · κ.λπ. ῎Εστω ϕ πρωτοβάθμιος τύπος τοῦ συνόλου Φ,

ἱκανοποιεῖται ὁ ϕ στὴν δομὴ D;
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p-var-MC(Φ)

EÒsodoc : ῎Εστω D δομὴ καὶ ϕ ∈ Φ.

Par�metroc : κ (D, ϕ) = k ἀριθμὸς μεταβλητῶν τῆς ϕ.
>Er¸thsh : ῾Ικανοποιεῖται ὁ ϕ στὴν δομὴ D, ϕ (D) 6= ∅;

᾿Εὰν γιὰ σύνολο πρωτοβαθμίων τύπων πάρουμε τὸ Σ1, τὸ γνωστὸ σύνολο τύ-

πων τῆς ἀριθμητικῆς ἱεραρχίας, τότε ἔχουμε τὸ πρόβλημα p-var-MC(Σ1). Τὸ

p-var-MC(Σ1) εἶναι W[SAT ]-πλῆρες. ῾Η παραμετροποίηση εἶναι βασικὸς λό-

γος ποὺ αὐτὸ τὸ πρόβλημα εἶναι W[SAT ]-πλῆρες, ὅπως θὰ δοῦμε γιὰ ἄλλη

παραμετροποίηση αὐτὸ μπορεῖ νὰ μὴν ἰσχύη.

5.3.3 Jewr mata gi� t�n kl�sh W[SAT ]

Pìrisma 5.5: W[SAT ] ⊆W[P ]

>Apìdeixh: p-WSat(PROP) ≤fpt p-WSat(CIRC). Θὰ γίνη μία σκιαγράφη-

ση τῆς ἀναγωγῆς, καθῶς ἡ ἀναγωγὴ αὐτὴ προέρχεται ἀπὸ τὴν κλασσικὴ πολυ-

πλοκότητα. Γιὰ τὸν προτασιακὸ τύπο
16
, γίνεται μία πύλη ἐξόδου στὸ κύκλωμα,

μὲ εἰσόδους ὅσους ὅρους ἔχει ὁ προτασιακὸς τύπος. Ἀναδρομικά, γιὰ κάθε ὅρο

τοῦ προτασιακοῦ τύπου γίνεται ὅτι καὶ γιὰ τὸν προτασιακὸ τύπο, ἐφόσον κάθε

ὅρος εἶναι αὐτοτελῶς προτασιακὸς τύπος. ᾿Εὰν ὁ ὅρος εἶναι μία μεταβλητή, τότε

θεωρεῖται ὡς εἴσοδος τοῦ κυκλώματος. Ἀπὸ τὴν προηγουμένη ἀναγωγή, γίνε-

ται προφανὲς ὅτι καὶ τὸ κύκλωμα εἶναι k-ἱκανοποιήσιμο ὅπως καὶ ὁ προτασιακὸς

τύπος. a

῾Η ἀντίστροφη ἀναγωγὴ p-WSat(CIRC) ≤fpt p-WSat(PROP) δὲν εἶναι

γνωστὸ ἐὰν ὑπάρχη
17
. ῾Η ἀντίστοιχη κατὰ Cook-ἀναγωγὴ στὴν κλασσικὴ πολυ-

πλοκότητα, δὲν διατηρεῖ τὴν παράμετρο, διότι σὲ κάθε πύλη τοῦ κυκλώματος

ἀντιστοιχεῖ καὶ μία νέα προτασιακὴ μεταβλητή
18
. Συνεπῶς, ἂν καὶ οἱ προτασι-

ακοὶ τύποι εἶναι ἰσοδύναμοι μὲ τὰ κυκλώματα στὴν κλασσικὴ πολυπλοκότητα,

στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα δὲν ἔχει δειχθῆ τίποτε ἀκόμη.

16
Θεωρεῖται ὅτι οἱ προτασιακοὶ τύποι περιέχουν μόνο τὰ σύμβολα ¬,∧ καὶ ∨. Συνεπῶς στὸ

κύκλωμα ὑπάρχουν πύλες ἀρνήσεως, συζευκτικὲς καὶ διαζευκτικές.
17
῾Η ἀναγωγὴ αὐτή, ἐὰν γίνη μὲ τρόπο παρόμοιο μὲ αὐτὸν τοῦ προηγουμένου πορίσματος,

δηλαδὴ ὅτι ἐγένετο γιὰ τοὺς τύπους, νὰ γίνεται τώρα γιὰ τὶς πύλες τοῦ κυκλώματος, μπορεῖ νὰ

δημιουργήση προτασιακοὺς τύπους ἐκθετικοῦ μεγέθους ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τοῦ κυκλώματος.
18
῎Ετσι τὸ μέγεθος τοῦ προτασιακοῦ τύπου διατηρεῖται τὸ πολὺ πολυωνυμικὰ μεγαλύτερο

ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τοῦ κυκλώματος.
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5.4 <H ÉerarqÐa W[t]

᾿Εδῶ θὰ ὁρίσουμε πρῶτα κάποια συγκεκριμένα ὑποσύνολα τοῦ PROP καὶ βάσει

αὐτῶν θὰ ὁρισθῆ ἡ παραπάνω ἱεραρχία. Δυστυχῶς καὶ σὲ αὐτὰ τὰ ὑποσύνο-

λα ἰσχύουν οἱ ἴδιες περίπου δυσκολίες μεταφορᾶς τῆς παραμέτρου, διότι στὴν

κλασσικὴ πολυπλοκότητα οἱ ἀναγωγὲς εἶναι περίπλοκες καὶ δὲν διατηρεῖται ἡ

παράμετρος καὶ αὐτὸ μεταβιβάζεται καὶ στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα.

Γιὰ τὴν ἱεραρχία W [t] μὲ t ≥ 1 θὰ χρειασθοῦμε μερικοὺς ὁρισμοὺς πρῶτα.

῾Υπενθυμίζεται ὅτι ἐὰν ἡ x εἶναι λογικὴ μεταβλητή, τότε ἡ x καὶ ἡ ¬x λέγονται

ἐγγράμματα.

<Orismìc 5.22: SÔnolo suzeuktikÀn Γ0,d kaÈ sÔnolo diazeuktikÀn ∆0,d

protasiakÀn írwn γιὰ t = 0 (βάση τοῦ ἀναδρομικοῦ ὁρισμοῦ). Γιὰ κάθε d ≥ 1
μὲ d ∈ N ἔχουμε:

1. Γ0,d = {λ1 ∧ λ2 ∧ . . . ∧ λc | 1 ≤ c ≤ d καὶ λ1, λ2, . . . , λc ἐγγράμματα}.

2. ∆0,d = {λ1 ∨ λ2 ∨ . . . ∨ λc | 1 ≤ c ≤ d καὶ λ1, λ2, . . . , λc ἐγγράμματα}.

Parat rhsh: Προφανῶς Γ0,d ⊂ Γ0,d+1, ∆0,d ⊂ ∆0,d+1 καὶ Γ0,1 ⊂ ∆0,d.

<Orismìc 5.23: SÔnolo suzeuktikÀn Γt+1,d kaÈ sÔnolo diazeuktikÀn ∆t+1,d

protasiakÀn tÔpwn γιὰ t ≥ 0 μὲ t ∈ N (κύριο σῶμα τοῦ ἀναδρομικοῦ ὁρισμοῦ).

Τὸ I 6= ∅ εἶναι ἕνα πεπερασμένο μὴ κενὸ σύνολο δεικτῶν, ἄρα εἶναι 1 - 1 καὶ

ἐπὶ μὲ τὸ {1, 2, . . . , |I|} ⊂ N. Γιὰ κάθε t ≥ 0 ἔχουμε:

1. Γt+1,d =
{∧

i∈I δi | γιὰ κάθε I μὲ |I| ≤ d καὶ ∀i ∈ I, δi ∈ ∆t,d

}
.

2. ∆t+1,d =
{∨

i∈I γi | γιὰ κάθε I μὲ |I| ≤ d καὶ ∀i ∈ I, γi ∈ Γt,d
}
.

Parat rhsh: Γt,d ⊂ ∆t+1,d, Γt+1,d ⊂ Γt+1,d+1, ∆t+1,d ⊂ ∆t+1,d+1

καὶ ∆t,d ⊂ Γt+1,d.

5.4.1 Tä sÔnolo problhm�twn p-WSat(Γt,d)

῍Ας ὁρίσουμε τὸ βασικὸ πρόβλημα p-WSat(Γt,d) γιὰ κάθε t ∈ N, καὶ d ≥ 1.

p-WSat(Γt,d)

EÒsodoc : ῞Ενας προτασιακὸς τύπος P ∈ Γt,d καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (P, k) = k.
>Er¸thsh : Εἶναι ὁ P k-ἱκανοποιήσιμος;
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5.4.2 <Orismäc tÀn W[t] b�sei toÜ p-WSat(Γt,d)

<Orismìc 5.24: <H ÉerarqÐa W [t] μὲ t ≥ 1. Γιὰ κάθε t ≥ 1 ὁρίζουμε τὴν

κλάση W [t] = [{p-WSat (Γt,d) | d ≥ 1}]fpt

Ἀπὸ τὸν τρόπο ποὺ ὁρίσθηκαν τὰ σύνολα Γt,d μὲ t ≥ 0, d ≥ 1, ἀντιστοιχοῦν

καὶ σὲ σύνολα μὲ ἀντίστοιχα κυκλώματα, ἀφοῦ γιὰ κάθε προτασιακὸ τύπο P
μέσω fpt-ἀναγωγῶν, ἔχουμε καὶ ἕνα ἀντίστοιχο κύκλωμα CP . ῎Ετσι γιὰ κάθε

ὅρο τοῦ τύπου P ∈ Γt,d, ἔχουμε στὸ κύκλωμα μία πύλη (θύρα) μὲ d τὸ πολὺ

εἰσόδους, ἄρα περισσότερες ἀπὸ 2 εἰσόδους, ἂς ποῦμε λοιπὸν αὐτὲς τὶς πύλες

μεγάλες καὶ ὅσες πύλες ἔχουν τὸ πολὺ 2 εἰσόδους μικρές.

<Orismìc 5.25: B�joc ánäc kukl¸matoc C, καλοῦμε τὴν μέγιστη ἀπόσταση

μεταξὺ μιᾶς εἰσόδου του καὶ τῆς ἐξόδου του.

<Orismìc 5.26: Weft ánäc kukl¸matoc C, καλοῦμε τὸν μέγιστο ἀριθμὸ με-

γάλων πυλῶν (θυρῶν) σὲ ἕνα μονοπάτι μεταξὺ μιᾶς εἰσόδου του καὶ τῆς ἐξόδου

του.

Προφανῶς Βάθος(C) ≥Weft(C). ῎Ετσι ὁρίζουμε τὰ ἑξῆς σύνολα κυκλωμάτων:

<Orismìc 5.27: SÔnolo kuklwm�twn Ct,d μὲ βάθος d καὶ Weft t ὅπου

d ≥ t ≥ 0 μὲ d, t ∈ N:

Ct,d = {C | C κύκλωμα μὲ βάθος ≤ d καὶ Weft ≤ t}

Parat rhsh: Σχετικὰ εὔκολα ἀποδεικνύεται μὲ τὴν γνωστὴ fpt-ἀναγωγὴ τοῦ

πορίσματος 5.5, ὅτι Γt,d ∪∆t,d ⊆ Ct,t+d.
῎Ετσι γιὰ κάθε t ≥ 0 ἔχουμε τὸ πρόβλημα p-WSat(Ct,d) μὲ d ≥ t. Γιὰ κάθε t
ἔχουμε ἕνα σύνολο προβλημάτων τὸ {p-WSat (Ct,d) | d ≥ t} καὶ ἐναλλακτικὰ

ὁρίζουμε:

<Orismìc 5.28: <H ÉerarqÐa W [t] μὲ t ≥ 1. Γιὰ κάθε t ≥ 1 ὁρίζουμε

τὴν κλάση W [t] = [{p-WSat (Ct,d) | d ≥ t}]fpt

Οἱ δύο προηγούμενοι ὁρισμοὶ γιὰ τὴν ἱεραρχία W [t] εἶναι ἰσοδύναμοι. Λό-

γω τοῦ τρόπου κατασκευῆς τῶν κυκλωμάτων τῶν συνόλων Ct,d, εἶναι δυνατὸν
νὰ βρεθοῦν τὰ ἀντίστοιχα σύνολα ∆t+1,d1 μὲ d ≤ d1 καὶ Γt,d2 μὲ d1 ≤ d2

πρωτοβαθμίων τύπων μὲ fpt-ἀναγωγές.
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5.4.3 Pl rh probl mata gi� t�n ÉerarqÐa W[t]

᾿Εδῶ θὰ μελετηθοῦν μόνο οἱ δύο πρῶτες κλάσεις W [1] καὶ W [2] τῆς ἱεραρ-

χίας, διότι περιλαμβάνονται ἀρκετὰ προβλήματα τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας

σὲ αὐτές. Θὰ χρειασθῆ ὁ ἑπόμενος ὁρισμός.

<Orismìc 5.29: G [S]. Μὲ G [S] συμβολίζεται τὸ ἐναγόμενο ὑπογράφημα

τοῦ G, τὸ ὁποῖο περιλαμβάνει ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ S ⊆ V (G). Προφανῶς

μαζί τους ἀφαιροῦνται καὶ ὅλες οἱ ἀκμὲς τοῦ G, ποὺ περιέχουν τοὐλάχιστον μία

κορυφὴ ἀπὸ τὸ V (G)− S. Δηλαδή

G [S] = (S, {{v, u} | S ⊆ V (G) ∧ v, u ∈ S ∧ {v, u} ∈ E (G)})

W[1]-pl rh probl mata

Τὸ πιὸ ἁπλὸ πλῆρες πρόβλημα στὴν κλάση W[1] εἶναι τὸ p-WSat(Γ1,2).

Πολλὰ προβλήματα εἶναι W[1]-πλήρη. Τὰ ἤδη γνωστὰ p-KlÐka καὶ p-Ane-
x�rthto SÔnolo εἶναι W[1]-πλήρη.

Ἀπὸ τὸ πρόβλημα Mègisth Koin� UpakoloujÐa, ἐκτὸς τοῦ p-LCS, μὲ ἄλλη

παραμετροποίηση ἔχουμε τὸ p-m-LCS.

p-m-LCS

EÒsodoc : ῎Εστω οἱ λέξεις ā1, ā2, . . . , ām ∈ Σ∗ καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (ā1, ā2, . . . , ām, k) = k +m.

>Er¸thsh : ῾Υπάρχει λέξη b̄ ∈ Σ∗ μήκους k ποὺ νὰ εἶναι κοινὴ ὑπακολουθία

ὅλων τῶν āi μὲ i = 1, 2, . . . ,m;

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W[1]-πλῆρες.

Τὸ ἑπόμενο πρόβλημα εἶναι ἰσοδύναμο μὲ τὸ p-Anex�rthto SÔnolo.

p-Paket�risma Sunìlwn (p-Set Packing)

EÒsodoc : Μία πεπερασμένη οἰκογένεια πεπερασμένων συνόλων S1,
S2, . . . , Sr καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (S1, S2, . . . , Sr, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχουν τοὐλάχιστον k σύνολα, ξένα μεταξύ τους, δηλαδὴ

ὑπάρχει I ⊆ {1, 2, . . . , r} μὲ |I| ≥ k ὥστε ∀i, j ∈ I, i 6= j ⇒ Si ∩ Sj = ∅;
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Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W[1]-πλῆρες.

Στὸ ἑπόμενο πρόβλημα ἡM δὲν ἔχει εἴσοδο. Εἶναι πολὺ εὔκολο ἀπὸ μία μηχανὴ

Turing M′ μὲ εἴσοδο x′, νὰ δημιουργηθῆ μία ἄλλη M, ἡ ὁποία νὰ ἐξομοιώνη

τὴν M′ μὲ τὴν εἴσοδό της x′ ἐνσωματωμένη19, γι’ αὐτὸ μερικὲς φορὲς στὴν

βιβλιογραφία, τὸ πρόβλημα ἐμφανίζεται λίγο παραλλαγμένο μὲ εἴσοδο x γιὰ τὴν

μηχανὴ M.

p-Short-NSTM-Halt

EÒsodoc : Μία ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing M μὲ μία ταινία καὶ

k ∈ N.
Par�metroc : κ (M, k) = k.
>Er¸thsh : Τερματίζει ἡ M μὲ εἴσοδο τὴν κενὴ λέξη μετὰ ἀπὸ τὸ πολὺ k
βήματα;

῾Η ἐξομοίωση τῶν βημάτων γίνεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο p (k) μὲ p πολυώνυ-

μο, ὡς πρὸς τὴν παράμετρο k. ῾Ο ἀριθμὸς τῶν βημάτων εἶναι ὑπολογίσιμη μὴ

πολυωνυμικὴ συνάρτηση p
(
2O(|k|)) 20

ὡς πρὸς τὸ μέγεθος |k| τῆς παραμέτρου.

Αὐτὸ ὅμως δὲν ἐπηρεάζει τὸ πρόβλημα, διότι τὰ ἐξομοιούμενα βήματα ἐξαρτῶν-

ται ἀποκλειστικὰ ἀπὸ τὴν παράμετρο k, δηλαδὴ τὰ ἐξομοιούμενα βήματα εἶναι

p (κ (M, k)). Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W[1]-πλῆρες.

W[2]-pl rh probl mata

Παρομοίως καὶ ἐδῶ, στὴν κλάση W[2], ἕνα ἁπλὸ πλῆρες πρόβλημα εἶναι τὸ p-
WSat(Γ2,1).

Ἀρκετὰ προβλήματα εἶναι W[2]-πλήρη. Τὰ ἤδη γνωστὰ p-SÔnolo Kuriar-
qÐac καὶ p-SÔnolo Af¨c εἶναι W[2]-πλήρη.

῍Ας δοῦμε μερικὰ ἀκόμη.

Τὸ ἑπόμενο πρόβλημα εἶναι τεχνικό, ὅπως τὸ p-Short-NSTM-Halt καὶ βα-

σίζεται στὸν ὁρισμὸ τῆς κλάσεως W[2].

19
῾Η M ἐξαρτᾶται ἀπὸ δύο παράγοντες, τὴν M′ καὶ τὴν εἴσοδό της x′. ᾿Εὰν ἀλλάξη κάτι

ἀπὸ αὐτὰ τὰ δύο, δημιουργεῖται κάθε φορὰ ἄλλη M.
20
Τὸ O στὸν ἐκθέτη χρειάζεται, διότι δὲν εἶναι γνωστὸ σὲ ποιὸ σύστημα εἶναι τὸ k π.χ.

δυαδικό, πενταδικό, δεκαδικὸ κ.λπ.
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p-Short-NTM-Halt

EÒsodoc : Μία ἀναιτιοκρατικὴ μηχανὴ Turing M μὲ μία ἢ περισ-

σότερες ταινίες t ≥ 1, καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (M, k) = k.
>Er¸thsh : Τερματίζει ἡ M μὲ εἴσοδο τὴν κενὴ λέξη μετὰ ἀπὸ τὸ πολὺ k
βήματα;

Καὶ ἐδῶ ἰσχύουν οἱ ἴδιες παρατηρήσεις, ποὺ ἔγιναν στὸ p-Short-NSTM-
Halt. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ εἶναι W[2]-πλῆρες. ᾿Εὰν στὸ Short-NTM-Halt
ἀλλαχθῆ ἡ παράμετρος στὸ ἄθροισμα τῶν βημάτων καὶ τῶν ταινιῶν k + t, τότε
τὸ πρόβλημα εἶναι W[1]-πλῆρες.

῍Ας δοῦμε τὸ γνωστὸ NP-πλῆρες πρόβλημα Dèndro Steiner. ῎Εστω ἕνα

γράφημα G καὶ ἕνα ὑποσύνολο R ⊆ V (G), τὸ σύνολο R περιέχει ὅλες τὶς

ἀπαιτούμενες κορυφές, οἱ ὁποῖες πρέπει νὰ περιέχονται σὲ ἕνα συνεκτικὸ δέν-

δρο, τὸ ὁποῖο νὰ εἶναι ὑπογράφημα τοῦ G. ῞Ολες οἱ ὑπόλοιπες V (G) − R
κορυφές, ὀνομάζονται Steiner. ῾Υπάρχει ὑποσύνολο S ⊆ V (G)−R μεγέθους

μικροτέρου ἢ ἴσου τοῦ k, ὥστε τὸ R ∪ S νὰ εἶναι οἱ κορυφὲς ἑνὸς συνεκτικοῦ

δένδρου, τὸ ὁποῖο εἶναι ὑπογράφημα τοῦ G 21
;

᾿Εὰν R = V (G), τότε τὸ πρόβλημα ἀνάγεται στὸ Minimum Spanning Tree.
᾿Εὰν |R| = 2, τότε τὸ πρόβλημα ἀνάγεται στὸ Shortest Path.
Parat rhsh: ᾿Εὰν ἕνα συνεκτικὸ δένδρο περιέχη μόνο τὶς κορυφὲς τοῦ R, δὲν

χρειάζεται νὰ γίνη τίποτε, ἐὰν δὲν εἶναι συνεκτικό, τότε πρέπει νὰ μποῦν στὸ

δένδρο τὸ πολὺ k κορυφὲς Steiner, ὥστε τὸ δένδρο νὰ καταστῆ συνεκτικό.

Εἶναι δύσκολο νὰ βρεθοῦν, ἐὰν ὑπάρχουν, αὐτὲς οἱ κορυφές, διότι χρειάζε-

ται νὰ ἐρευνηθοῦν ὅλοι οἱ συνδυασμοὶ τῶν ὑπολοίπων κορυφῶν ἀνὰ k, δηλαδὴ(
|V (G)|−|R|

k

)
συνδυασμοί

22
.

p-Dèndro Steiner (p-Steiner Tree)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ ἕνα ὑποσύνολο R τοῦ V (G) καὶ

k ∈ N.
Par�metroc : κ (G,R, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει ἕνα ὑποσύνολο S τοῦ V (G) − R μὲ |S| ≤ k καὶ τὸ

G [R ∪ S] νὰ εἶναι συνεκτικό;

21
Τὸ Δένδρο Steiner ὁρίζεται καὶ σὲ γραφήματα, τῶν ὁποίων οἱ ἀκμὲς ἔχουν βάρος,

τότε ψάχνουμε τὸ δένδρο μὲ τὸ ἐλάχιστο βάρος. ᾿Εδῶ θεωρεῖται, ὅτι ὅλες οἱ ἀκμὲς ἔχουν

βάρος 1.
22
᾿Εφόσον R ⊆ V (G), τότε |V (G)−R| = |V (G)| − |R|.
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᾿Εὰν τὸ G [R ∪ S] εἶναι συνεκτικό, τότε πολὺ εὔκολα βρίσκεται ἕνα ὑπογράφημά

του ποὺ εἶναι συνεκτικὸ δένδρο, γι’ αὐτὸ μερικὲς φορές, γιὰ εὐκολία στὴν δι-

ατύπωση βρίσκουμε τὸ ἀντίστοιχο συνεκτικὸ ὑπογράφημα. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ

εἶναι W[2]-πλῆρες.
᾿Εὰν στὸ Dèndro Steiner, ὡς παράμετρος θεωρηθῆ τὸ |R|, τότε τὸ πρόβλημα

ἀνήκει στὴν κλάση FPT καὶ ἐπιλύεται σὲ χρόνο O (3m · n+ 2m · n2 + n3) ἀπὸ

τὸν ἀλγόριθμο τῶν Dreyfous-Wagner μὲ n = |V (G)| καὶ m = |R|.

5.4.4 Jewr mata gi� t�n ÉerarqÐa W[t]

Γιὰ ὅλα τὰ ἐπίπεδα τῆς ἱεραρχίας W[t], θὰ πρέπη νὰ ἀναφερθῆ τὸ ἑπόμενο

θεώρημα, ἀπόδειξη τοῦ ὁποίου ὑπάρχει στὴν βιβλιογραφία.

<Orismìc 5.30: Γ+
t,d, Γ−t,d

1. Μὲ Γ+
t,d συμβολίζουμε τὸ γνήσιο ὑποσύνολο τοῦ Γt,d, τοῦ ὁποίου οἱ τύποι

δὲν περιέχουν ἀρνήσεις (¬).

2. Μὲ Γ−t,d συμβολίζουμε τὸ γνήσιο ὑποσύνολο τοῦ Γt,d, τοῦ ὁποίου οἱ τύποι

ἐμπρὸς ἀπὸ κάθε προτασιακὴ μεταβλητὴ ἔχουν ἄρνηση (¬), χωρὶς ὅμως

κάποιος ἄλλος ὅρος νὰ ἔχη ἄρνηση, δηλαδὴ ἡ ἄρνηση ἐμφανίζεται μόνο

ἐμπρὸς ἀπὸ κάθε προτασιακὴ μεταβλητὴ τοῦ τύπου.

Je¸rhma 5.4: Γιὰ κάθε t ≥ 1 τὰ ἑπόμενα προβλήματα εἶναι W [t]-πλήρη μὲ

fpt-ἀναγωγές:

1. Τὸ p-WSat
(
Γ−t,2
)
, ἐὰν t = 1.

2. Τὸ p-WSat
(
Γ−t,1
)
, ἐὰν t περιττός καὶ t > 1.

3. Τὸ p-WSat
(
Γ+
t,1

)
, ἐὰν t ἄρτιος.

4. Τὸ p-WSat (∆t+1,d) γιὰ κάθε d ≥ 1.

Ἀπὸ τὸ προηγούμενο θεώρημα ἔχουμε τὰ ἑξῆς πόρισματα:

Pìrisma 5.6: Γιὰ κάθε t > 0 ἔχουμε W[t] ⊆W[t+ 1].

Pìrisma 5.7: Γιὰ κάθε t > 0 ἔχουμε W[t] ⊆W[SAT ].

Prìtash 5.9: Τὸ πρόβλημα p-Anex�rthto SÔnolo εἶναι W[1]-πλῆρες.
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>Apìdeixh: Τὰ δύο ἑπόμενα λήμματα.

L¨mma 5.7: p-Anex�rthto SÔnolo ≤fpt p-WSat
(
Γ−1,2
)
.

>Apìdeixh: ῎Εστω τὸ γράφημα G ἔχει ἕνα ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους k.
Παρατηροῦμε ὅτι σὲ κάθε ἀκμή, ὑπάρχει πάντα τοὐλαχιστον μία κορυφή, ποὺ

δὲν ἀνήκει στὸ ἀνεξάρτητο σύνολο. Γιὰ τὴν ἀναγωγή, σὲ κάθε κορυφὴ vi μὲ
i ∈ 1, 2, · · · , |V (G)|, τοῦ γραφήματος G, ἀντιστοιχοῦμε μία λογικὴ μεταβλητὴ

Xi καὶ σὲ κάθε ἀκμὴ {i, j}, τὸν ὅρο Xi∨Xj ≡ ¬Xi∨¬Xj. ᾿Εὰν καὶ μόνον ἐὰν ἡ

κορυφὴ vi ἀνήκη στὸ ἀνεξάρτητο σύνολο, τότε ἡ ἀντίστοιχη μεταβλητὴ Xi λαμ-

βάνει τιμὴ TRUE, ἀλλιῶς λαμβάνει τιμὴ FALSE. ῾Ο παρακάτω προτασιακὸς

τύπος

P =
∧

{vi,vj}∈E(G)

(
Xi ∨Xj

)
ἀνήκει στὸ Γ−1,2, καὶ εἶναι σίγουρα k-ἱκανοποιήσιμος.
Ἀντιστρόφως, ἐὰν ὁ P εἶναι k-ἱκανοποιήσιμος, τότε δύο ὁποιεσδήποτε κορυφές,

ποὺ ἀντιστοιχοῦν σὲ δύο ἀπὸ τὶς k μεταβλητὲς τοῦ P , ποὺ λαμβάνουν τιμὴ

TRUE, ἀποκλείεται νὰ βρίσκονται στὴν ἴδια ἀκμή, διότι ὁ ἀντίστοιχος ὅρος θὰ

εἶχε τιμὴ FALSE.

῾Ο χρόνος κατασκευῆς τοῦ P εἶναι O (|V (G)|+ |E (G)|) καὶ ἡ παράμετρος k
παραμένει ἀμετάβλητη. Συνεπῶς, ἡ ἀναγωγὴ εἶναι fpt, ἄρα p-Anex�rthto
SÔnolo ∈W[1]. a

L¨mma 5.8: p-WSat
(
Γ−1,2
)
≤fpt p-Anex�rthto SÔnolo.

>Apìdeixh: Σὲ κάθε προτασιακὸ τύπο P ∈ Γ−1,2, τοῦ προβλήματος p-WSat
(
Γ−1,2
)

εὔκολα ἀντιστοιχεῖται ἕνα γράφημα GP , ὡς ἑξῆς: Σὲ κάθε λογικὴ μεταβλητὴ

Xi ἀντιστοιχεῖται μία κορυφὴ vi, γιὰ κάθε ὅρο
(
Xi ∨Xj

)
, βάζουμε μία ἀκμὴ

{vi, vj} στὸ γράφημα G. Συνεχίζουμε μὲ παρομοίους συλλογισμούς, ὅπως στὸ

προηγούμενο λῆμμα καὶ τελικὰ ἀποδεικνύεται ὅτι τὸ p-Anex�rthto SÔnolo
εἶναι W[1]-δύσκολο. a

Pìrisma 5.8: Τὸ πρόβλημα p-KlÐka εἶναι W[1]-πλῆρες.

>Apìdeixh: ᾿Εὰν καὶ μόνο ἐὰν τὸ γράφημα G ἔχη πλῆρες γράφημα (κλίκα)

μεγέθους k, τὸ δυϊκὸ γράφημα G ἔχει ἀνεξάρτητο σύνολο ἰδίου μεγέθους. a

Prìtash 5.10: p-Paket�risma Sunìlwn ≡fpt p-Anex�rthto SÔnolo
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>Apìdeixh: Θὰ γίνη μία σκιαγράφηση τῶν ἀναγωγῶν. Δημιουργεῖται ἕνα γράφη-

μα G μὲ |S1| + |S2| + . . . + |Sr| κορυφές. ῾Ως κορυφὲς τοῦ G λαμβάνονται τὰ

μέλη τῶν συνόλων, διακεκριμένα πλέον. Οἱ κορυφὲς ποὺ προέρχονται ἀπὸ τὰ

ἴδια σύνολα Si,∀i ∈ {1, 2, . . . , r}, γίνονται πλήρη ὑπογραφήματα (κλίκες) τοῦ

G. ῾Ως ἀκμὲς τοῦ G λαμβάνονται ἐπιπλέον οἱ
{
vn,Si , vm,Sj

}
, μεταξὺ δύο κο-

ρυφῶν vn,Si , vm,Sj μὲ i 6= j, i, j ≤ r καὶ n ≤ |Si| , m ≤ |Sj|, ποὺ ἀντιστοιχοῦν

σὲ ἴδια μέλη μεταξὺ τῶν συνόλων Si, Sj. ῾Η ἀναγωγὴ αὐτὴ χρειάζεται χρόνο

O
(
(|S1|+ |S2|+ . . .+ |Sr|)2)

.

Ἀντιστρόφως, γιὰ κάθε κορυφὴ v τοῦ γραφήματος G, δημιουργεῖται ἕνα σύνο-

λο Sv μὲ μέλη τὶς ἀκμὲς ποὺ περιέχουν τὴν κορυφὴ v. ᾿Εδῶ ἡ ἀναγωγὴ αὐτὴ

χρειάζεται χρόνο O (|V |+ |E|). a

Prìtash 5.11: Τὸ πρόβλημα p-SÔnolo KuriarqÐac εἶναι W[2]-πλῆρες.

>Apìdeixh: Τὰ δύο ἑπόμενα λήμματα.

L¨mma 5.9: p-SÔnolo KuriarqÐac ≤fpt p-WSat
(
Γ+

2,1

)
.

>Apìdeixh: ῎Εστω τὸ γράφημα G ἔχει ἕνα σύνολο κυριαρχίας μεγέθους k.
Παρατηροῦμε ὅτι γιὰ κάθε κορυφή, ἡ ἴδια ἢ μία ἀπὸ τὴν γειτονιά

23
της ἀνήκει

στὸ σύνολο κυριαρχίας. ῍Ας δοῦμε τώρα τὴν ἀναγωγή. Σὲ κάθε κορυφὴ vi μὲ
i ∈ 1, 2, · · · , |V (G)|, τοῦ γραφήματος G, ἀντιστοιχεῖται μία λογικὴ μεταβλητὴ

Xi. Γιὰ τὴν γειτονιὰ κάθε κορυφῆς vi, δημιουργεῖται ἕνας διαζευκτικὸς ὅρος,

ποὺ περιέχει ὅλες τὶς μεταβλητὲς ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὶς κορυφὲς τοῦ συνόλου

N [vi]. Τέλος παίρνουμε τὴν σύζευξη ὅλων αὐτῶν τῶν ὅρων. ῾Ο βαθμὸς κάθε

κορυφῆς φράσσεται ἀπὸ τὸ |V (G)| − 1, ἔτσι αὐτὴ ἡ ἀναγωγὴ μᾶς ὁδηγεῖ στὸ

Γ+
2,1 καὶ ὄχι στὸ Γ+

1,n μὲ n = |V (G)| − 1, ἀφοῦ τὸ n ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν εἴσοδο.

᾿Εὰν καὶ μόνον ἐάν ἡ κορυφὴ vi ἀνήκη στὸ σύνολο κυριαρχίας, τότε ἡ ἀντί-

στοιχη μεταβλητὴ Xi λαμβάνει τιμὴ TRUE, ἀλλιῶς λαμβάνει τιμὴ FALSE. ῾Ο

παρακάτω προτασιακὸς τύπος

P =
∧

vi∈V (G)

 ∨
vj∈N [vi]

Xj


ἀνήκει στὸ Γ+

2,1 καὶ εἶναι σίγουρα k-ἱκανοποιήσιμος.
Ἀντιστρόφως, ἐὰν ὁ P εἶναι k-ἱκανοποιήσιμος, τότε ὅλοι οἱ |V (G)| ὅροι του,
θὰ ἔχουν τοὐλάχιστον μία μεταβλητὴ μὲ τιμὴ TRUE. Οἱ ἀντίστοιχες k κο-

ρυφὲς τοῦ G εἶναι ἕνα σύνολο κυριαρχίας, διότι τοὐλάχιστον μία ἀπὸ αὐτές τὶς

23
Μὲ NG [v] συμβολίζεται τὸ σύνολο NG [v] = NG (v)∪{v}. ῞Οταν τὸ γράφημα G ἐννοεῖται

ἀπὸ τὰ συμφραζόμενα, ὁ δείκτης G στὸ NG παραλείπεται.



H IERARQIA A[t] 63

k κορυφές, βρίσκεται στὴν γειτονιὰ κάθε κορυφῆς τοῦ G, ἢ ἡ ἴδια ἀνήκει στὸ

σύνολο κυριαρχίας.

῾Ο χρόνος κατασκευῆς τοῦ P εἶναι O
(
|V (G)|2

)
καὶ ἡ παράμετρος k παραμένει

ἀμετάβλητη. Συνεπῶς, ἡ ἀναγωγὴ εἶναι fpt, ἄρα p-SÔnolo KuriarqÐac ∈
W[2]. a

L¨mma 5.10: p-WSat
(
Γ+

2,1

)
≤fpt p-SÔnolo KuriarqÐac.

>Apìdeixh: ῾Η ἀναγωγὴ εἶναι ἡ ἑξῆς:

1. Οἱ μεταβλητὲς τοῦ τύπου γίνονται κορυφὲς τοῦ γραφήματος.

2. Οἱ κορυφές, τῶν ὁποίων οἱ ἀντίστοιχες μεταβλητές εἶναι σὲ ἕναν ὅρο τοῦ

τύπου, γίνονται πλῆρες γράφημα (κλίκα).

Parat rhsh: Σὲ ἕνα πλῆρες γράφημα, ὁποιαδήποτε κορυφή του εἶναι σύνολο

κυριαρχίας, ἐν ἀντιθέσει, τὸ κάλυμμα κορυφῶν περιέχει ὅλες τὶς κορυφές του

πλὴν μιᾶς.

Αὐτὸ τὸ λῆμμα ἀποδεικνύεται μὲ συλλογισμοὺς παρομοίους μὲ τοῦ προηγουμέ-

νου λήμματος. a

5.5 <H ÉerarqÐa A[t]

᾿Εδῶ θὰ δοθῆ μόνο ὁ ὁρισμὸς τῆς ἱεραρχίας A[t] μὲ t ≤ 1

Tä prìblhma p-MC

᾿Εδῶ ὅπως καὶ στὸ πρόβλημα p-var-MC ἔχουμε τὰ ἴδια δεδομένα, ὅμως ἀλ-

λάζει ἡ παραμετροποίηση. ῎Εστω Φ ἕνα σύνολο πρωτοβαθμίων τύπων καὶ D μία

δομὴ ἑρμηνείας τῶν πρωτοβαθμίων τύπων τοῦ Φ. ῾Ορίζεται τὸ ἑξῆς πρόβλημα:

p-MC(Φ)

EÒsodoc : ῎Εστω D δομὴ καὶ ϕ ∈ Φ.

Par�metroc : κ (D, ϕ) = |ϕ| τὸ μῆκος τοῦ ϕ.
>Er¸thsh : ῾Ικανοποιεῖται ὁ ϕ στὴν δομὴ D, ϕ (D) 6= ∅;

῾Ικανοποιεῖται ὁ τύπος ϕ τοῦ συνόλου Φ, στὴν δομὴ D;

Τὸ πρόβλημα αὐτό, εἶναι ἕνα τεχνικὸ πρόβλημα τὸ ὁποῖο ὁρίζεται σὲ κάποιο

σύνολο τύπων, ὅμως ἀναλόγως τοῦ συνόλου Φ ποὺ θὰ χρησιμοποιηθῆ, ἀλλάζει

πολὺ ὁ βαθμὸς δυσκολίας τοῦ προβλήματος.
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5.5.1 <Orismäc tÀn A[t] b�sei toÜ p-MC

᾿Εδῶ χρειαζόμαστε τὴν ἀριθμητικὴ ἱεραρχία Σt μὲ t ≥ 1 ἀπὸ τὴν θεωρία τῆς

ἀναδρομῆς. ῾Υπενθυμίζεται ὅτι κάθε πρωτοβάθμιος τύπος T , ποὺ ἀνήκει στὸ

σύνολο Σk εἶναι τῆς μορφῆς ∃x1∀x2 . . . QxkP ὅπου τὰ σύμβολα ∃, ∀ ἐναλλάσ-

σονται k φορές, ἀρχίζοντας πάντα ἀπὸ τὸ ∃, τὸ Q συμβολίζει τὸ ∃ ἐὰν ὁ k
εἶναι περιττός, ἢ τὸ ∀ ἐὰν ὁ k εἶναι ἄρτιος καὶ ὁ P εἶναι προτασιακὸς τύπος.

῾Η δεσμευμένη μεταβλητὴ xi μὲ 1 ≤ i ≤ k, δὲν εἶναι ὑποχρεωτικὸ νὰ ἐμ-

φανίζεται στὸν προτασιακὸ τύπο P 24
. ῾Ως γνωστόν, πολλὰ συνεχόμενα ὅ-

μοια σύμβολα ∃ ἢ ∀ κωδικοποιοῦνται
25

σὲ ἕνα ∃ ἢ ∀ ἀντιστοίχως. ᾿Ισχύει ὅτι

Σi ⊂ Σj,∀i, j μὲ 0 < i < j.

<Orismìc 5.31: <H ÉerarqÐa A [t] μὲ t ≥ 1. Γιὰ κάθε t ≥ 1 ὁρίζουμε τὴν

κλάση A [t] = [p-MC (Σt)]
fpt

.

Προφανῶς λόγω τοῦ ὁρισμοῦ ἔχουμε A [t] ⊆ A [t+ 1]. Τέλος, πρέπει νὰ

ποῦμε ὅτι οἱ κλάσεις W [1] καὶ A [1] ταυτίζονται καὶ γιὰ κάθε t ≥ 1 ἔχουμε

W [t] ⊆ A [t].
῾Η ἱεραρχία A[t] εἶναι τὸ ἀνάλογο τῆς πολυωνυμικῆς ἱεραρχίας τῆς κλασσικῆς

πολυπλοκότητας.

5.6 >Anaforèc, Sqìlia

῾Η κλάση W[P ] εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Downey καὶ Fellows στὸ [27]. Οἱ Abraham-
son, Downey καὶ Fellows μελέτησαν τὴν W[P ] στὸ [1]. ῾Ο ὁρισμὸς τῆς W[P ]
πάρθηκε ἀπὸ τὸ [23].

῾Η ἰδέα τῆς περιορισμένης ἀναιτιοκρατίας βρίσκεται στοὺς Kintala καὶ Fisher
στὸ [46].

῾Η W[P ]-πληρότητα τοῦ p-Bounded-Ntm-Halt ἔχει δειχθῆ καὶ στὰ [13]

καὶ [16]. Γιὰ τὴν W[P ]-πληρότητα τοῦ προβλήματος p-Diagraf� GrammikÀn
Anisot twn μπορεῖ νὰ δῆ κάποιος στὰ [1] καὶ [2]. Μία ἀπόδειξη τῆς W[P ]-
πληρότητας τοῦ p-WSat(CIRC+) βρίσκεται στὸ [1]. Μία ἀπόδειξη τῆς W[P ]-
πληρότητας τοῦ p-WSat(CIRC) βρίσκεται στὸ [37]. Μία ἀπόδειξη τῆς W[P ]-
πληρότητας τοῦ p-Katwflikä SÔnolo En�rxewc βρίσκεται στὸ [1]. Γιὰ τὴν

p-Mègisth Koin� UpakoloujÐa μπορεῖ κάποιος νὰ δῆ περισσότερα στὰ βιβλία

[37] καὶ [51]. ῾Η Mègisth Koin� UpakoloujÐa μελετήθηκε ἀπὸ τοὺς Bod-
laender καὶ λοιποὺς στὸ [11] καὶ ἀπὸ τὸν Pietrzak στὸ [55]. Μία ἀναγωγὴ τοῦ

24
῎Αρα Σi ⊆ Σj ,∀i, j μὲ 0 < i ≤ j.

25
᾿Εὰν τὰ ∃ καὶ ∀ συναντῶνται ἑναλλάξ, δὲν ὑπάρχει κωδικοποίηση, ποὺ νὰ τὰ συμπτύσση

σὲ λιγότερα.
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p-SÔnolo KuriarqÐac στὴν p-Mègisth Koin� UpakoloujÐa ὑπάρχει στὸ [9].

῾Η κλάση W[SAT ] εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Downey καὶ Fellows στὸ [27]. ῾Η

ἀπόδειξη τῆς W[SAT ]-πληρότητας τοῦ προβλήματος p-var-MC(Φ) εἶναι τῶν

Παπαδημητρίου καὶ Γιαννακάκη καὶ ὑπάρχει στὸ [54].

῾Η ἱεραρχία W[t] εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Downey καὶ Fellows στὸ [27]. ῾Ο δεύτε-

ρος ὁρισμός της μέσω κυκλωμάτων, μελετήθηκε ἀπὸ τοὺς Downey καὶ λοιποὺς

στὸ [30]. Τὸ θεώρημα 5.4 ἀποδείχθηκε ἀπὸ τοὺς Downey καὶ Fellows στὸ

[27]. ῾Η W[1]-πληρότητα τοῦ p-Short-NSTM-Halt ἔχει δειχθῆ στὸ [15]. ῾Η

W[1]-πληρότητα τοῦ p-KlÐka ἔχει δειχθῆ καὶ στὸ [28]. ῾Η W[1]-πληρότητα τοῦ

p-m-LCS ἔχει μελετηθῆ στὰ [9] καὶ [10]. ῾Η W[2]-πληρότητα τοῦ p-Short-
NTM-Halt ἔχει δειχθῆ ἀπὸ τοὺς Cesati καὶ Di Ianni στὸ [18]. Στὸ κεφάλαιο

2, ἡ πρόταση 2.3 ἀποδεικνύει τὴν W[2]-πληρότητα τοῦ p-SÔnolo Af¨c. Γιὰ

τὴν W[2]-πληρότητα τοῦ p-Dèndro Steiner, περισσότερα στὸ [16] τοῦ Cesati.
Γιὰ τὴν ἄλλη παραμετροποίηση, ποὺ τὸ κατατάσσει στὸ FPT, μπορεῖ νὰ βρῆ

κάποιος στοιχεῖα στὸ [31] τῶν Dreyfous καὶ Wagner.
῾Η ἱεραρχία A[t] εἰσήχθη ἀπὸ τοὺς Flum καὶ Grohe στὸ [34]. ῾Η ἀπόδει-

ξη τοῦ W [1] = A [1] ἔγινε ἀπὸ τοὺς Flum καὶ Grohe στὸ [36], ὅμως πρω-

τομελετήθηκε ἀπὸ τοὺς Downey καὶ λοιποὺς στὸ [30].

Εἶναι γνωστὸ ὅτι W[t] ⊆W[t+ 1], ἕνα ἀνοικτὸ πρόβλημα εἶναι ἐὰν ὑπάρχη

κάποιο t τέτοιο ὥστε W[t] ⊂W[t+ 1]. Αὐτὸ συνεπάγεται ὅτι FPT 6= W[P ]
καὶ κατ’ ἐπέκταση P 6= NP.



66

Περίληψη: Κλάσεις παραμετρικῆς πολυπλοκότητας

W[SAT]

para-NP XP

W[P]

W[2]

W[1]

FPT

··
·

Οἱ κλάσεις FPT, para-NP, XP, W[P ], W[SAT ] καὶ ἡ ἱεραρχία W[t]



Kef�laio 6

PurhnopoÐhsh

6.1 EÊsagwg 

᾿Εδῶ θὰ μελετηθῆ μία βασικὴ ἰδιότητα τῆς κλάσεως FPT. ῍Ας δοῦμε τὶ εἶναι ἡ

πυρηνοποίηση ἑνὸς παραμετροποιημένου προβλήματος.

῍Ας ἐξετάσουμε καλύτερα τὸ γνωστὸ πρόβλημα p-K�lumma KorufÀn. Πα-

ρατηροῦμε ὅτι ἐὰν ζητηθῆ ἕνα κάλυμμα κορυφῶν π.χ. μεγέθους 10, θὰ κάνουμε

κάποιες ἐνέργειες νὰ δοῦμε μήπως ὑπάρχει εὔκολη ἀπάντηση. Π.χ. κοιτά-

ζουμε ἐὰν τὸ γράφημα εἶναι συνεκτικό, ἐὰν ἔχη κορυφὲς βαθμοῦ 0, τὸ μέγε-

θος κάθε συνεκτικῆς συνιστῶσας κ.λπ. Συνεχίζοντας λοιπόν, ὅσο τὸ γράφη-

μα μεγαλώνει, ἐμπειρικὰ τόσο πιὸ δύσκολο εἶναι νὰ βρεθῆ κάλυμμα κορυφῶν

μεγέθους 10, γιὰ ἕνα γράφημα π.χ. μὲ 10.000 κορυφές, θὰ πρέπη νὰ ἔχη 10

κορυφὲς βαθμοῦ 1.000 ἡ κάθε μία. Παρατηρώντας καλύτερα, βλέπουμε ὅτι ὅταν

μία κορυφὴ u ἔχη βαθμὸ μεγαλύτερο τοῦ k τότε αὐτὴ σίγουρα ἀνήκει σὲ κάθε

κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους τὸ πολὺ k. Αὐτὸ γίνεται διότι ὅλες οἱ ἀκμὲς ποὺ

ξεκινοῦν ἀπὸ τὴν u πρέπει νὰ καλυφθοῦν ἀπὸ τὴν u ἢ ἀπὸ ὅλες τὶς γειτονικὲς

κορυφές της ποὺ εἶναι περισσότερες ἀπὸ k, ἐὰν λοιπὸν τὸ γράφημα ἔχη περισ-

σότερες ἀπὸ k κορυφὲς βαθμοῦ μεγαλυτέρου τοῦ k, τότε τὸ γράφημα αὐτὸ

δὲν ἔχει κάλυμμα μεγέθους k. Μέχρι ἐδῶ ἔχει γίνει μία προεργασία πάνω στὸ

γράφημα σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο, αὐτὸ τὸ γενονὸς τελικὰ εἶναι πολὺ σπουδαῖο

καὶ δὲν ἀγνοεῖται.

῎Ετσι ὁδηγούμεθα σὲ μία βασικὴ ἰδιότητα τῆς κλάσεως FPT, τὴν πυρηνοποί-

ηση. Οὐσιαστικὰ μὲ τὴν πυρηνοποίηση κάνουμε μία προεργασία στὸ πρόβλημα

σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο. Σκοπὸς εἶναι νὰ εὑρεθῆ ἕνα ἰσοδύναμο ὑποσύνολο τῆς

γλώσσας του, τὸ ὁποῖο νὰ ἐξαρτᾶται μόνο ἀπὸ τὴν παράμετρο καὶ συνεπῶς νὰ

μπορῆ νὰ λυθῆ σὲ χρόνο ἀνεξάρτητο ἀπὸ τὸ μέγεθος τοῦ κυρίου μέρους τοῦ

ἀρχικοῦ προβλήματος.

῾Ο ὁρισμὸς τῆς κλάσεως FPT βάσει τοῦ τύπου f (κ (x)) · p (|x|), μᾶς προ-

67
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ϊδεάζει γιὰ κάτι τέτοιο. ᾿Εὰν βροῦμε μία οἰκογένεια ὑποσυνόλων Sκ(x) τῆς

ἑκάστοτε γλώσσας L, τῆς ὁποίας στὰ σύνολα ἡ παράμετρος κ (x) νὰ διατηρῆται

σταθερή, τότε ὁ ρυθμὸς αὐξήσεως τοῦ χρόνου γιὰ τὴν ἐπίλυση τοῦ προβλήμα-

τος, εἶναι πολυωνυμικὸς ὡς πρὸς τὸ μέγεθος τῆς εἰσόδου. Αὐτὸ σημαίνει ὅτι

ἀπὸ κάποιο μέγεθος τῆς εἰσόδου καὶ μετά, ἡ λύση τοῦ προβλήματος περιέχεται

σὲ κάποιο μικρότερο μέρος της. Στὴν πυρηνοποίηση γίνεται αὐτὸ ἀκριβῶς τὸ

πρᾶγμα, ἐπεξεργαζόμεθα ἕνα πρόβλημα τῆς κλάσεως FPT, ἀνάγοντας τὴν εἴ-

σοδό του σὲ ἕνα μικρότερο τμῆμα της, ὥστε ἕνας fpt-ἀλγόριθμος νὰ λύνη τὸ

πρόβλημα, σὲ αὐτὸ τὸ τμῆμα τῆς ἀρχικῆς εἰσόδου.

6.2 PurhnopoÐhsh

῾Ο ὁρισμὸς τῆς πυρηνοποιήσεως δὲν εἶναι τίποτε ἄλλο παρὰ μία ἀναγωγὴ τοῦ

προβλήματος στὸν ἑαυτό του. Στὴν πρᾶξι ὅμως, ἔχει ἕνα σημαντικὸ πλεονέ-

κτημα. ῾Η αὐτοαναγωγὴ αὐτή, πάντα ὁδηγεῖ σὲ εἴσοδο, ἡ ὁποία ἐξαρτᾶται ἀπο-

κλειστικῶς ἀπὸ τὴν παράμετρο, καθιστώντας ἔτσι πολὺ εὐκολότερη τὴν λύση

τοῦ προβλήματος.

<Orismìc 6.32: PurhnopoÐhsh ἑνὸς προβλήματος (Q, κ) μὲ ἀλφάβητο Σ
καλεῖται μία πολυωνυμικὰ ὑπολογίσιμη συνάρτηση K : Σ∗ → Σ∗ τέτοια ὥστε

γιὰ κάθε x ∈ Σ∗ ἔχουμε

x ∈ Q⇐⇒ (K (x) ∈ Q) ∧ |K (x)| ≤ h (κ (x))

ὅπου h : N→ N ὑπολογίσιμη συνάρτηση.

Τὸ πολυώνυμο K εἶναι οὐσιαστικά, μία κλασσικὴ ἀναγωγὴ τοῦ προβλήματος Q
στὸν ἑαυτό του. ῎Αρα τὸ μέγεθος τῆς ἐξόδου |K (x)| φράσσεται πολυωνυμικὰ
ἀπὸ τὴν εἴσοδο |x|, δηλαδὴ |K (x)| ≤ p′K (|x|) μὲ p′K πολυώνυμο.

Τὸ μέγεθος τῆς ἐξόδου στὸν πυρήνα, φράσσεται ἐξ ὁρισμοῦ, ἀπὸ μία ὑπολογί-

σιμη συνάρτηση ὡς πρὸς τὴν παράμετρο. Αὐτὸ εἶναι ἀδύνατον νὰ ἀποφευχθῆ,

διότι ἔτσι ἀνεξαρτητοποιεῖται τὸ μέγεθος τῆς ἐξόδου τῆς πυρηνοποιήσεως τοῦ

προβλήματος Q, ἀπὸ τὸ μέγεθος τῆς εἰσόδου x τοῦ προβλήματος Q. Πλέον ἡ

γνώση τῆς τιμῆς τῆς παραμέτρου, καθορίζει πῶς θὰ λυθῆ τὸ πρόβλημα Q.

Γιὰ ἀρκετὰ προβλήματα μποροῦμε νὰ βροῦμε ἕνα πολυώνυμο ph ὥστε |K (x)| ≤
ph (κ (x)), τότε ἡ πυρηνοποίηση καλεῖται poluwnumik .

Je¸rhma 6.5: Γιὰ κάθε παραμετροποιημένο πρόβλημα (Q, κ) μὲ ἀλφάβη-

το Σ τὰ ἑπόμενα εἶναι ἰσοδύναμα:

1. (Q, κ) ∈ FPT
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2. ῾Η γλῶσσα Q εἶναι ἀποφάνσιμη καὶ τὸ (Q, κ) ἔχει μία πυρηνοποίηση.

>Apìdeixh: Μὲ ε συμβολίζεται ἡ κενὴ λέξη, μία λέξη μὲ μῆκος 0, χωρὶς γράμ-

ματα.

Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (1) ⇒ (2) ἔχουμε: ῎Εστω A ἀλγόριθμος ποὺ ἐπιλύει

τὸ πρόβλημα σὲ χρόνο f (κ (x)) · p (|x|) μὲ f ὑπολογίσιμη καὶ p πολυώνυμο.

Συνεπῶς ἡ γλῶσσα Q εἶναι ἀποφάνσιμη. Χωρὶς ἀπώλεια τῆς γενικότητος, ὑπο-

θέτουμε ὅτι ∀n ∈ N ἔχουμε p (n) ≥ n 1. ᾿Εὰν Q = Σ∗ ἢ Q = ∅ τότε ∀x ∈ Σ∗

θέτουμε τετριμμένα K (x) = ε, ἀλλιῶς ἐὰν ∅ ⊂ Q ⊂ Σ∗ τότε ἔστωσαν x0 ∈ Q
καὶ x1 ∈ Σ∗−Q, σταθερὰ καὶ γνωστὰ ἐκ τῶν προτέρων

2
. ῾Ο ἑπόμενος ἀλγόρι-

θμος A′ ὑπολογίζει μία πυρηνοποίηση K τοῦ (Q, κ). Γιὰ κάθε x ∈ Σ∗ ὁ A′
ἐξομοιώνει p (|x|)2

βήματα τοῦA. ᾿Εὰν ὁA ἀποδέχεται τότε ὁA′ ἐπιστρέφει x0,

ἐὰν δὲν ἀποδέχεται ἐπιστρέφει x1, τέλος ἐὰν ὁ A δὲν σταματᾶ, ὁ A′ ἐπιστρέφει
τὴν ἀρχικὴ εἴσοδο x. Στὴν τρίτη περίπτωση προφανῶς |x| ≤ p (|x|) ≤ f (κ (x))
(1). Προφανῶς x ∈ Q, ἐὰν καὶ μόνον ἐάν, K (x) ∈ Q. ῾Ο A′ ἀπαντᾶ ἐντὸς

pA′
(
p (|x|)2)

βημάτων
3
μὲ pA′ πολυώνυμο. ῾Η ἔξοδος τοῦ A′ εἶναι x0 ἢ x1 ἢ

x, ἄρα |K (x)| ≤ |x0| + |x1| + |x| καὶ λαμβάνοντας ὑπ’ ὄψιν τὴν (1) ἔχουμε

|K (x)| ≤ |x0|+ |x1|+ f (κ (x)).

Γιὰ τὴν συνεπαγωγὴ (2) ⇒ (1) ἔχουμε: ῎Εστω AQ ἀλγόριθμος, ὁ ὁποῖος ἀπο-

φαίνεται ἐὰν x ∈ Q ἐντὸς fQ (|x|) βημάτων
4
μὲ fQ ὑπολογίσιμη συνάρτηση. ῾Η

πυρηνοποίησηK γιὰ τὴν εἴσοδο x ∈ Σ∗ ὑπολογίζεται ἀπὸ τὸν ἀλγόριθμοAK ἐν-

τὸς pK (|x|) βημάτων
5
μὲ pK πολυώνυμο. ῎Εστω x ∈ Σ∗, τότε κατασκευάζεται ὁ

ἑξῆς ἀλγόριθμος A, ὁ ὁποῖος βασίζεται στὴν πυρηνοποίηση K. ᾿Εντὸς pK (|x|)
βημάτων ὑπολογίζεται τὸ K (x) καὶ μετὰ ἐντὸς fQ (|K (x)|) βημάτων ὁ AQ ἀπο-

φαίνεται ἐὰν K (x) ∈ Q. Λαμβάνοντας ὑπ’ ὄψιν ὅτι |K (x)| ≤ hK (κ (x)), ἐντὸς
pK (|x|)+fQ (hK (κ (x))) βημάτων ὁ νέος ἀλγόριθμοςA ἀποφαίνεται ἐὰν x ∈ Q.

Προφανῶς, γιὰ κάθε εἴσοδο x, ἔχουμε fQ (hK (κ (x))) ≥ 2 καὶ pK (|x|) ≥ 2,
ἄρα ἕπεται ὅτι pK (|x|) + fQ (hK (κ (x))) ≤ fQ (hK (κ (x))) · pK (|x|). Συνεπῶς

(Q, κ) ∈ FPT. a
1
῾Η ἀνισότητα αὐτὴ εἶναι πολὺ εὔκολο νὰ ἐπιτευχθῆ, διότι κάθε πρόβλημα λύνεται καὶ

ἐντὸς περισσοτέρου χρόνου. ῎Ετσι πάντα θὰ ὑπάρχη τέτοιο πολυώνυμο.
2
Προφανῶς, τὰ x0 καὶ x1 εἶναι ὅσο πιὸ μικρὰ σὲ μέγεθος γίνεται, ὥστε ὁ ἀρχικὸς ἀλγό-

ριθμος A, νὰ ἀποφαίνεται ἐντὸς ἐλαχίστων βημάτων. Γιὰ κάθε πρόβλημα εἶναι πολὺ εὔκολο

νὰ βροῦμε τέτοιες περιπτώσεις, συνήθως τὶς κατασκευάζουμε μελετώντας τὸν ἀλγόριθμο.
3
῾Ο A′, λόγω ἐξομοιώσεως, χρειάζεται πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων, ὡς πρὸς τὸν ἀριθμὸ

τῶν ἐξομοιουμένων βημάτων. ᾿Επειδὴ ἡ σύνθεση πολυωνύμων εἶναι πάντα πολυώνυμο, ὁ A′
χρειάζεται ἐπίσης, πολυωνυμικὸ ἀριθμὸ βημάτων ὡς πρὸς τὴν εἴσοδο τοῦ προβλήματος.
4
Προφανῶς, γιὰ κάθε εἴσοδο x χρειάζεται τοὐλάχιστον 1 βῆμα γιὰ τὴν κενὴ εἴσοδο, ἔως

τοὐλάχιστον |x| βήματα γιὰ νὰ τὴν διαβάση καὶ τοὐλάχιστον 1 βῆμα γιὰ τὴν ἔξοδό του, ἔχουμε

fQ (|x|) ≥ 2.
5
Παρομοίως καὶ ἐδῶ, γιὰ κάθε εἴσοδο x ἔχουμε pK (|x|) ≥ 2.
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Τὸ προηγούμενο θεώρημα ἐπιβεβαιώνει μὲ ἕναν ἄλλο τρόπο, ὅτι ἡ σημαντικὴ

παρατήρηση μετὰ τὸ λῆμμα 2.1 τοῦ κεφαλαίου 2, εἶναι σωστή. ῎Αρα τὰ προβλή-

ματα ποὺ ἐπιλύονται σὲ χρόνο f (κ (x))·p (|x|) μὲ f ὑπολογίσιμη καὶ p πολυώνυ-

μο, ἐπιλύονται ἐπίσης, σὲ χρόνο f ′ (κ (x))+p′ (|x|) μὲ κάποια ἄλλη ὑπολογίσιμη

συνάρτηση f ′ καὶ πολυώνυμο p′.
Οἱ εἴσοδοι πολλῶν προβλημάτων στὴν παραμετρικὴ πολυπλοκότητα ἀποτελοῦν-

ται ἀπὸ δύο μέρη καὶ ἡ παράμετρος εἶναι τὸ μῆκος τοῦ δευτέρου μέρους. Συν-

ήθως, οἱ fpt-ἀλγόριθμοι ἐπιλύουν αὐτὰ τὰ προβλήματα σὲ δύο βήματα. Πρῶ-

τα κάνουν μία προεργασία στὸ δεύτερο μέρος καὶ μετὰ χρησιμοποιώντας τὸ

ἀποτέλεσμα μαζί μὲ τὸ πρῶτο μέρος τῆς εἰσόδου, ἐπιλύουν τὸ πρόβλημα. ῞Ενα

τέτοιο πρόβλημα εἶναι ἡ ἀποτίμηση ἐρωτημάτων σὲ βάσεις δεδομένων
6
. Τὸ πρῶ-

το μέρος εἶναι ἡ βάση δεδομένων καὶ τὸ δεύτερο τὸ ἐρώτημα καὶ ἡ παράμετρος

τὸ μῆκος τοῦ ἐρωτήματος. ῾Ο ἀλγόριθμος βελτιστοποιεῖ τὸ ἐρώτημα, δηλαδὴ τὸ

μετατρέπει σὲ ἕνα ἄλλο ἰσοδύναμο ἐρώτημα, τὸ ὁποῖο ὑπολογίζεται πιὸ ἀποτε-

λεσματικὰ καὶ μετὰ τὸ ἀποτιμᾶ (ἐπιστρέφει τὰ δεδομένα). Τὸ ἑπόμενο θεώρημα

δεικνύει τὴν σημασία τῆς προεργασίας γιὰ τὰ προβλήματα τῆς κλάσεως FPT.

Je¸rhma 6.6: ῎Εστω (Q, κ) ἕνα παραμετροποιημένο πρόβλημα μὲ ἀλφάβητο

Σ. Τότε τὰ ἑπόμενα εἶναι ἰσοδύναμα:

1. Τὸ (Q, κ) ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

2. Τὸ (Q, κ) ἀνήκει στὴν κλάση P μετὰ ἀπὸ μία προεργασία ἐπὶ τῆς παρα-

μέτρου.

3. Τὸ Q εἶναι ἀποφάνσιμο καὶ τὸ (Q, κ) ἀνήκει τελικὰ στὴν κλάση P.

῾Η ἀπόδειξη αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος, εἶναι παρόμοια μὲ αὐτὴ τῆς προτάσεως 3.4

τοῦ κεφαλαίου 3.

6.3 Purhnopoi seic toÜ probl matoc p-K�-

lumma KorufÀn

῞Ενα σημαντικὸ πρόβλημα εἶναι τὸ p-K�lumma KorufÀn. Λόγω τῆς σχετικῆς

εὐκολίας του ἔχει μελετηθῆ ἀρκετά. ῾Υπάρχουν γι’ αὐτὸ μερικοὶ σημαντικοὶ

6
῍Αν καὶ τὸ συγκεκριμένο πρόβλημα εἰκάζεται ὅτι δὲν εἶναι στὸ FPT, δεικνύει μὲ εὔκολο

τρόπο τὴν ἰδέα τῆς προεργασίας ἐπὶ τῆς παραμέτρου. Στὸ τμῆμα 1.2.2 τοῦ κεφαλαίου 1, ὑ-

πάρχει τὸ σχετικὸ πρόβλημα τῶν συζευκτικῶν ἐρωτημάτων σὲ σχεσιακὲς βάσεις δεδομένων.
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πυρῆνες διαφόρων μεγεθῶν. ῾Η μελέτη αὐτοῦ τοῦ προβλήματος βοηθᾶ στὴν

μάθηση τεχνικῶν γιὰ τὴν κατασκευὴ πυρήνων καὶ σὲ ἄλλα προβλήματα τῆς

κλάσεως FPT.

6.3.1 <H purhnopoi sh Buss

L¨mma 6.11: Δεδομένου ἑνὸς γραφήματος G, κάθε κάλυμμα κορυφῶν του

μεγέθους k, περιέχει ὅλες τὶς κορυφὲς βαθμοῦ μεγαλυτέρου τοῦ k.

>Apìdeixh: ῎Εστω μία κορυφὴ v, βαθμοῦ τοὐλάχιστον k+ 1. Γιὰ νὰ καλυφθοῦν

οἱ τοὐλάχιστον k+ 1 ἀκμές της, χρειάζεται νὰ μποῦν στὸ κάλυμμα κορυφῶν, οἱ

τοὐλάχιστον k+1 γειτονικὲς κορυφὲς τῆς v ἢ ἡ ἴδια ἡ v. ᾿Επειδὴ τὸ κάλυμμα κο-

ρυφῶν τοῦG ἔχει μέγεθος k, συνάγεται ὅτι ἡ v ἀνήκει στὸ κάλυμμα κορυφῶν. a

L¨mma 6.12: Δεδομένου ἑνὸς γραφήματος G μέγιστου βαθμοῦ k, ἐὰν ἔχη

πάνω ἀπὸ k2
ἀκμές, δηλαδὴ E (G) > k2

, τότε δὲν ἔχει κάλυμμα κορυφῶν

μεγέθους k.

>Apìdeixh: ῎Εστω μία κορυφὴ v βαθμοῦ τὸ πολὺ k. ῾Η κορυφὴ v μπορεῖ νὰ

καλύψη τὸ πολὺ k ἀκμές. ῎Αρα k κορυφὲς μποροῦν νὰ καλύψουν τὸ πολὺ k2

ἀκμές. a

Αὐτὰ τὰ λήμματα, μᾶς δίνουν ἕναν τρόπο κατασκευῆς πυρήνα γιὰ τὴν εὕρεση

τοῦ καλύμματος κορυφῶν ἑνὸς γραφήματος. ῎Ετσι ὁ ἀλγόριθμος algVC τοῦ

κεφαλαίου 2 τοῦ τμήματος 2.2.1, θὰ χρησιμοποιῆται μόνο γιὰ μικρὰ γραφήματα.

Τὸ πλῆρες γράφημα (κλίκα) K2 ἔχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους 1, ἄρα ἡ ἔξ-

οδος ΝΑΙ θὰ εἶναι τὸ (K2, 1).
Τὸ πλῆρες γράφημα K3 ἔχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους 2, ἀλλὰ ὄχι 1, ἄρα ἡ

ἔξοδος ΟΧΙ θὰ εἶναι τὸ (K3, 1).
᾿Εὰν τὸ γράφημα ἔχη κορυφὴ βαθμοῦ k + 1, τότε αὐτὴ θὰ ἀνήκη στὸ κάλυμμα

κορυφῶν μεγέθους k.
᾿Εὰν τὸ γράφημα εἶναι βαθμοῦ k καὶ ἔχει περισσότερες ἀπὸ k2

ἀκμές, τότε ἡ

ἀπάντηση εἶναι ὄχι.

᾿Εὰν τὸ γράφημα εἶναι βαθμοῦ k καὶ ἔχη τὸ πολὺ k2
ἀκμές, καλεῖται ἡ algVCf

γιὰ νὰ ἀπαντήση.

῍Ας δοῦμε τὸν πυρήνα τοῦ Buss, ὥστε νὰ γίνη κατανοητή ἡ τεχνικὴ τῆς αὐ-

τοαναγωγῆς μὲ τὴν χρήση πυρήνα.

Prìtash 6.12: Τὸ p-K�lumma KorufÀn ἔχει πυρήνα μεγέθους k2
.

>Apìdeixh: ῾Ο ἑπόμενος ἀλγόριθμος εἶναι ὁ πυρήνας Buss. Στὸ βῆμα 3.(α΄)
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χρειάζεται χρόνος τοὐλάχιστον O (|V (G)|) + O (|E (G)|), διότι ἀφαιρεῖται ἡ

v καὶ μετὰ ψάχνεται τὸ γράφημα ὡς πρὸς τὶς ἀκμὲς καὶ τὶς κορυφές, γιὰ νὰ

κατασκευασθῆ τὸ G− v 7.
Τὸ βάθος τῆς ἀναδρομῆς εἶναι τὸ πολὺ k, ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὸ βῆμα 3.(γ΄).

῾Επομένως ὁ συνολικὸς χρόνος εἶναι O (k · (|V (G)|+ |E (G)|)).
Τὸ μέγεθος τοῦ πυρήνα εἶναι k2

, διότι ἀπὸ αὐτὸ τὸν ἀριθμὸ τῶν ἀκμῶν καὶ

κάτω, ὁ πυρήνας ἔχει ὡς ἔξοδο ἕνα γράφημα μὲ τὸ πολὺ 2 · k2
κορυφές, γιὰ τὸ

ὁποῖο πρέπει νὰ λυθῆ τὸ πρόβλημα. a

Pur nac Buss.

Bussf(G, k)
// G = (V,E) γράφημα, k ≥ 0

1. ᾿Εὰν |E (G)| = 0 τότε

ἐπίστρεψε (K2, 1) // ῎Εξοδος ΝΑΙ

2. ᾿Εὰν k = 0 ∧ |E (G)| > 0 τότε

ἐπίστρεψε (K3, 1) // ῎Εξοδος ΟΧΙ

3. ᾿Εὰν ὑπάρχη κορυφὴ v βαθμοῦ μεγαλυτέρου τοῦ k

(αʹ) Κατασκεύασε τὸ γράφημα G− v
(βʹ) Κατασκεύασε τὸ γράφημα G′, ἀφαιρώντας ὅλες τὶς κο-

ρυφὲς βαθμοῦ 0 ἀπὸ τὸ G− v
(γʹ) ᾿Επίστρεψε Bussf(G′, k − 1)

4. ᾿Εὰν |E (G)| > k2

(αʹ) ᾿Επίστρεψε (K3, 1) // ῎Εξοδος ΟΧΙ

5. ᾿Επίστρεψε (G, k) // ῎Εξοδος γιὰ κλήση τῆς algVCf

6.3.2 <H purhnopoi sh Nemhauser Trotter

᾿Εδῶ ἡ προσέγγιση θὰ εἶναι πολὺ διαφορετική, πάλι ὅμως χρειαζόμαστε τὶς

ἐξόδους ΝΑΙ, ΟΧΙ γιὰ τὸν πυρήνα. Οἱ ἔξοδοι ΝΑΙ, ΟΧΙ θὰ εἶναι ἴδιες μὲ αὐ-

τὲς τῆς πυρηνοποιήσεως τοῦ Buss. ῍Ας διατυπώσουμε τὸ βασικὸ θεώρημα τῶν

7
Πάντα στὸ O λαμβάνεται ὑπ’ ὄψιν τὸ βῆμα μὲ τὸν μεγαλύτερο χρόνο, διότι τὰ ὑπόλοιπα

βήματα ἐνσωματώνονται, χωρὶς ρητὴ ἀναφορὰ σὲ αὐτὴν τὴν πρᾶξι. Π.χ. στὸ βῆμα 3.(β΄)

χρειάζεται χρόνος O (|V (G)|), ἀλλὰ αὐτὸς ὁ χρόνος ἔχει ἐνσωματωθῆ στὸ O τοῦ βήματος

3.(α΄), αὐξάνοντας τὸν σταθερὸ παράγοντα στὸ O.
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Nemhauser Trotter.

Je¸rhma 6.7: ῾Υπάρχει πυρηνοποίηση τοῦ p-K�lumma KorufÀn, τέτοια

ὥστε, γιὰ κάθε εἴσοδο (G, k) νὰ δίνη ἐντὸς πολυωνυμικοῦ χρόνου, μία ἔξοδο

ΟΧΙ ἢ μία ἔξοδο (G′, k′), μὲ k′ ≤ k καὶ |V (G′)| ≤ 2 · k′.

῾Η ἀξία αὐτῆς τῆς πυρηνοποιήσεως ἔγκειται στὸν περιορισμὸ |V (G′)| ≤ 2 · k′,
διότι μειώνει πάρα πολὺ τὸν ἀριθμὸ τῶν κορυφῶν τοῦ γραφήματος τῆς ἐξόδου,

μὲ ἀποτέλεσμα νὰ ἔχουμε ἀπάντηση ΟΧΙ κατ’ εὐθείαν, μὲ ἁπλὴ καταμέτρηση

τῶν κορυφῶν γιὰ ὅλα τὰ γραφήματα G′ μὲ πάνω ἀπὸ 2 · k′ κορυφές. Αὐτὴ

ἡ πολυωνυμικὴ πυρηνοποίηση, ἐπιτυγχάνεται μὲ τὴν βοήθεια τοῦ γραμμικοῦ

προγραμματισμοῦ. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος χρειαζόμαστε τὰ

ἑπόμενα δύο λήμματα. Πρὶν ἀπὸ τὰ δύο αὐτὰ λήμματα, θὰ δοθῆ μία ἐλάχιστη

περίληψη, τὶ περίπου εἶναι ὁ γραμμικὸς προγραμματισμός.

Grammikäc programmatismìc

῾Ο γραμμικὸς προγραμματισμὸς ἐλαχιστοποιεῖ (ἢ μεγιστοποιεῖ) ἕνα ἄθροισμα

ὑπὸ δεδομένων συνθηκῶν. Οἱ συνθῆκες αὐτὲς εἶναι ἀνισώσεις καὶ ἐξισώσεις

τῶν ὁποίων οἱ μεταβλητὲς εἶναι βαθμοῦ ἕνα. ᾿Εὰν ψάχνουμε τὴν λύση ἑνὸς γραμ-

μικοῦ συστήματος στὸ R ἔχουμε γραμμικὸ προγραμματισμό, ἐὰν τὴν ψάχνουμε

στὸ Z ἔχουμε ἀκέραιο γραμμικὸ προγραμματισμό. ῾Ο γραμμικὸς προγραμμα-

τισμὸς ἀνήκει στὴν κλάση P τῆς κλασσικῆς πολυπλοκότητας, ὅμως ὁ ἀκέραιος

γραμμικὸς προγραμματισμὸς ἀνήκει στὴν κλάση NP.

᾿Εδῶ πληροφοριακὰ καὶ μόνον θὰ ἀναφερθῆ ἕνα σημαντικὸ πρόβλημα:

p-Grammikäc Akèraioc Programmatismäc (p-Integer Programming
ἢ p-Integer Linear Programming Feasibility)

EÒsodoc : ῞Ενας πίνακας A ∈ Zm×n καὶ ἕνα διάνυσμα ~b ∈ Zm.

Par�metroc : κ
(
A,~b

)
= n.

>Er¸thsh : ῾Υπάρχει διάνυσμα ~x ∈ Nn0 τέτοιο ὥστε A · ~x ≤ ~b;

Μὲ N0 συμβολίζεται τὸ σύνολο τῶν μὴ ἀρνητικῶν ἀκεραίων
8
, δηλαδὴ τὸ N∪{0}.

Τὸ πρόβλημα αὐτὸ χρησιμοποιεῖται σὲ ἀρκετὲς ἀποδείξεις, γιὰ νὰ δειχθῆ ὅτι κά-

ποια ἄλλα προβλήματα ἀνήκουν στὴν κλάση FPT, διότι ἀπαντᾶ ἐὰν ἕνα πρόβλη-

μα ἀκεραίου γραμμικοῦ προγραμματισμοῦ ἔχη λύση, ὄχι κατ’ ἀνάγκη βέλτιστη,

8
Εἶναι λίγο συγκεχυμένο στὴν βιβλιογραφία, διότι μερικὲς φορὲς ταυτίζονται οἱ φυσικοὶ

ἀριθμοὶ N μὲ τοὺς μὴ ἀρνητικοὺς ἀκεραίους N0, ἀναλόγως τοῦ τί θεωρεῖται τὸ 0 (μηδέν),

φυσικὸς ἢ ὄχι.
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στοὺς φυσικοὺς ἀριθμούς.

Je¸rhma 6.8: ῾Ο p-Grammikäc Akèraioc Programmatismäc ἀνήκει στὴν

κλάση FPT.

῾Η ἀπόδειξη αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος ἀπαιτεῖ γνώσεις ἀπὸ τὴν ἀλγοριθμικὴ θεωρία

ἀριθμῶν καὶ δὲν εἶναι ἁπλή.

Γιὰ τὸ p-K�lumma KorufÀn χρειαζόμαστε τὸν ἀκέραιο γραμμικὸ προγραμ-

ματισμό, βάζοντας τιμὴ 1 σὲ κάθε κορυφὴ τοῦ καλύμματος καὶ τιμὴ 0 σὲ κάθε

κορυφὴ ἐκτὸς καλύμματος. Συνεπῶς, γιὰ κάθε ἀκμὴ θὰ πρέπη τὸ ἄθροισμα τῶν

ἀντιστοίχων μεταβλητῶν τῶν κορυφῶν της, νὰ εἶναι μεγαλύτερο ἢ ἴσο τοῦ ἑνός.

Λόγω τῆς φύσεως τοῦ γραμμικοῦ προγραμματισμοῦ, ὁ ὁποῖος ἐλαχιστοποιεῖ

(ἢ μεγιστοποιεῖ) ἕνα ἄθροισμα, ποὺ στὴν συγκεκριμένη περίπτωση εἶναι τὸ ἄ-

θροισμα ὅλων τῶν μεταβητῶν ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὶς κορυφὲς τοῦ γραφήματος,

βρίσκεται πάντοτε τὸ ἐλάχιστο κάλυμμα κορυφῶν.

>Akèraioc grammikäc programmatismäc gi� tä p-K�lumma Ko-
rufÀn

῎ΕστωG τὸ γράφημα γιὰ τὸ ὁποῖο ἐρωτᾶται ἐὰν ἔχη κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους

k. ῞Οπως εἴπαμε παραπάνω, χρειάζεται νὰ βρεθῆ τὸ ἐλάχιστο κάλυμμα κορυφῶν

καὶ ἐὰν εἶναι μικρότερο ἢ ἴσο τοῦ k, ἡ ἀπάντηση θὰ εἶναι ναί, ἀλλιῶς ἡ ἀπάντηση

θὰ εἶναι ὄχι.

῍Ας δοῦμε τὸ πρόβλημα L (G) στὸν γραμμικὸ προγραμματισμό.

Γραμμικὸ σύστημα L (G)

Νὰ ἐλαχιστοποιηθῆ τὸ

∑
v∈V (G)

xv

Δεδομένων τῶν συνθηκῶν:

xv + xu ≥ 1 γιὰ κάθε ἀκμὴ {v, u} ∈ E (G)

xv ≥ 0 γιὰ κάθε κορυφὴ v ∈ V (G)

᾿Επειδὴ ἔχουμε ἕνα πρόβλημα ἐλαχιστοποιήσεως, παρατηροῦμε ὅτι γιὰ κάθε

βέλτιστη λύση τοῦ συστήματος L (G) στὸν γραμμικὸ προγραμματισμό, ἀκέραιο

ἢ ὄχι, ἔχουμε xv ∈ [0, 1] γιὰ κάθε κορυφὴ v ∈ V (G). Γιὰ εὐκολία, ὅπως θὰ

δοῦμε παρακάτω, προσθέτουμε καὶ τὴν ἀνισότητα

xv ≤ 1 γιὰ κάθε κορυφὴ v ∈ V (G)
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ἔτσι ἔχουμε τὸ L′ (G). Κανονικὰ δὲν χρειάζεται ὁ περιορισμὸς xv ≤ 1. Γιὰ τὴν

ἀποφυγὴ ἀποδείξεως
9
αὐτοῦ τοῦ γεγονότος, τελικῶς μπαίνει αὐτὸς ὁ περιορι-

σμὸς xv ≤ 1 στὸ σύστημα L (G) καὶ ἔχουμε τὸ L′ (G).
Στὸν γραμμικὸ προγραμματισμό, ἔχουμε xv ∈ R γιὰ κάθε κορυφὴ v ∈ V (G),
ἐνῶ στὸν ἀκέραιο, xv ∈ Z γιὰ κάθε κορυφὴ v ∈ V (G).
Μία λύση (xv) ∈ R|V (G)|

τοῦ παραπάνω συστήματος L (G) στὸν γραμμικὸ

προγραμματισμό, καλεῖται ἡμιακεραία, ἐὰν xv ∈
{

0, 1
2
, 1
}

γιὰ κάθε κορυφὴ

v ∈ V (G).

L¨mma 6.13: Γιὰ κάθε γράφημα G τὸ σύστημα L (G) (ἢ γιὰ εὐκολία τὸ

L′ (G)) ἔχει ἡμιακέραια λύση.

῾Η βασικὴ ἰδέα εἶναι, ἐὰν μποροῦμε νὰ μετασχηματίσουμε εὔκολα, δηλαδὴ σὲ

πολυωνυμικὸ χρόνο, μία τυχαία λύση τοῦ γραμμικοῦ συστήματος σὲ ἡμιακέραι-

α. Αὐτὸ μπορεῖ νὰ γίνη σταδιακά, βρίσκοντας κάθε φορὰ μία λύση μὲ περισ-

σοτέρους ἡμιακεραίους καὶ σταματώντας ὅταν ὅλοι οἱ ἀριθμοὶ τῆς λύσεως εἶναι

ἡμιακέραιοι.

>Apìdeixh: ῎Εστω μία βέλτιστη λύση (xv)v∈V (G) ∈ R|V (G)|
τοῦ συστήματος

L (G), ποὺ δὲν εἶναι ἀκέραια ἢ ἡμιακέραια.

῍Ας προσπαθήσουμε νὰ μετασχηματίσουμε τὴν λύση (xv)v∈V (G) σὲ μία ἄλλη

λύση (zv)v∈V (G) τοῦ L (G), ἔτσι ὥστε

1.
∑

v∈V (G) xv =
∑

v∈V (G) zv

2. ῾Η (zv)v∈V (G) νὰ ἔχη περισσοτέρους ἡμιακεραίους ἀπὸ τὴν (xv)v∈V (G)

Στὸ (1.) παραπάνω, βάζουμε ἰσότητα καὶ ὄχι ἀνισότητα, διότι ἐὰν μπῆ ἀνισότη-

τα, τότε μία ἐκ τῶν δύο λύσεων δὲν εἶναι βέλτιστη.

᾿Εὰν αὐτὸ ἐπιτευχθῆ ἐντὸς πολυωνυμικοῦ χρόνου, τότε κάνοντας αὐτὸ τὸ πολὺ

|V (G)| φορές, ἔχουμε βρεῖ μία ἡμιακέραια λύση τοῦ L (G). ῎Εστω

ε = min

{
|xv| ,

∣∣∣∣xv − 1

2

∣∣∣∣ , |xv − 1| | xv /∈
{

0,
1

2
, 1

}}
Προφανῶς, ἐὰν ἡ λύση εἶναι ἡμιακέραια τὸ ε δὲν ὁρίζεται, διότι οὐσιαστικὰ δὲν

ἔχουμε νὰ ἀποδείξουμε τίποτα. Βάσει αὐτοῦ τοῦ ε, θὰ ὁρισθοῦν οἱ (x′v)v∈V (G)

9
Σκελετὸς ἀποδείξεως μὲ εἰς ἄτοπον ἀπαγωγή: ῎Εστω (xv)v∈V (G) ∈ R|V (G)|

μία βέλτιστη

λύση τοῦ L (G), ποὺ ἐλαχιστοποιεῖ τὸ
∑
v∈V (G) xv. ῎Εστω, γιὰ τοὐλάχιστον ἕνα xv′ , ἰσχύει

xv′ > 1. Θέτουμε xv′ = 1, τότε τὸ
∑
v∈V (G) xv γίνεται ἀκόμη πιὸ μικρὸ καὶ εὔκολα μετὰ

ἀποδεικνύεται, ὅτι σὲ κάθε ἀνίσωση ποὺ ἀπαντᾶται τὸ xv′ , αὐτὴ ἰσχύει. ῎Ατοπο.
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καὶ (x′′v)v∈V (G), ὡς ἑξῆς:

x′v =


xv + ε ἐὰν 0 < xv <

1
2

xv − ε ἐὰν
1
2
< xv < 1

xv ἀλλιῶς

καί x′′v =


xv − ε ἐὰν 0 < xv <

1
2

xv + ε ἐὰν
1
2
< xv < 1

xv ἀλλιῶς

Θὰ δειχθῆ ὅτι οἱ (x′v)v∈V (G) καὶ (x′′v)v∈V (G), εἶναι λύσεις τοῦ L (G) (L′ (G)),
μετὰ θὰ δειχθῆ ὅτι εἶναι καὶ βέλτιστες λύσεις.

῍Ας δοῦμε τί ἰσχύει γιὰ τὶς συνθῆκες (ἀνισώσεις) τοῦ L (G). Γιὰ τὴν πρώτη

ὑποψήφια λύση (x′v)v∈V (G) καὶ γιὰ κάθε ἀκμὴ {v, u} τοῦ G, ἔχουμε:

᾿Εὰν xv ∈
{

0, 1
2
, 1
}
, τότε x′v = xv. ᾿Εὰν xv = 0, τότε x′u = xu = 1 καὶ συνεπῶς

xv + xu = x′v + x′u = 1

᾿Εὰν xv = 1, τότε ὅτι καὶ νὰ εἶναι τὸ xu ἔχουμε

x′v + x′u ≥ 1

᾿Εὰν xv = 1
2
, τότε xu ≥ 1

2
καὶ συνεπῶς x′u = 1 ἢ x′u = 1

2
ἢ x′u = xu− ε. ᾿Επειδὴ

τὸ ε εἶναι τὸ ἐλάχιστο ποὺ μποροῦμε νὰ πάρουμε, προφανῶς xu − ε ≥ 1
2
στὴν

τρίτη περίπτωση, ἄρα

xv + xu ≥ x′v + x′u ≥ 1

᾿Εὰν 0 < xv <
1
2
, τότε xu >

1
2
(παρομοίως ἀποδεικνύεται καὶ ἡ περίπτωση ποὺ

1 > xv >
1
2
), ἄρα x′v = xv + ε καὶ x′u = xu− ε ἢ x′u = 1 (ἐὰν x′u = 1, τότε στὸν

παρακάτω τύπο δὲν χρειάζεται τὸ − ε) καὶ συνεπῶς

x′v + x′u = xv + ε+ xu − ε ≥ xv + xu ≥ 1

Προφανῶς x′v ≥ 0 γιὰ κάθε v ∈ V (G). ῎Αρα ἡ (x′v)v∈V (G) εἶναι λύση τοῦ L (G)
(L′ (G)).
Παρομοίως ἀποδεικνύεται ὅτι καὶ ἡ (x′′v)v∈V (G) εἶναι λύση τοῦ L (G) (L′ (G)).
Γιὰ τὰ ἀθροίσματα τῶν δύο λύσεων πρὸς ἐλαχιστοποίηση, παρατηροῦμε ὅτι∑

v∈V (G)

x′v +
∑

v∈V (G)

x′′v = 2 ·
∑

v∈V (G)

xv

ἐὰν
∑

v∈V (G) x
′
v 6=

∑
v∈V (G) x

′′
v, τότε ἕνα ἀπὸ τὰ δύο αὐτὰ ἀθροίσματα θὰ ἦταν

μικρότερο ἀπὸ τὸ
∑

v∈V (G) xv, ἑπομένως ἡ λύση (xv)v∈V (G) δὲν θὰ εἶχε τὸ

ἐλάχιστο ἄθροισμα, ἄτοπο. ῎Αρα∑
v∈V (G)

x′v =
∑

v∈V (G)

x′′v =
∑

v∈V (G)

xv
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Παρατηροῦμε ὅτι μία ἐκ τῶν δύο λύσεων ἔχει σίγουρα περισσοτέρους ἡμιακε-

ραίους ἀπὸ τὴν (xv)v∈V (G). Αὐτὸ συμβαίνει ἀπὸ τὸν τρόπο ὁρισμοῦ τοῦ ε ὡς

ἀπόλυτος τιμή, ἔτσι ἐὰν προστεθῆ ἢ ἀφαιρεθῆ ἀπὸ τὸ xv ἀπὸ τὸ ὁποῖο προῆλθε,

θὰ δώση 0 ἢ 1/2 ἢ 1.

Διαλέγουμε ἀπὸ τὶς δύο λύσεις (x′v)v∈V (G) καὶ (x′′v)v∈V (G), αὐτὴν ποὺ ἔχει τοὺς

περισσοτέρους ἡμιακεραίους καὶ ἐπαναλαμβάνοντας τὴν ἴδια διαδικασία τὸ πολὺ

|V (G)| φορές, κατασκευάζεται μία λύση (zv)v∈V (G), ἡ ὁποία ἀποτελεῖται ἀπο-

κλειστικὰ ἀπὸ ἡμιακεραίους. a

Παρατηροῦμε ὅτι ἡ προηγουμένη ἀπόδειξη εἶναι κατασκευαστική. Θέτοντας

n = |V (G)|, χρειάζεται χρόνος O (n) γιὰ τὴν εὕρεση τοῦ ε καὶ χρόνος O (n)
γιὰ τὴν εὕρεση τῶν (x′v)v∈V (G) καὶ (x′′v)v∈V (G), δεδομένου ὅτι γιὰ εὐκολία, ὅλες

οἱ πράξεις τῆς ἀριθμητικῆς
10

γίνονται σὲ χρόνο O (1), δηλαδὴ σὲ σταθερὸ ἀ-

ριθμὸ βημάτων. ῾Υπολογίζεται πρῶτα ἡ (x′v)v∈V (G) καὶ ἐὰν ἔχη περισσοτέρους

ἡμιακεραίους ἀπὸ τὴν (xv)v∈V (G), τότε δὲν ὑπολογίζεται ἡ (x′′v)v∈V (G)
11
. ῞Ολα

τὰ προηγούμενα βήματα πρέπει νὰ γίνουν, ὅπως προκύπτει ἀπὸ τὸ τέλος τῆς

ἀποδείξεως τοῦ προηγουμένου λήμματος, τὸ πολὺ n φορές. ῎Αρα ὁ συνολικὸς

χρόνος εἶναι O (n2).

L¨mma 6.14: ῎Εστω (xv)v∈V (G) μία βέλτιστη ἡμιακέραια λύση τοῦ συστή-

ματος L (G) (ἢ γιὰ εὐκολία τοῦ L′ (G)). ῾Ορίζεται μία διαμερίση τοῦ συνόλου

V (G) σὲ τρία ὑποσύνολά του, ἕνα γιὰ κάθε r ∈
{

0, 1
2
, 1
}
, ὡς ἑξῆς Vr =

{v | v ∈ V (G) ∧ xv = r} καὶ μὲ Gr συμβολίζεται τὸ ἐναγόμενο ὑπογράφημα

G [Vr]. Τότε

1. vc
(
G 1

2

)
≥
∣∣∣V 1

2

∣∣∣ /2
2. vc(G) = vc

(
G 1

2

)
+ |V1|

Μὲ vc συμβολίζεται γιὰ κάθε γράφημα H, τὸ vc(H) = min {|S| | S κάλυμμα

κορυφῶν τοῦ H}, δηλαδὴ εἶναι ὁ ἀριθμὸς τῶν κορυφῶν τοῦ ἐλαχίστου, ὡς πρὸς

τὸν πληθικὸ ἀριθμό, καλύμματος. ῾Επομένως, ἕνα γράφημα H μπορεῖ νὰ ἔχη

δύο καλύμματα, τέτοια ὥστε vc(H) = |S1| = |S2| καὶ S1 6= S2.

>Apìdeixh: ᾿Εὰν τὸ σύνολο S ⊆ V (G) εἶναι κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G, τότε

10
Πρόσθεση, ἀφαίρεση, πολλαπλασιασμὸς καὶ διαίρεση. Στὴν πραγματικότητα ὁ πολλαπλα-

σιασμὸς εἶναι ἡ πιὸ δύσκολη πρᾶξι καὶ γίνεται σὲ χρόνο O (x · lnx · ln lnx).
11
᾿Εκ τῶν πραγμάτων, ἡ μία λύση ἔχει σίγουρα περισσοτέρους ἡμιακεραίους· ἡ πιθανότητα

νὰ βρεθοῦν στὴν ἄλλη λύση περισσότεροι ἡμιακέραιοι εἶναι ἐλάχιστη, λόγω τοῦ τρόπου ὁρι-

σμοῦ τοῦ ε. ῾Επομένως, ὁ ἀλγόριθμος δὲν ὑπολογίζει καθόλου τὴν δεύτερη λύση καὶ κερδίζει

χρόνο, κατ’ οὐσίαν μειώνει τὸν σταθερὸ παράγοντα τοῦ O.
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τὰ Sr = S ∩ Vr εἶναι καλύμματα κορυφῶν τῶν Gr γιὰ κάθε r ∈
{

0, 1
2
, 1
}
.

Αὐτὸ συμβαίνει, διότι γιὰ κάθε r1, r2 ∈
{

0, 1
2
, 1
}
, οἱ ἀκμὲς μεταξὺ τῶν κορυφῶν

τῶν δύο συνόλων Vr1 καὶ Vr2 τοῦ G, στὰ ἐναγόμενα γραφήματα Gr1 καὶ Gr2

δὲν ὑφίστανται καὶ δὲν τίθεται θέμα πῶς θὰ καλυφθοῦν. Οἱ ἀκμὲς μεταξύ τῶν

κορυφῶν τοῦ ἑκάστοτε Gr γιὰ κάθε r ∈
{

0, 1
2
, 1
}
καλύπτονται ἀπὸ τὸ ἑκάστοτε

Sr, διότι καὶ οἱ δύο κορυφὲς τῶν ἀκμῶν βρίσκονται ἐντὸς τοῦ ἑκάστοτε Vr καὶ

ἐφόσον τὸ S εἶναι κάλυμμα, κάποια ἀπὸ τὶς δύο κορυφὲς θὰ ἀνήκη στὸ S καὶ

προφανῶς θὰ ἀνήκη καὶ στὴν τομὴ του μὲ τὸ ἑκάστοτε Vr.
᾿Εὰν τὸ S ′ εἶναι κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G 1

2
, τότε τὸ S ′ ∪ V1 εἶναι κάλυμμα κο-

ρυφῶν τοῦ G. Προφανῶς S ′ ∩ V1 = ∅.
Αὐτὸ συμβαίνει, λόγω τῆς ἀνισότητος xv +xu ≥ 1 γιὰ κάθε ἀκμὴ {v, u} στὸ G.

Κάθε ἀκμὴ ποὺ ἔχει μία κορυφὴ στὸ V0, ἔχει ἀναγκαστικὰ τὴν ἄλλη της κορυφὴ

στὸ V1 καὶ δὲν ὑφίσταται καμμιὰ ἀκμή, πάλι λόγω τῆς xv + xu ≥ 1, μεταξὺ τῶν

δύο συνόλων V 1
2
καὶ V0, τέλος ὅλες οἱ ἀκμὲς μεταξὺ τῶν συνόλων V1 καὶ V 1

2

καλύπτονται ἀπὸ τὶς κορυφὲς τοῦ V1. Δεδομένου ὅτι |S ′| ≥ vc
(
G 1

2

)
, ἔχουμε

|S ′|+ |V1| ≥ vc
(
G 1

2

)
+ |V1| ≥ vc (G).

᾿Εὰν vc (G) <
∑

v∈V (G) xv, τότε βάζοντας τιμὴ 1 στὶς μεταβλητὲς xv τῶν ἀν-

τιστοίχων κορυφῶν v τοῦ καλύμματος καὶ στὶς ὑπόλοιπες μεταβλητὲς τιμὴ 0,

παρατηροῦμε ὅτι ἡ ἡμιακέραια λύση δὲν εἶναι βέλτιστη. ῎Ατοπο.

Συνδυάζοντας τὰ παραπάνω ἔχουμε

vc
(
G 1

2

)
+ |V1| ≥ vc (G) ≥

∑
v∈V (G)

xv =
1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣+ |V1| (1)

διότι ὅλες οἱ κορυφὲς τοῦ V 1
2
ἔχουν τιμὴ 1/2 12 καὶ τῶν V0, V1 ἀντιστοίχως 0

καὶ 1. Κάνοντας πράξεις ἔχουμε τὸ (1.) τοῦ λήμματος

vc
(
G 1

2

)
≥ 1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣
Γιὰ τὴν ἀπόδειξη τοῦ (2.) τοῦ λήμματος, παρατηροῦμε ἀπὸ τὰ προηγούμενα, ὅτι

vc
(
G 1

2

)
+|V1| ≥ vc (G). ῎Εστω S ⊆ V (G) ἕνα κάλυμμα τοῦ G μὲ τὸν ἐλάχιστο

ἀριθμὸ κορυφῶν vc(G). Γιὰ τὸ S ὁρίζεται Sr = S ∩ Vr γιὰ κάθε r ∈
{

0, 1
2
, 1
}
.

Θὰ ὁρισθῆ μία νέα ὑποψήφια λύση (x′v)v∈V (G), γιὰ τὸ σύστημα L (G) (L′ (G)),

χρησιμοποιώντας τὴν διαμέριση Vr τῆς (xv)v∈V (G) μὲ r ∈
{

0, 1
2
, 1
}
, ἡ ὁποία θὰ

12
Συνεπῶς, ἔχουμε

∣∣∣V 1
2

∣∣∣ τὸ πλῆθος φορές, τὴν τιμὴ 1/2.



PURHNOPOIHSEIS TOU PROBLHMATOS p-K�lumma Korufwn 79

εἶναι ἡμιακέραια ἐξ ὁρισμοῦ, ὡς ἑξῆς:

x′v =


1 ἐὰν v ∈ S1 ἄρα xv = x′v
1
2

ἐὰν v ∈ V1 − S1 ἄρα xv > x′v
ἢ v ∈ V 1

2
ἄρα xv = x′v

ἢ v ∈ S0 ἄρα xv < x′v
0 ἀλλιῶς, δηλαδὴ στὸ V0 − S0 ἄρα xv = x′v

῾Η (x′v)v∈V (G) εἶναι λύση τοῦ L (G), διότι γιὰ κάθε ἀκμὴ {v, u} τοῦ G ἔχουμε

τρεῖς περιπτώσεις:

1. ᾿Εὰν ἡ μία κορυφή της ἀνήκη στὸ S1,

2. ἐὰν ἡ μία κορυφή της ἀνήκη στὸ V1 − S1 ∪ V 1
2
∪ S0 καὶ τέλος

3. ἐὰν ἡ μία κορυφή της ἀνήκη στὸ V0 − S0.

῾Η πρώτη περίπτωση εἶναι εὔκολη, στὴν δεύτερη περίπτωση, ὅπου καὶ νὰ ἀνήκη ἡ

μία κορυφὴ τῆς ἀκμῆς, ἐκτὸς βεβαίως τοῦ V1−S1 ποὺ θὰ ἀποδειχθῆ στὴν τρίτη

περίπτωση, εἶναι πάλι εὔκολο. Στὴν τρίτη περίπτωση, ἔστω ἡ v ∈ V0−S0, τότε

ἡ κορυφὴ u δὲν μπορεῖ νὰ ἀνήκη στὰ V 1
2
καὶ V0, διότι ἡ (xv)v∈V (G) εἶναι λύση,

ἄρα θὰ ἀνήκη στὸ V1, δηλαδὴ στὸ S1 ἢ στὸ V1 − S1. Τὸ S εἶναι κάλυμμα τοῦ

G 13, ἄρα ἡ u θὰ ἀνήκη καὶ στὸ S, ἄρα καὶ στὸ S1. Γίνεται φανερὸ στὴν δεύτερη

περίπτωση μὲ εἰς ἄτοπον ἀπαγωγή, ὅτι ἐὰν v ∈ V1 − S1 τότε u /∈ V0 − S0.

Σὲ ὅλες τὶς προηγούμενες περιπτώσεις ἱκανοποιεῖται ἡ ἀνισότητα x′v + x′u ≥ 1.
Τέλος, εἶναι προφανές, ὅτι ἱκανοποιεῖται ἐξ ὁρισμοῦ, ἡ ἀνισότητα x′v ≥ 0 γιὰ

ὅλα τὰ x′v. ῎Αρα ἡ (x′v)v∈V (G) εἶναι ἡμιακέραια λύση τοῦ L (G).

῎Ετσι ἔχουμε ὅτι
∑

v∈V (G) x
′
v ≥

∑
v∈V (G) xv, ἀλλιῶς ὅπως δείξαμε παραπάνω

καταλήγουμε σὲ ἄτοπο. Γιὰ τὸ
∑

v∈V (G) x
′
v, ὁμαδοποιώντας καταλλήλως τὴν

ἡμιακέραια λύση (x′v)v∈V (G), ἔχουμε∑
v∈V (G)

x′v = |S1|+
1

2
· |V1 − S1|+

1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣+
1

2
· |S0|

᾿Επειδὴ |V1 − S1| = |V1| − |S1|, κάνοντας πράξεις στὸν προηγούμενο τύπο

ἔχουμε ∑
v∈V (G)

x′v =
1

2
· |S1|+

1

2
· |V1|+

1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣+
1

2
· |S0|

13
Συνεπῶς τὸ S καλύπτει καὶ τὴν ἀκμὴ {v, u} καὶ v /∈ S.
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Συνδυάζοντας τὴν προηγουμένη ἐξίσωση μὲ τὴν (1) καὶ κάνοντας πράξεις ἔχουμε

1
2
· |S1|+ 1

2
· |V1|+ 1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣+ 1
2
· |S0| =∑

v∈V (G) x
′
v ≥

∑
v∈V (G) xv = 1

2
·
∣∣∣V 1

2

∣∣∣+ |V1| ⇒
|S1|+ |S0| ≥ |V1| (2)

Λαμβάνοντας ὑπ’ ὄψιν ὅτι τὰ Sr μὲ r ∈
{

0, 1
2
, 1
}

εἶναι διαμέριση τοῦ S, ὅτι

vc
(
G 1

2

)
≤
∣∣∣S 1

2

∣∣∣ καὶ τέλος τὴν (2) ἔχουμε

vc
(
G 1

2

)
+ |V1| ≤

∣∣∣S 1
2

∣∣∣+ |V1| ≤
∣∣∣S 1

2

∣∣∣+ |S1|+ |S0| = |S| = vc (G)

Συνδυάζοντας τὸν προηγούμενο τύπο πάλι μὲ τὴν (1), ἔχουμε

vc
(
G 1

2

)
+ |V1| = vc (G)

καὶ τὸ (2.) τοῦ λήμματος ἀποδείχθηκε. a

Συνεπῶς, δοθείσης μιᾶς ἡμιακαιρέας λύσεως, ἐὰν k−|V1| < n′/2 μὲ n′ =
∣∣∣V 1

2

∣∣∣,
τότε σὲ χρόνο O (n′) ἔχουμε ἀπάντηση ΟΧΙ, ἀλλιῶς πρέπει νὰ λυθῆ τὸ πρόβλη-

μα μὲ εἴσοδο τὸ G 1
2
καὶ παράμετρο τὸ k − |V1|, ἀφοῦ ἤδη οἱ κορυφὲς τοῦ V1

ἀνήκουν στὸ κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G.

>Apìdeixh toÜ jewr matoc 6.7 tÀn Nemhauser Trotter: ῎Εστω n = |V (G)|
ὁ ἀριθμὸς τῶν κορυφῶν καὶ m = |E (G)| ὁ ἀριθμὸς τῶν ἀκμῶν τοῦ G. Τὸ

σύστημα L (G) κατασκευάζεται σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο, διότι περιέχει ἀκριβῶς

n μεταβλητὲς καὶ n+m ἀνισώσεις μὲ 2 μεταβλητὲς τὸ πολὺ ἡ κάθε μία, καθῶς

καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν n μεταβλητῶν. ῎Αρα τὸ μῆκος του L, εἶναι L = |L (G)| =
O (n+m).
Λύνουμε τὸ L (G) σὲ πολυωνυμικὸ χρόνο

14
, ἢ γιὰ εὐκολία μὲ τὴν μέθοδο Sim-

plex15 καὶ μὲ τὸ λῆμμα 6.13 μετατρέπουμε τὴν λύση σὲ ἡμιακέραια μὲ O (n2)

14
Γενικῶς, θεωρεῖται ὅτι τοὐλάχιστον ἕνας ἀριθμὸς ἔχει μῆκος τὸ πολὺ O (L), δηλαδὴ ὅσο

καὶ ἕνα κλάσμα τοῦ μήκους L τοῦ συστήματος L (G) καὶ γιὰ εὐκολία, θεωρεῖται ὅτι ὅλοι οἱ

ἀριθμοὶ ἔχουν μῆκος τὸ πολὺ O (L) καὶ ὅτι ὅλες οἱ πράξεις εἶναι πολλαπλασιασμοί. Εἰδικῶς

ἐδῶ, στὸ L (G) ὅλοι οἱ συντελεστὲς εἶναι 0 ἢ 1 καί, στὶς πράξεις ἐὰν τὸ ἀποτέλεσμα εἶναι

δεκαδικός, τότε κρατοῦνται τὸ πολὺ O (L) δεκαδικὰ ψηφία (σημαντικὰ ψηφία). ῾Ο ἐλλειψο-

ειδὴς ἀλγόριθμος χρειάζεται O
(
n6L

)
πράξεις, ἐνῶ ὁ ἀλγόριθμος τοῦ Karmarkar (1984),

χρειάζεται O
(
n3,5L

)
πράξεις, συνεπῶς χρόνος τὸ πολὺ O

(
n3,5L2 lnL ln lnL

)
.

15
᾿Εφόσον ὁ γραμμικὸς προγραμματισμὸς ἀνήκει στὸ P, ἡ ἀπόδειξη εἶναι πλήρης. ῾Η

μέθοδος Simplex, ἂν καὶ ἐκθετικοῦ χρόνου, δίνει στὴν πρᾶξι πολὺ καλὰ ἀποτελέσματα ὡς πρὸς

τὸν χρόνο, στὸν γραμμικὸ προγραμματισμό. Λόγω αὐτῆς της τῆς ἐπιτυχίας, καθιερώθηκε ὡς

ἡ πρώτη εὐρέως διαδεδομένη μέθοδος καὶ γι’ αὐτό, ὑπάρχει πληθώρα ἑτοίμων προγραμμάτων.
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πράξεις
16
.

Ἀπὸ τὸ λῆμμα 6.14, οἱ κορυφὲς τοῦ V1 ἀνήκουν στὸ κάλυμμα κορυφῶν τοῦ G,

ἄρα χρειάζεται νὰ βρεθῆ ἕνα κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους k−|V1| τοῦ G 1
2
. ᾿Εὰν

k−|V1| <
∣∣∣V 1

2

∣∣∣ /2, τότε δὲν ὑπάρχει κάλυμμα κορυφῶν μεγέθους k−|V1|, διότι
τὸ λῆμμα 6.14 ἀποκλείει τὴν ὕπαρξη καλύμματος κορυφῶν τοῦ G 1

2
μὲ λιγότερες

κορυφὲς ἀπὸ

∣∣∣V 1
2

∣∣∣ /2.
Θέτοντας k′ = k − |V1| καὶ G′ = G 1

2
, ἐὰν k′ ≥ |V (G′)| /2, ἡ ἔξοδος εἶναι ἡ

(G′, k′), ἀλλιῶς σὲ κάθε ἄλλη περίπτωση ἡ ἔξοδος εἶναι ΟΧΙ. a

῾Η ἀπόδειξη τοῦ θεωρήματος τῶν Nemhauser Trotter, εἶναι προφανῶς κατα-

σκευαστικὴ καὶ δίνει τὸν ζητούμενο ἀλγόριθμο γιὰ τὴν κατασκευὴ τοῦ πυρήνα.

῎Εστωσαν ὅπως παραπάνω, γιὰ τὴν εἴσοδο (G, k) καὶ τὸ σύστημα L (G) τὰ

n = |V (G)| καὶ m = |E (G)|, τὸ μῆκος τοῦ συστήματος εἶναι L = |L (G)| καὶ
ἀπὸ τὰ προηγούμενα ὑποθέτουμε ὅτι τὸ μῆκος κάθε τιμῆς xv μὲ v ∈ V (G) τῆς

λύσεως τοῦ συστήματος εἶναι τὸ πολὺ O (L).
῎Ας σκιαγραφήσουμε τὸν ἀλγόριθμο.

1. Φτιάξε τὸ γραμμικὸ σύστημα L (G). Χρόνος καὶ μῆκος O (n+m)

2. Λύσε τὸ L (G). Χρόνος τοὐλάχιστον O (n3,5L2 lnL ln lnL).

3. Μετέτρεψε τὴν λύση τοῦ L (G) σὲ ἡμιακέραια. ΧρόνοςO (n2L lnL ln lnL)

4. ᾿Εὰν k − |V1| <
∣∣∣V 1

2

∣∣∣ /2, τότε ἐπίστεψε (K3, 1). Χρόνος O (n)

5. ᾿Επίστρεψε

(
G 1

2
, k − |V1|

)
6.3.3 Spoudaiìthta toÜ p-K�lumma KorufÀn

Δόθηκαν δύο καλῶς μελετημένες, στὴν διεθνῆ βιβλιογραφία, πυρηνοποιήσεις

τοῦ p-K�lumma KorufÀn, διότι εἶναι ἕνα σημαντικὸ πρόβλημα τῆς παραμετρικῆς

πολυπλοκότητας. Εἶναι σίγουρο, ὅτι οἱ τεχνικὲς ποὺ χρησιμοποιήθηκαν στὸ p-
K�lumma KorufÀn, ἐφαρμόζονται σὲ πολλὰ ἀκόμη προβλήματα αὐτούσιες ἢ

λίγο παραλλαγμένες.

Τέλος πρέπει νὰ ποῦμε, ὅτι οἱ δύο προηγούμενες πυρηνοποιήσεις τοῦ p-K�-
lumma KorufÀn, προφανῶς μποροῦν νὰ συνδυασθοῦν ὅσες φορὲς χρειασθῆ

σὲ κάποια ὑλοποίηση τοῦ προβλήματος.

16
Στὴν χειρότερη περίπτωση, ἐὰν x εἶναι τὸ μῆκος στὸ δυαδικὸ καὶ τῶν δύο ἀριθμῶν

μαζί, τότε χρειάζεται χρόνος O (x · lnx · ln lnx) γιὰ κάθε πρᾶξι, διότι ὁ πολλαπλασιασμὸς

χρειάζεται τὸν περισσότερο χρόνο ἀπὸ ὅλες τὶς πράξεις τῆς ἀριθμητικῆς.
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6.4 Purhnopoi seic �llwn problhm�twn

῍Ας μελετηθοῦν ἀκόμη μερικές, σχετικὰ ἁπλὲς πυρηνοποιήσεις προβλημάτων γιὰ

ἐξοικείωση. ῾Η βασικὴ τεχνικὴ εἶναι πῶς ψάχνοντας τὸ πρόβλημα, προσπαθοῦμε

νὰ ἀπομονώσουμε κάποιο βασικὸ χαρακτηριστικὸ τῆς λύσεως καὶ νὰ τὸ ἐκφρά-

σουμε ὡς ὑπολογίσιμη (ἀναδρομική) συνάρτηση μόνο τῆς παραμέτρου. ῎Ετσι,

ὅταν ἡ εἴσοδος τοῦ προβλήματος ἔχη αὐτὸ τὸ χαρακτηριστικὸ μεγαλύτερο ἀπὸ

ἕνα ὅριο, τὸ ὁποῖο ἐκφράζεται πάλι ὡς ὑπολογίσιμη συνάρτηση τῆς παραμέτρου,

τότε ἡ ἀπάντηση εἶναι κατ’ εὐθείαν ναὶ ἢ ὄχι. ᾿Εὰν ἡ εἴσοδος τοῦ προβλήματος

ἔχη αὐτὸ τὸ χαρακτηριστικὸ μικρότερο ἀπὸ τὸ προηγούμενο ὅριο, τότε γιὰ νὰ

ἀπαντήσουμε λύνουμε τὸ πρόβλημα. ῾Η εἴσοδος εἶναι πλέον οὐσιαστικὰ περιο-

ρισμένη ὡς πρὸς τὸ μέγεθος, ἀπὸ μία ὑπολογίσιμη συνάρτηση τῆς παραμέτρου.

Στὰ κατωτέρω παραδείγματα ἡ πυρηνοποίηση ὁδηγεῖ σὲ πυρῆνες πολυωνυμικοῦ

μεγέθους.

6.4.1 p-Fragmèno Anex�rthto SÔnolo

Μέχρι τώρα δὲν ἔχει ἀποδειχθῆ, ἐὰν τὸ p-Anex�rthto SÔnolo ἀνήκη στὴν

κλάση FPT. ᾿Εὰν ὅμως ἀλλαχθῆ ἡ παράμετρος, τότε μπορεῖ νὰ μπῆ στὴν κλάση

FPT.

p-Fragmèno Anex�rthto SÔnolo (p-deg-Independent Set)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k + ∆ (G).
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει ἀνεξάρτητο σύνολο S ⊆ V (G) τέτοιο ὥστε |S| ≥ k;

᾿Εδῶ ἡ παράμετρος περιορίζει καὶ τὸν μέγιστο βαθμὸ τοῦ γραφήματος. Παρα-

τηροῦμε ὅτι σὲ ἕνα γράφημα G, ἐὰν μία κορυφὴ ἀνήκη στὸ ἀνεξάρτητο σύνολο

S, τότε αὐτομάτως ἀποκλείονται ὅλες οἱ γειτονικές της κορυφές.

L¨mma 6.15: Γιὰ κάθε γράφημα G, ἐὰν |V (G)| ≥ (∆ (G) + 1) · (k − 1) + 1,
τότε ἔχει ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους τοὐλάχιστον k.

>Apìdeixh: ᾿Εὰν ἡ κορυφὴ v ἀνήκη στὸ ἀνεξάρτητο σύνολο, τότε τὸ πολὺ οἱ

∆ (G) γειτονικές της κορυφὲς δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ἀνήκουν. Θερωροῦμε τὸ

ἐναγόμενο ὑπογράφημα G1 τοῦ G, τὸ ὁποῖο δὲν περιλαμβάνει τὴν v καὶ τὸ πολὺ

τὶς ∆ (G) γειτονικές της κορυφές, ἄρα |V (G)| ≤ |V (G1)| + ∆ (G) + 1. Τὸ

G1 τὸ πολὺ νὰ εἶναι καὶ αὐτὸ μεγίστου βαθμοῦ ∆ (G). Συνεχίζουμε παρο-

μοίως καὶ μὲ τὸ G1. ᾿Επαναλαμβάνοντας k − 1 φορὲς τὴν διαδικασία βρί-

σκουμε |V (G)| ≤ |V (Gk−1)| + (k − 1) · (∆ (G) + 1). Πλέον στὸ ἀνεξάρτητο
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σύνολο βρίσκονται k − 1 κορυφὲς καὶ χρειάζεται ἀκόμη, μόνο ἄλλη μία, ἄρα

|V (Gk−1)| ≥ 1, ἀντικαθιστώντας ἔχουμε |V (G)| ≤ (k − 1) · (∆ (G) + 1) + 1.
῾Επομένως, ἐὰν |V (G)| ≥ (k − 1) · (∆ (G) + 1) + 1, τότε σίγουρα θὰ ὑπάρχη

ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους k. a

Τὸ προηγούμενο λῆμμα μᾶς δίνει μία διαδικασία κατασκευῆς πυρήνα. Βρίσκει

ἕνα ἄνω φράγμα στὶς κορυφὲς τοῦ γραφήματος G, ἀλλὰ ὄχι ἐλάχιστο. ῎Ετσι

χρειαζόμαστε τὶς δύο ἐξόδους ΝΑΙ καὶ ΟΧΙ γιὰ τὸν πυρήνα.

Τὸ πλῆρες γράφημα (κλίκα) K2 ἔχει ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους 1, ἄρα ἡ

ἔξοδος ΝΑΙ θὰ εἶναι τὸ (K2, 1).
Τὸ πλῆρες γράφημα K2 δὲν ἔχει ἀνεξάρτητο σύνολο μεγέθους 2, ἄρα ἡ ἔξοδος

ΟΧΙ θὰ εἶναι τὸ (K2, 2). ῾Η ἔξοδος ΟΧΙ δὲν θὰ χρειασθῆ καὶ ὁρίσθηκε μόνο

γιὰ τυπικοὺς λόγους.

Τὸ μέγεθος τοῦ πυρήνα αὐτοῦ εἶναι (k − 1) · (∆ (G) + 1) + 1.

Pur nac algBlIndSet.

BlIndSetf(G, k)
// G = (V,E) γράφημα, k ≥ 0

1. ᾿Εὰν |V (G)| ≥ (k − 1) · (∆ (G) + 1) + 1 τότε

ἐπίστρεψε (K2, 1) // ῎Εξοδος ΝΑΙ, χρόνος O (|V (G)|)

2. ᾿Επίστρεψε (G, k) // ῎Εξοδος γιὰ ὑποχρεωτικὴ εὕρεση τοῦ

ἀνεξαρτήτου συνόλου

῾Ο πυρήνας αὐτός, ἂν καὶ πολὺ ἁπλός, δείχνει ὅτι τὸ μέγεθός
17

του, ἐξαρτᾶται

ἀποκλειστικὰ ἀπὸ τὴν παράμετρο. ᾿Εδῶ ἡ παράμετρος εἶναι ἕνα γνωστὸ ἄθροι-

σμα δύο ὅρων, τὸ μέγεθος τοῦ πυρήνα ἐξαρτᾶται ἀπὸ αὐτοὺς τοὺς ὅρους, ἔτσι

πληροῦται ὁ ὁρισμὸς τῆς πυρηνοποιήσεως. Σὲ κάθε πυρήνα, τὸ μέγεθός του,

εἶναι τὸ χαρακτηριστικὸ ποὺ περιορίζει τὴν εἴσοδο τοῦ προβλήματος ποὺ πρέπει

νὰ λυθῆ τελικά.

Σὲ αὐτὸν τὸν πυρήνα φαίνεται καθαρὰ ὁ λόγος, γιὰ τὸν ὁποῖο ἔπρεπε νὰ ἀλ-

λαχθῆ ἡ παραμετροποίηση στὸ p-Anex�rthto SÔnolo. ῾Ο μέγιστος βαθμὸς

∆ (G) κάθε γραφήματος G, εἶναι n − 1 μὲ n = |V (G)|. ῎Εχοντας ὑπ’ ὅψιν τὸ

προηγούμενο λῆμμα ἀπὸ τὴν θεωρία γραφημάτων, εἶναι πολὺ εὔκολο τεχνικά,

τὸ πρόβλημα μὲ αὐτὴν τὴν παραμετροποίηση νὰ μπῆ στὴν κλάση FPT. Βε-

βαίως, αὐτὴ ἡ τεχνικὴ ἀλλαγὴ στὴν παράμετρο ἔχει καὶ πρακτικὴ σημασία, διότι

κάποιες κλάσεις γραφημάτων ἔχουν φραγμένο τὸ ∆ (G) π.χ. δυαδικὰ δένδρα,

ἐὰν T δυαδικὸ δένδρο, τότε ∆ (T ) = 3.

17
Μέγεθος ἑνὸς πυρήνα λέγεται γιὰ συντομία τὸ μέγιστο μέγεθος τῆς ἐξόδου του.
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6.4.2 p-EÖkolh Grammik� Par�taxh

Δοθέντος ἑνὸς γραφήματος G, μποροῦμε νὰ βροῦμε μία γραμμικὴ διάταξη σ
τῶν κορυφῶν του, τέτοια ὥστε ἐὰν σὲ κάθε ἀκμὴ {v, u} τοῦ G, ἀντιστοιχηθῆ

βάρος |σ (v)− σ (u)| αὐτὸ νὰ εἶναι μικρότερο ἢ ἴσο τοῦ k;

p-EÖkolh Grammik� Par�taxh (p-Linear Arrangement)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει μία 1 - 1 συνάρτηση σ : V (G)→ {1, 2, . . . , |V (G)|}
τέτοια ὥστε ∑

{v,u}∈E(G)

|σ (v)− σ (u)| ≤ k

Parat rhsh: Τὸ μὴ παραμετροποιημένο πρόβλημα εἶναι NP-πλῆρες.

Prìtash 6.13: ῾Η p-EÖkolh Grammik� Par�taxh ἀνήκει στὴν κλάση

FPT.

>Apìdeixh: ᾿Εδῶ παρατηροῦμε, ὅτι γιὰ δύο ὁποιεσδήποτε κορυφὲς v, u, ἔχουμε
|σ (v)− σ (u)| ≥ 1, ἀλλιῶς ἡ σ δὲν θὰ εἶναι 1 - 1. ᾿Επίσης ἡ σ εἶναι καὶ ἐπί.

᾿Εὰν |E (G)| > k, τότε τὸ ἄθροισμα∑
{v,u}∈E(G)

|σ (v)− σ (u)|

θὰ εἶναι μεγαλύτερο τοῦ k, ἄρα ἡ ἀπάντηση εἶναι ὄχι.

᾿Εὰν στὴν εἴσοδο, τὸ γράφημαG ἀναπαρίσταται ὡς πίνακας n×n μὲ n = |V (G)|,
τότε χρειάζεται χρόνος O (n2), γιὰ νὰ βρεθῆ ἐὰν ἔχη πάνω ἀπὸ k ἀκμές. ᾿Εὰν

ὅμως εἶναι λίστα κορυφῶν, χρειάζεται χρόνος O (n+m) μὲ m = |E (G)|, διότι
ἐξετάζουμε τὸ πολὺ τὶς n κορυφές, καθῶς καὶ ὅλη τὴν λίστα τῶν ἀκμῶν τῆς

κάθε κορυφῆς
18
, γιὰ νὰ βροῦμε ἐὰν ἔχη τοὐλάχιστον μία νέα ἀκμή.

᾿Εὰν τὸ γράφημα ἔχη τὸ πολὺ k ἀκμές, τότε τὸ πολὺ νὰ ἔχη 2 · k κορυφές.

῎Ετσι παίρνουμε ὅλες τὶς (2 · k)! μεταθέσεις τῶν κορυφῶν ὡς σ καὶ βλέπουμε

ἐὰν κάποια ἱκανοποιῆ τὸν πιὸ πάνω τύπο. Στὸν ἑπόμενο ἀλγόριθμο, τὸ βῆμα

1 εἶναι ὁ πυρήνας τοῦ προβλήματος μεγέθους k, διότι οὐσιαστικὰ ἐπιλύεται τὸ

πρόβλημα μόνο γιὰ ὅσα γραφήματα ἔχουν τὸ πολὺ k ἀκμές. Στὸ βῆμα 1, τὸ

μέγεθος τοῦ γραφήματος περιορίζεται τὸ πολὺ σὲ 2 · k κορυφές. ῾Ο πυρήνας

18
῾Η λίστα κάθε κορυφῆς ἔχει τὸ πολὺ βάθος n, ἀλλὰ συνολικὰ τὸ βάθος γιὰ ὅλες τὶς

λίστες τῶν κορυφῶν εἶναι τὸ πολὺ 2m. ῾Η βελτίωση δὲν εἶναι σημαντική, διότι στὴν χειρότερη

περίπτωση, ἐὰν τὸ γράφημα εἶναι πυκνό, ἔχουμε m = O
(
n2
)
.
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ἔχει ἐνσωματωθῆ κατ’ εὐθείαν στὸν ἀλγόριθμο, γιὰ βελτίωση τοῦ σταθεροῦ

παράγοντα τοῦ O στὸν συνολικὸ χρόνο ἐκτελέσεως τοῦ ἀλγορίθμου.

῾Ο Ἀλγόριθμος

1. ᾿Εὰν οἱ ἀκμὲς εἶναι πάνω ἀπὸ k ἡ ἀπάντηση εἶναι ὄχι. Χρόνος O (n2).

2. Λύσε τὸ πρόβλημα ποὺ τώρα ἔχει τὸ πολὺ k ἀκμές, παίρνοντας ὅλες τὶς

(2 · k)! μεταθέσεις ὡς σ. ᾿Εὰν κάποια ἱκανοποιῆ τὸν ἀνωτέρω τύπο, ἀ-

πάντησε ναί, ἀλλιῶς ὄχι. Χρόνος τοὐλάχιστον O ((2 · k)!).

῎Αρα ὁ συνολικὸς χρόνος εἶναι O ((2 · k)! + n2). Συνεπῶς, τὸ πρόβλημα αὐτὸ

ἀνήκει στὴν κλάση FPT. a

῾Η προηγουμένη ἀπόδειξη θὰ ἴσχυε πάλι, ἐὰν στὴν θέση τοῦ k βάζαμε μιὰ

ὁποιαδήποτε συνάρτηση g (k) μὲ g ὑπολογίσιμη
19
.

Τὸ πρόβλημα p-DÔskolh Grammik� Par�taxh δὲν περιορίζει τὸ ἄθροισμα∑
{v,u}∈E(G) |σ (v)− σ (u)| μὲ μία συνάρτηση τῆς παραμέτρου k, ἀλλὰ μὲ μία

συνάρτηση τῆς παραμέτρου k καὶ τοῦ ἀριθμοῦ τῶν κορυφῶν V (G). ῎Ετσι ἡ

προηγουμένη ἀπόδειξη δὲν μπορεῖ νὰ κατασκευάση πυρήνα γιὰ τὸ p-DÔskolh
Grammik� Par�taxh.

6.4.3 p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena

Δοθέντος ἑνὸς γραφήματος G, μποροῦμε νὰ βροῦμε ἕνα ὑποσύνολο κορυφῶν

S μεγέθους k, τέτοιο ὥστε, ἐὰν ἀπὸ τὸ γράφημα G ἀφαιρέσουμε τὶς κορυφὲς

τοῦ S, ὅλες οἱ κορυφὲς τοῦ ἐναγομένου ὑπογραφήματος νὰ ἔχουν βαθμὸ 0 ἢ 1;

p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena (p-Almost Max Degree One)

EÒsodoc : ῞Ενα γράφημα G καὶ k ∈ N.
Par�metroc : κ (G, k) = k.
>Er¸thsh : ῾Υπάρχει ἕνα ὑποσύνολο S τοῦ V (G), μεγέθους μικροτέρου

ἢ ἴσου τοῦ k καὶ ὅλες οἱ κορυφὲς τοῦ ἐναγομένου ὑπογραφήματος

G [V (G)− S] νὰ ἔχουν βαθμὸ 0 ἢ 1;

Parat rhsh: ᾿Εὰν ὑπάρχη ἕνα μονοπάτι μήκους 2, τότε ὑπάρχει καὶ μιὰ κορυφὴ

τοὐλάχιστον βαθμοῦ 2. ῾Επομένως, τὸ γράφημα G [V (G)− S] θὰ ἔχη ἀπομο-

νωμένες κορυφὲς βαθμοῦ 0 καὶ μεμονωμένες ἀκμές.

19
Οἱ ἀκμὲς θὰ ἦταν τὸ πολὺ g (k) καὶ οἱ μεταθέσεις τὸ πολὺ (2 · g (k))!, συνεπῶς, τὸ μέγε-

θος τοῦ πυρήνα εἶναι g (k). ᾿Εδῶ μπορεῖ νὰ γίνη καὶ fpt-ἀναγωγὴ μὲ τὸ ἴδιο γράφημα G καὶ

νέα παράμετρο k′ = g (k).
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Prìtash 6.14: Τὸ πρόβλημα p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena ἀνήκει στὴν

κλάση FPT.

>Apìdeixh: Τὸ πρόβλημα p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena ἔχει μία ὁμοιότητα

μὲ τὸ p-K�lumma KorufÀn, δηλαδὴ ἀνὰ δύο ἀκμὲς ποὺ ἔχουν κοινὴ μία κο-

ρυφή, κάποια ἀπὸ τὶς τρεῖς κορυφὲς πρέπει νὰ βρίσκεται στὸ S, ἀλλιῶς ὑπάρχει

ἕνα μονοπάτι μήκους δύο καὶ τότε σίγουρα ἡ ἀπάντηση θὰ εἶναι ὄχι.

Τὸ γράφημα G ἔχει n κορυφὲς καὶ m ἀκμές. Αὐτὸ συνεπάγεται τὸν ἑξῆς ἀλ-

γόριθμο
20
:

>Algìrijmoc algAlmDegrOne

pAlmDegrOnef(G, k)
// G = (V,E) γράφημα, k ≥ 0 καὶ n = V (G), m = E (G)

1. Εἶναι τὸ k ἴσο μὲ μηδέν;

(αʹ) ᾿Εὰν ΟΧΙ, πήγαινε στὸ 2

(βʹ) Βρὲς ἐὰν ὑπάρχη κορυφὴ βαθμοῦ 2 (Χρόνος O (n))

(γʹ) ᾿Εὰν ὑπάρχη, ἐπέστρεψε ΟΧΙ

(δʹ) ᾿Επέστρεψε ΝΑΙ

2. Βρὲς δύο διαδοχικὲς ἀκμὲς τὶς e1 = {v, u} καὶ e2 = {u,w}
(Χρόνος O (n))

3. ᾿Εὰν δὲν βρῆς, ἐπέστρεψε ΝΑΙ

4. Φτιάξε τὰ ἐναγόμενα ὑπογραφήματα G−{u} , G−{v} , G−{w}
(Χρόνος O (n+m))

5. ᾿Επέστρεψε

pAlmDegrOnef(G− {u} , k − 1)∨
pAlmDegrOnef(G− {v} , k − 1)∨
pAlmDegrOnef(G− {w} , k − 1)

Εἶναι προφανές, ὅτι ἡ προηγουμένη συνάρτηση φτιάχνει ἕνα δένδρο βάθους k
στὸ βῆμα 5, μὲ κάθε γονέα νὰ ἔχη τρεῖς ἀπογόνους. Τὰ φύλλα του εἶναι 3k

20
Παρόμοιον μὲ τὸν algVC τοῦ p-Κάλυμμα Κορυφῶν, στὸ θεώρημα 2.1 τοῦ κεφαλαίου

2. Ἀποφεύγονται οἱ λεπτομέρειες στὴν ἀπόδειξη, καθῶς αὐτὴ ἡ ἀπόδειξη εἶναι παρόμοια μὲ

αὐτὴν τοῦ θεωρήματος 2.1.
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καὶ ὁ μέγιστος χρόνος O (n+m) εἶναι στὸ βῆμα 4, ἄρα ὁ συνολικὸς χρόνος

τοῦ ἀλγορίθμου εἶναι O
(
3k · (n+m)

)
. Τὸ γράφημα στὴν εἴσοδο θεωρεῖται ὅτι

εἶναι κωδικοποιημένο ὡς λίστα κορυφῶν, ἐὰν εἶναι ὡς πίνακας, οἱ χρόνοι στὰ

βήματα 1.(β΄) καὶ 2 γίνονται O (n2), ἄρα συνολικὸς χρόνος O
(
3k · n2

)
21
. a

Γιὰ τὴν δημιουργία πυρήνα χρειάζονται δύο ἔξοδοι, μία τύπου ΝΑΙ καὶ μία τύπου

ΟΧΙ, ὅσο τὸ δυνατὸν πιὸ μικρές.

Τὸ πλῆρες γράφημα (κλίκα) K2 ἔχει σύνολο σχεδὸν βαθμὸς ἕνα μεγέθους 1,

ἄρα ἡ ἔξοδος ΝΑΙ θὰ εἶναι τὸ (K2, 1).
Τὸ πλῆρες γράφημα K4 ἔχει σύνολο σχεδὸν βαθμὸς ἕνα μεγέθους 2, ἀλλὰ ὄχι

1, ἄρα ἡ ἔξοδος ΟΧΙ θὰ εἶναι τὸ (K4, 1).

Prìtash 6.15: Τὸ πρόβλημα p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena ἔχει πυρή-

να.

>Apìdeixh: Παρατηροῦμε, ὅτι ἐὰν τὸ γράφημα περιέχη ἕνα πλῆρες γράφημα

(κλίκα) Kk+3 μεγέθους k + 3, τότε σίγουρα δὲν ἔχει ὑποσύνολο κορυφῶν S
μὲ |S| ≤ k, γιατὶ ὅποιες κορυφὲς καὶ νὰ ἀφαιρεθοῦν, περισσεύει μία κλίκα K3

μεγέθους τρία. ῎Αρα ὅταν ψάχνουμε γιὰ μία λύση στὸ p-Sqedon Megistoc
Bajmoc Ena μεγέθους τὸ πολὺ k, τότε κάθε κορυφὴ βαθμοῦ μεγαλύτερου ἢ

ἴσου ἀπὸ k + 2, θὰ πρέπη νὰ ἀνήκη στὸ σύνολο S, ἀλλιῶς ἔχουμε μία κορυφὴ

βαθμοῦ τοὐλάχιστον δύο.

Ἀπὸ ἐδῶ καὶ πέρα, ἀφαιροῦνται ὅλες οἱ κορυφὲς βαθμοῦ μεγαλυτέρου ἢ ἴσου

ἀπὸ k+ 2, διότι ἀνήκουν στὸ σύνολο S καὶ θεωρεῖται ὅτι τὸ γράφημα G 22 ἔχει
μέγιστο βαθμὸ k + 123.
Τὰ προηγούμενα δίνουν ἕνα μέρος τοῦ ἀλγορίθμου γιὰ τὴν εὕρεση πυρήνα. Κά-

θε φορὰ ποὺ μπαίνει στὸ S μία κορυφὴ βαθμοῦ μεγαλύτερου ἢ ἴσου ἀπὸ k + 2,
μειώνεται τὸ k κατὰ 1 καὶ ἡ διαδικασία ἐπαναλαμβάνεται μὲ τὸ νέο μειωμένο k,
μέχρι τὸ k νὰ γίνη 0 ἢ νὰ μὴν ὑπάρχη κορυφὴ βαθμοῦ μεγαλυτέρου ἢ ἴσου ἀπὸ

k + 2.
Πλέον δὲν φαίνεται εὔκολο νὰ περιορισθοῦν ἄλλο οἱ κορυφές, δὲν εἶναι τοὐ-

λαχιστον ἁπλό. ῎Ετσι θὰ γίνη προσπάθεια νὰ περιορισθοῦν οἱ ἀκμές. Γιὰ νὰ

γίνη αὐτὸ θὰ ἐξετασθοῦν κάποιες εὔκολες περιπτώσεις (ἢ συνδυασμός τους)

καὶ ἀπὸ αὐτές θὰ παρθῆ αὐτὴ ποὺ δίνει τὸν μικρότερο ἀριθμὸ ἀκμῶν. ᾿Εὰν ἡ

προηγουμένη διαδικασία δίνη μὴ συνεκτικὸ γράφημα, τότε θὰ ἐξετασθῆ ἀπὸ ἐδῶ

καὶ πέρα ἡ συνεκτικὴ συνιστῶσα μὲ τὶς περισσότερες ἀκμές.

21
῾Η βελτίωση δὲν εἶναι σημαντική, διότι τὸ πλῆρες γράφημαKn ἔχει n·(n− 1) /2 = O

(
n2
)

ἀκμές.
22
Οὐσιαστικὰ εἶναι τὸ ἐναγόμενο ὑπογράφημα τοῦ G καὶ ἀπὸ τὸ k ἔχει ἀφαιρεθῆ ὁ ἀριθμὸς

τῶν κορυφῶν τοῦ G ποὺ ἔχουν μπεῖ στὸ S.
23
Τὸ G περιέχει μόνο κορυφὲς βαθμοῦ ἴσου ἢ μικροτέρου τοῦ k + 1.
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Παρατηροῦμε ἐπίσης, ὅτι ἐὰν ὑπάρχη ἕνα μονοπάτι P3k+3
24

μεταξὺ δύο κο-

ρυφῶν, βγάζοντας k κορυφὲς βαθμοῦ 2, βγαίνουν 2k ἀκμὲς καὶ περισσεύουν

2k+ 3 κορυφὲς καὶ k+ 2 ἀκμές. Μὲ k+ 2 ἀκμές, καλύπτονται ἀκριβῶς 2k+ 4
κορυφὲς βαθμοῦ 1, ἐδῶ ἔχουμε ὅμως 2k + 3 κορυφές. ῎Αρα κάποια κορυφὴ θὰ

ἔχη βαθμὸ 2, συνεπῶς ξέρουμε ὅτι τέτοιο γράφημα δὲν ἔχει p-Sqedon Megi-
stoc Bajmoc Ena μεγέθους k.
῾Η προηγουμένη παράγραφος δείχνει, ὅτι ἐὰν μποροῦμε νὰ βροῦμε k + 1 ξένα

μονοπάτια
25 P3

26
, τότε δὲν ὑπάρχει στὸ γράφημα ὑποσύνολο S μεγέθους k,

ἀφοῦ μὲ k κορυφὲς θὰ πρέπη νὰ καλυφθοῦν k + 1 τριάδες κορυφῶν, ὥστε οἱ

ἐναπομείνασες 2k + 3 κορυφὲς νὰ ἔχουν βαθμὸ 1.

Προφανῶς, μία κορυφὴ βαθμοῦ k+1 θὰ εἶναι στὸ S αὐτὴ ἢ k ἀπὸ τὶς γειτονικές

της κορυφές, μὲ τὶς ὁποῖες ἑνώνεται μὲ μία ἀκμή
27
. ῎Ετσι ἐὰν ὑπάρχουν τοὐλά-

χιστον k + 2 κορυφὲς βαθμοῦ k + 1 ποὺ δὲν ἀνῆκουν στὸ ἴδιο πλῆρες γράφη-

μα (κλίκα) Kk+2, τότε δὲν ὑπάρχει στὸ γράφημα τὸ ζητούμενο ὑποσύνολο S
μεγέθους k. Αὐτὸ ἐξασφαλίζεται, ὅταν τὸ γράφημα ἔχη μία τοὐλάχιστον ἀκμὴ

παραπάνω ἀπὸ αὐτὲς τοῦ πλήρους γραφήματος Kk+2
28
.

῎Αρα, ἐὰν ὑπάρχουν πάνω ἀπὸ O (k2) 29 ἀκμὲς στὸ γράφημα, ποὺ ὅπως ἔχει

εἰπωθῆ, ὑποτίθεται ὅτι εἶναι συνεκτικό, ἴσως δὲν ὑπάρχει λύση μεγέθους k στὸ

πρόβλημα p-Sqedon Megistoc Bajmoc Ena. Τὸ γράφημα αὐτό, ποὺ κάθε κο-

ρυφὴ ἔχει βαθμὸ μικρότερο ἢ ἴσο τοῦ k + 1, θὰ προσδιορισθῆ ἀπὸ τὸ μονοπάτι

P3k+3 καὶ γιὰ εὐκολία στὴν ἀπόδειξη θὰ πάρουμε ἕνα γράφημα μὲ τοὐλάχιστον

15k2
ἀκμές. Χωρὶς νὰ εἶναι ἐλάχιστο ἄνω φράγμα εἶναι σίγουρα ἄνω φράγμα

30
.

῞Ενα συνεκτικὸ γράφημα μὲ 15k2
ἀκμές, ἔχει σίγουρα τοὐλάχιστον 3 · (k + 1)

κορυφές, ἀφοῦ μία κλίκα K3·(k+1) ἔχει
1
2
· (3k + 3) · (3k + 2) = 9

2
·k2 + 15

2
·k+ 3

ἀκμές, ποὺ εἶναι λιγότερες ἀπὸ 15k2
ἀκμές.

Ἀφοῦ τὸ γράφημα εἶναι συνεκτικό, βαθμοῦ k+1 καὶ ἔχει πάνω ἀπὸ 3·(k + 1) κο-

ρυφές, τότε σίγουρα περιέχει σὰν ὑπογράφημα ἕνα μονοπάτι P3k+3. Βγάζοντας

ὁποιεσδήποτε k κορυφὲς ἀπὸ αὐτὸ τὸ μονοπάτι, ὅπως ἐδείχθη προηγουμένως

σίγουρα θὰ ὑπάρχη μία κορυφὴ βαθμοῦ 2. ῎Αρα, θὰ ὑπάρχη μία συνεκτικὴ

συνιστῶσα μὲ μία κορυφὴ τοὐλάχιστον βαθμοῦ 2 στὸ γράφημα, συνεπῶς τὸ

24
Τὸ μονοπάτι P3k+3 ἔχει μῆκος 3k + 2 καὶ ἀποτελεῖται ἀπὸ 3k + 3 διαφορετικὲς κορυφὲς

καὶ 3k + 2 διαφορετικὲς ἀκμές.
25
Δύο μονοπάτια ἑνὸς γραφήματος, εἶναι ξένα μεταξύ τους, ἐὰν δὲν ἔχουν κοινὲς κορυφές.

26
Προφανῶς, τὸ P3 ἔχει μῆκος 2, 3 κορυφὲς καὶ 2 ἀκμές.

27
῎Αρα γίνεται φανερό, ὅτι ἕνα πλῆρες διμερὲς γράφημα Kk+1,k+1 δὲν γίνεται νὰ ἔχη ὑ-

ποσύνολο S μεγέθους k.
28
Τὸ πλῆρες γράφημα Kk+2 ἔχει

1
2 · (k + 1) · (k + 2) ἀκμές. ῎Αρα τὸ ἄνω φράγμα θὰ ἔχη

μέγεθος τάξεως O
(
k2
)

29
Τὸ γράφημα αὐτό, σίγουρα θὰ περιέχη περισσότερες ἀκμὲς ἀπὸ τὸ πλῆρες γράφημαKk+2.

῾Ο κρυφὸς σταθερὸς παράγοντας πίσω ἀπὸ τὸ O θὰ ὑπολογισθῆ πιὸ κάτω.
30
Τὸ πλῆρες γράφημα Kk+2 προσδιορίζει τὸν παράγοντα k2

καὶ τὸ μονοπάτι P3k+3 τὸν

παράγοντα 15.
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γράφημα αὐτὸ δὲν καλύπτεται μὲ k κορυφές.

Pur nac algAlmDegrOneKernel

pAlmDegrOneKernelf(G, k)
// G = (V,E) γράφημα, k ≥ 0 καὶ n = V (G), m = E (G)

1. Βρὲς ἕναν κόμβο u μὲ βαθμὸ deg (u) ≥ k + 2

2. ᾿Εὰν ΝΑΙ καὶ k ἴσον μὲ μηδὲν, ἐπέστρεψε (K4, 1)

3. ᾿Εὰν ΟΧΙ, πήγαινε στὸ βῆμα 6

4. Φτιάξε τὸ ἐναγόμενο ὑπογράφημα G−{u} (Χρόνος O (n+m))

5. ᾿Επέστρεψε pAlmDegrOneKernelf(G− {u} , k − 1)

6. ῎Εχει τὸ γράφημα πάνω ἀπὸ 15k2
ἀκμές (m > 15k2

);

7. ᾿Εὰν ΟΧΙ, ἐπέστρεψε (G, k) // ῎Εξοδος γιὰ ὑποχρεωτικὴ λύση

τοῦ προβλήματος

8. ᾿Επέστρεψε (K4, 1).

Τὸ μέγεθος τοῦ πυρήνα εἶναι 15k2
ἀκμὲς καὶ οἱ κορυφὲς τοῦ γραφήματος εἶναι

τὸ πολὺ 30k2
. Εἶναι προφανές, ὅτι ἡ προηγουμένη συνάρτηση ἐπαναλαμβάνει τὸ

βῆμα 5 τὸ πολὺ k φορές, ἐνῶ στὸ βῆμα 1 χρειάζεται χρόνος O (k · n), στὸ βῆμα 4

χρόνος O (n+m) καὶ στὸ βῆμα 6, μόνο μία φορά, χρόνος O (k2). ῾Επομένως,

ὁ συνολικὸς χρόνος τοῦ ἀλγορίθμου εἶναι O (k2 · (n+m)) 31. Τὸ γράφημα

στὴν εἴσοδο θεωρεῖται ὅτι εἶναι κωδικοποιημένο ὡς λίστα κορυφῶν, ἐὰν εἶναι

ὡς πίνακας, ὁ χρόνος στὰ βήματα 1 καὶ 4 γίνεται O (n2), ἄρα ὁ συνολικὸς

χρόνος εἶναι O (k · n2). a

6.5 >Anaforèc, Sqìlia

῾Η ἔννοια τῆς προεργασίας δυσκόλων προβλημάτων, ὑπάρχει ἀπὸ τὶς ἀρχὲς

τῆς ἔρευνας γιὰ τοὺς ἀλγορίθμους καὶ εἶναι σχεδὸν ἀδύνατον νὰ ἀποδοθῆ σὲ

κάποιους.

Τὸ θεώρημα 6.5 ἔχει ἀποδειχθῆ ἀπὸ τὸν Niedermeier στὸ [50]. Τὸ θεώρημα

6.6 εἶναι τῶν Flum καὶ Grohe ἀπὸ τὸ [35], βασίζεται σὲ μία ἰδέα τῶν Cai καὶ

31
Ἀναλυτικὰ ὁ χρόνος εἶναι O

(
k2 · n+ k · (n+m) + k2

)
, γιὰ εὐκολία θεωρεῖται λίγο

περισσότερος χρόνος O
(
k2 · (n+m)

)
.



90 6. PURHNOPOIHSH

λοιπῶν στὸ [14].

῾Η πυρηνοποίηση τοῦ Buss ἀποδίδεται στὸν S. Buss καὶ βρίσκεται στὸ βιβλίο

[29]. ῾Η ἰδέα τῆς πυρηνοποιήσεως Nemhauser Trotter βρίσκεται στὸ [49], ἐκεῖ

ἀναλύθηκε ὁ γραμμικὸς προγραμματισμὸς γιὰ τὸ K�lumma KorufÀn. Οἱ Chen
καὶ λοιποὶ στὸ [21] παρατήρησαν ὅτι τὸ ἄρθρο [49] δίνει μία πυρηνοποίηση τοῦ

p-K�lumma KorufÀn.
῾Η ἀποτίμηση ἐρωτημάτων σὲ βάσεις δεδομένων, ὅπως ἔχει ἀναφερθῆ καὶ

ἔχουν δείξει οἱ Παπαδημητρίου καὶ Γιαννακάκης στὸ [54], εἶναι δύσκολο πρόβλη-

μα, εἰκάζεται ὅτι δὲν ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

῾Η κεντρικὴ ἰδέα τοῦ θεωρήματος 6.8 ὀφείλεται στὸν Lenstra στὸ [48] καὶ

βελτιώθηκε ἀπὸ τὸν Kannan στὸ [44], ἐπίσης σχετικὸ εἶναι τὸ ἄρθρο [47] τοῦ

Lagarias.
῞Ολο τὸ τμῆμα 6.4 ἀποτελεῖται ἀπὸ μέρος τῶν ἀσκήσεων καὶ τῶν λύσεών

μου, τοῦ μαθήματος L05G. Parametrik� Poluplokìthta kaÈ Algìrijmoi
τοῦ μΠλ∀, τὸ ὁποῖο δόθηκε ὡς προαιρετικό, τὸ ἐαρινὸ ἑξάμηνο τοῦ ἀκαδημαϊκοῦ

ἔτους 2005-6, μὲ διδάσκοντα τὸν κ. Δημήτριο Μ. Θηλυκό. Τὶς ἀσκήσεις

αὐτὲς ἔδωσε καὶ μετὰ τὶς λύσεις ἔλεγξε ὁ διδάσκων. Τὸ EÖkolh Grammik�
Par�taxh εἶναι NP-πλῆρες, περισσότερα στὰ [39] καὶ [33]. ῾Ο Fernau στὸ [33]

ἀποδεικνύει ὅτι τὸ p-EÖkolh Grammik� Par�taxh ἀνήκει στὴν κλάση FPT.

Τὸ πρόβλημα p-Sqedän Mègistoc Bajmäc Ena ἔχει μελετηθῆ στὸ διδακτορικὸ

[59] τοῦ Sloper.
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