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Πρόλογος 
 
Η περιοχή του Mechanism Design (Σχέδιο Μηχανισµού) ή Θεωρία Υλοποίησης 
(Implementation Theory) είναι υποπεριοχή της θεωρίας παιγνίων και των 
µικροοικονοµικών και ασχολείται µε την σχεδίαση πρωτοκόλλων για λογικούς 
(rational) παίχτες. Τα τελευταία χρόνια µε την µεγάλη ανάπτυξη του internet 
προέκυψαν νέες εφαρµογές του δικτύου όπως το ηλεκτρονικό εµπόριο, οι on-line 
ψηφοφορίες, οι on-line πλειστηριασµοί κ.τ.λ. που δεν είχαν µελετηθεί στο 
παρελθόν. Έτσι ολοένα και περισσότερο παρουσιάζεται η ανάγκη για τον 
σχεδιασµό πρωτοκόλλων που θα χειρίζονται  προβλήµατα  κατανεµηµένων 
πληροφοριών στα οποία εµπλέκεται ένα µεγάλος αριθµός ιδιοτελών 
συµµετεχόντων. 
     Γενικά ένα πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού µπορεί να περιγραφεί ως η επιλογή, 
από ένα σύνολο εφικτών παιγνίων, εκείνου του παιγνίου που θα δώσει τα 
αποτελέσµατα που επιθυµεί ο σχεδιαστής του µηχανισµού (παιγνίου). Μας 
ενδιαφέρουν οι φιλαλήθεις µηχανισµοί, δηλαδή οι µηχανισµοί στους οποίους 
είναι πάντα προς όφελος των παιχτών να είναι ειλικρινείς ως προς τις 
πληροφορίες που αποκαλύπτουν στον µηχανισµό. Έτσι επικεντρώνουµε την 
µελέτη µας σε µία ειδική κατηγορία µηχανισµών τους VCG µηχανισµούς οι 
οποίοι  είναι πάντα φιλαλήθεις. 
     Στην εργασία αυτή ασχοληθήκαµε µε τη σχεδίαση µηχανισµών (παιγνίων) που 
υλοποιούν προβλήµατα της θεωρητικής πληροφορικής. 
     Στο Κεφ. 1 δίνουµε τους βασικούς ορισµούς που αφορούν τους µηχανισµούς 
και ειδικότερα τους VCG µηχανισµούς µε τους οποίους κυρίως θα ασχοληθούµε. 
     Στο Κεφ. 2 µελετούµε αλγοριθµικά σχέδια µηχανισµών και εφαρµογές τους. 
Στο πρώτο µέρος του κεφαλαίου αναλύουµε µηχανισµούς που υλοποιούν το task 
scheduling πρόβληµα. Στο δεύτερο µέρος µελετούµε τον υπολογισµό των VCG 
πληρωµών  για το πρόβληµα του shortest path routing σε ένα δίκτυο 
επικοινωνίας. 
     Στο Κεφ. 3 αρχικά µελετούµε τον σχεδιασµό υπολογιστικά εφικτών VCG 
µηχανισµών για συνδυαστικούς πλειστηριασµούς και προβλήµατα 
ελαχιστοποίησης κόστους που είναι προβλήµατα υπολογιστικώς δύσκολα. Στη 
συνέχεια εξετάσουµε την εφαρµογή των µηχανισµών σε multicast transmissions 
σε δίκτυα επικοινωνίας, καθώς και σε on-line πλειστηριασµούς.    
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Κεφάλαιο 1                                                                 
Mechanism Design 

 
 
1.1 Σχεδίαση Μηχανισµών 
 
Η περιοχή του Mechanism Design (Σχέδιο Μηχανισµού) ή Θεωρία Υλοποίησης 
(Implementation Theory) είναι υποπεριοχή της θεωρίας παιγνίων και των 
µικροοικονοµικών και ασχολείται µε την σχεδίαση πρωτοκόλλων για λογικούς 
(rational) παίχτες. Ως λογικούς θεωρούµε τους παίχτες που επιλέγουν πάντα 
εκείνη την στρατηγική που θα µεγιστοποιήσει το προσωπικό τους όφελος, δηλαδή 
την καλύτερη στρατηγική για το παίγνιο που συµµετέχουν. ∆εν θα εξετάσουµε 
την περίπτωση όπου οι παίχτες επιλέγουν σκόπιµα στρατηγικές ενάντια στην 
διεξαγωγή του παιγνίου αλλά υποθέτουµε ότι επιθυµούν την εύρυθµη διεξαγωγή 
του.  
     Γενικά ένα πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού µπορεί να περιγραφεί ως η επιλογή, 
από ένα σύνολο εφικτών παιγνίων, εκείνου του παιγνίου που θα δώσει τα 
αποτελέσµατα που επιθυµεί ο σχεδιαστής του µηχανισµού. Πιο συγκεκριµένα, ο 
σχεδιαστής πρέπει να σχεδιάσει ένα παίγνιο, στο οποίο συµµετέχει ένα συνήθως 
µεγάλο σύνολο ατόµων (παιχτών) και το οποίο να δίνει λύσεις σε κάποιο 
συγκεκριµένο υπαρκτό πρόβληµα. Τέτοιου είδους προβλήµατα είναι οι 
πλειστηριασµοί µε κλειστές  προσφορές, η ανάθεση ενός συνόλου εργασιών µε 
σκοπό τον µικρότερο χρόνο εκτέλεσης (το make-span), δροµολόγηση σε ένα 
δίκτυο µε το µικρότερο κόστος, µετάδοση πληροφορίας ή εµπορικών αγαθών 
όπως π.χ. ταινίες µέσω του Internet και ο καταµερισµός του κόστους µετάδοσης, 
οι on-line πλειστηριασµοί κ.τ.λ. Το βασικό χαρακτηριστικό αυτών των 
προβληµάτων είναι ότι ο σχεδιαστής αγνοεί βασικές πληροφορίες για τους 
παίχτες οι οποίες του είναι απαραίτητες για να λύσει το πρόβληµα. Οι 
πληροφορίες αυτές αφορούν τους παίχτες είναι δηλαδή ιδιωτικές και µε κανένα 
τρόπο ο σχεδιαστής δεν µπορεί εκ’ των προτέρων να τις γνωρίζει. Συνεπώς η 
λύση του προβλήµατος θα βασίζεται στις πληροφορίες που θα δώσουν οι ίδιοι οι 
παίχτες στον σχεδιαστή.  
 
     Παράδειγµα 1 (Ανάθεση Εργασιών): Για παράδειγµα  έστω ότι ο σχεδιαστής 
πρέπει να αναθέσει ένα σύνολο εργασιών σε ένα σύνολο ατόµων και σκοπός του 
είναι να ελαχιστοποιήσει τον χρόνο αποπεράτωσης της τελευταίας εργασίας (το 
make-span). Ο σχεδιαστής για να δώσει λύση στο πρόβληµα πρέπει να γνωρίζει 
τους χρόνους εκτέλεσης των εργασιών από τα άτοµα. Τους χρόνους αυτούς όµως 
δεν τους ξέρει. Αν τους γνώριζε θα µπορούσε να εφαρµόσει κάποιο off-line 
βέλτιστο ή προσεγγιστικό αλγόριθµο (το πρόβληµα είναι NP-hard) και να λύσει 
το πρόβληµα. Με σκοπό να αντιµετωπίσει την έλλειψη πληροφορίας βλέπει το 
πρόβληµα ως παίγνιο και τα άτοµα ως παίχτες. Έτσι πρέπει να σχεδιάσει ένα 
παίγνιο µέσω του οποίου θα αναγκάσει τους παίχτες να του δηλώσουν τους 
χρόνους στους οποίους µπορούν να εκτελέσουν τις εργασίες. Μετά 
χρησιµοποιώντας έναν βέλτιστο αλγόριθµο (αλγόριθµο εξόδου) θα δώσει την 
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λύση στο πρόβληµα. Ένα τέτοιο παίγνιο θα το καλούµε µηχανισµό.  
     Πολλά είναι τα ερωτήµατα που προκύπτουν από µία τέτοια προσέγγιση. Πως 
µπορεί ο σχεδιαστής να είναι σίγουρος ότι οι παίχτες είναι ειλικρινείς; Καθώς 
θεωρούµε ότι οι παίχτες είναι ιδιοτελείς, δηλαδή ενδιαφέρονται για το προσωπικό 
τους όφελος, υπάρχει περίπτωση να δηλώσουν ψευδείς χρόνους στον σχεδιαστή 
µε σκοπό να αναλάβουν λιγότερες εργασίες ή και καµία. Έτσι µία βασική αρχή 
είναι ότι το παίγνιο θα πρέπει να είναι έτσι σχεδιασµένο που να αναγκάζει τους 
παίχτες να είναι φιλαλήθεις (truthful) και πάντα να δηλώνουν τους πραγµατικούς 
χρόνους εκτέλεσης των εργασιών.  
     Οι παίχτες από την πλευρά τους µελετούν το παίγνιο που όρισε ο σχεδιαστής 
και προσπαθούν να βρουν την καλύτερη στρατηγική ώστε να µεγιστοποιήσουν το 
προσωπικό τους όφελος δηλαδή το συνολικό χρόνο που θα εργαστούν και το 
ποσό που θα πληρωθούν. Θεωρούµε ότι οι παίχτες έχουν άπειρη υπολογιστική 
δύναµη. Συνεπώς µπορούν να µελετήσουν πλήρως τον µηχανισµό καθώς και τα 
αποτελέσµατα που θα δώσει ο αλγόριθµος εξόδου για κάθε πιθανή στρατηγική 
των παιχτών. Επιπλέον οι παίχτες θεωρούµε ότι είναι λογικοί και πάντα θα 
επιλέξουν την καλύτερη στρατηγική για το παίγνιο. Για να είναι οι παίχτες 
φιλαλήθεις πρέπει το παίγνιο να σχεδιαστεί έτσι ώστε οι παίχτες µελετώντας το 
να καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι το όφελός τους µεγιστοποιείται µόνο αν είναι 
ειλικρινείς και σε καµία άλλη περίπτωση. ∆ηλαδή να είναι η στρατηγική της 
ειλικρίνειας η καλύτερη στρατηγική γι’ αυτούς (κυρίαρχη στρατηγική-dominant 
strategy). Αν επιτευχθεί αυτό τότε το παίγνιο θα καταλήξει στο επιθυµητό σηµείο 
ισορροπίας (equilibrium) όπου όλοι οι παίχτες θα έχουν επιλέξει την στρατηγική 
της ειλικρίνειας και θα παραµένουν σε αυτή. Ένας τέτοιος µηχανισµός θα 
καλείται φιλαλήθης. Ένας λογικός τρόπος για να επιτύχουµε κάτι τέτοιο είναι 
µέσω της συνάρτησης πληρωµών των παιχτών, όπου η πληρωµή που θα ορίζεται 
για κάθε παίχτη για τη συµµετοχή του στο παίγνιο δεν θα εξαρτάται από το τι 
δήλωσε ο ίδιος αλλά από τις δηλώσεις των άλλων παιχτών. Η συνάρτηση 
πληρωµών θα ορίζεται από τον µηχανισµό. Όπως θα δούµε στη συνέχεια 
µηχανισµοί  µε αυτή την λογική είναι οι   Vickrey-Groves-Clarke Μηχανισµοί 
(VCG µηχανισµοί). 
 
     Παράδειγµα 2 (Vickrey Πλειστηριασµοί): Ένα κλασικό παράδειγµα VCG 
µηχανισµού είναι οι  Vickrey πλειστηριασµοί. Έστω ότι έχουµε τον 
πλειστηριασµό ενός έργου τέχνης π.χ. ενός πίνακα, και ένα σύνολο πλειοδοτών 
που τον επιθυµούν. Οι πλειοδότες γνωρίζουν φυσικά το ποσό που είναι 
διατεθειµένοι να πληρώσουν αλλά ο πλειστηριαστής δεν το γνωρίζει. Ο 
πλειστηριασµός συνεπώς δεν είναι µε ανοιχτές προσφορές. Ο πλειστηριαστής 
µπορεί να µάθει τις προσφορές των πλειοδοτών µόνο και αν τις αποκαλύψουν οι 
ίδιοι σε αυτόν. Για παράδειγµα µπορεί ο πλειστηριασµός να γίνεται µέσω του 
Internet και ο πλειστηριαστής να µην έχει οποιαδήποτε πληροφορία για τους 
πλειοδότες. Ο πωλητής λοιπόν πρέπει να σχεδιάσει ένα µηχανισµό (ένα παίγνιο) 
που να υλοποιεί το πρόβληµα αυτό και να δίνει την βέλτιστη λύση, που είναι η 
πώληση του πίνακα στην µέγιστη δυνατή τιµή. Ο µηχανισµός θα πρέπει να είναι 
σχεδιασµένος κατά τέτοιο τρόπο που να εγγυάται ότι οι πλειοδότες αναφέρουν το 
πραγµατικό ποσό που είναι διατεθειµένοι να πληρώσουν. Είναι πιθανό το 
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ενδεχόµενο οι πλειοδότες να δηλώσουν ψευδές ποσό µε σκοπό να πληρώσουν 
λιγότερο για τον πίνακα. Συνεπώς ο µηχανισµός θα πρέπει, όπως και στην 
περίπτωση της ανάθεσης εργασιών, να είναι φιλαλήθης. Πρέπει να είναι έτσι 
σχεδιασµένος που οι πλειοδότες µελετώντας τον να καταλήγουν στο συµπέρασµα 
ότι θα κερδίσουν µόνο αν αποκαλύψουν το πραγµατικό ποσό που είναι 
διατεθειµένοι να πληρώσουν. Αυτή θα είναι η καλύτερη στρατηγική γι’ αυτούς 
και αυτή τη στρατηγική θα ακολουθήσουν.  Ένα τέτοιο αποτέλεσµα µπορεί να 
επιτευχθεί µέσω µίας  συνάρτησης πληρωµής που θα καθορίζει το ποσό που θα 
πληρώσει ο τελικός αγοραστής ανεξάρτητα από το ποσό που δήλωσε ο ίδιος. 
     Ο πωλητής λοιπόν καλεί τους πλειοδότες να του δηλώσουν τα ποσά που είναι 
διατεθειµένοι να πληρώσουν µε κλειστές προσφορές. Το ποσό που θα δηλώσει 
κάθε παίχτης θα το γνωρίζει µόνο ο πωλητής και κανείς άλλος. Ορίζει ότι αυτός 
που τελικά θα επιλεγεί και θα πάρει τον πίνακα, δεν θα πληρώσει το ποσό που 
δήλωσε άλλα το ποσό της αµέσως µικρότερης προσφοράς. Αυτή είναι η 
συνάρτηση πληρωµής του µηχανισµού. Κατ’ αυτόν τον τρόπο κανένα παίχτη δεν 
τον συµφέρει να ψεύδεται. Αν ο παίχτης i κάνει µικρότερη προσφορά από αυτή 
που µπορεί, τότε είναι πιθανό να χάσει τον πίνακα και να ωφεληθεί κάποιος 
άλλος παίχτης j που τελικά θα πάρει τον πίνακα πληρώνοντας την τιµή που 
ψευδώς δήλωσε ο i. Αν ο παίχτης i δηλώσει ψευδώς ένα µεγαλύτερο ποσό τότε 
ίσως να πάρει τον πίνακα αλλά υπάρχει το ενδεχόµενο να πρέπει να πληρώσει ένα 
ποσό µεγαλύτερο από αυτό που µπορεί. Αν ο παίχτης δηλώσει το αληθές ποσό 
τότε ή θα πάρει τον πίνακα κερδίζοντας την διαφορά τιµής από τον προηγούµενο 
ή δεν θα τον πάρει καθόλου, επειδή υπήρχαν καλύτερες προσφορές τις οποίες δεν 
θα µπορούσε να συναγωνιστεί. 
 
     Ο µηχανισµός που παρουσιάσαµε είναι ένα τυπικό παράδειγµα VCG 
µηχανισµού. Για όλα τα προβλήµατα που αναφέραµε προηγουµένως µπορούν να 
σχεδιαστούν VCG µηχανισµοί. Οι VCG µηχανισµοί είναι οι πιο αποτελεσµατικοί 
µηχανισµοί διότι είναι πάντα φιλαλήθεις, γί αυτό και θα τους µελετήσουµε 
εκτενώς στα επόµενα κεφάλαια  Με την χρήση τέτοιων µηχανισµών θα 
προσπαθήσουµε να υλοποιήσουµε προβλήµατα που ανήκουν στην περιοχή της 
θεωρητικής πληροφορικής όπως είναι το shortest path και το task scheduling, 
καθώς και προβλήµατα που εµφανίζονται σε δίκτυα επικοινωνίας.. 
       Το κύριο αντικείµενο µελέτης της εργασίας αυτής είναι η υπολογιστική 
πλευρά των µηχανισµών. Ένας µηχανισµός µπορεί να υλοποιεί επιτυχώς ένα 
πρόβληµα αλλά υπολογιστικά να είναι ανέφικτος. Το πρόβληµα αυτό εµφανίζεται 
κυρίως όταν ο µηχανισµός υλοποιεί ένα πρόβληµα NP-complete. Για προβλήµατα 
NP-complete και σχετικά µεγάλο αριθµό παιχτών, ο βέλτιστος αλγόριθµος εξόδου 
του µηχανισµού θα είναι εκθετικού χρόνου. Ένα βασικό ερώτηµα είναι αν 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα προσεγγιστικό αλγόριθµο εξόδου. Αυτό το 
ερώτηµα είναι πολύ σηµαντικό διότι µπορεί να έχουµε σχεδιάσει κάποιο 
φιλαλήθη µηχανισµό που να υλοποιεί επιτυχώς κάποιο NP-complete πρόβληµα 
αλλά ο µηχανισµός στην πράξη να είναι ανεφάρµοστος. Θα δείξουµε ότι η χρήση 
προσεγγιστικών αλγορίθµων εξόδου οδηγεί σε µηχανισµούς που παρουσιάζουν 
ανώµαλη συµπεριφορά και δεν είναι φιλαλήθεις.  
     Τέλος η εφαρµογή της θεωρίας σχεδίασης µηχανισµών σε προβλήµατα της 
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θεωρητικής πληροφορικής δεν είναι καθόλου τετριµµένη. ∆ύο είναι οι βασικοί 
λόγοι της δυσκολίας αυτής. Ο πρώτος έχει να κάνει µε το ότι η θεωρία του 
mechanism design έχει αναπτυχθεί για προβλήµατα των οικονοµικών. Τα 
πρόβληµα αυτά έχουν συνήθως διαφορετικούς στόχους και υποθέσεις από εκείνα 
στην επιστήµη των υπολογιστών. Επίσης η θεωρία του mechanism design δεν 
ασχολείται µε την υπολογιστική πλευρά των πρωτοκόλλων. Έτσι πολλές λύσεις 
µπορεί να είναι πρακτικά ανέφικτες στην υλοποίηση τους. Στη συνέχεια θα δούµε 
µε ποιους τρόπους µπορούµε να ξεπεράσουµε αυτές τις δυσκολίες. 
      
1.1.1 Mechanism Design Προβλήµατα  
          
Ένα  πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού (mechanism design problem) έχει δύο 
βασικά συστατικά: την αλγοριθµική περιγραφή της εξόδου (output) και  την 
περιγραφή του τι επιθυµούν οι παίχτες που συµµετέχουν , η οποία δίνεται από τις 
utility συναρτήσεις (συναρτήσεις ωφελείας) πάνω στο σύνολο των πιθανών 
εξόδων (outputs).  
     Για παράδειγµα στο πρόβληµα ανάθεσης εργασιών που αναφέραµε 
προηγουµένως, η αλγοριθµική περιγραφή της εξόδου είναι ο βέλτιστος 
αλγόριθµος που θα χρησιµοποιεί ο µηχανισµός για να υπολογίσει την βέλτιστη 
ανάθεση των εργασιών στους παίχτες, αφού πρώτα έχει συλλέξει τις δηλώσεις 
των παιχτών όσων αφορά τους χρόνους εκτέλεσης των εργασιών. Η utility 
συνάρτηση κάθε παίχτη είναι η συνάρτηση του προσωπικού του οφέλους. Οι 
τιµές τις προκύπτουν από τον συνδυασµό των χρόνων στους οποίους µπορεί να 
εκτελέσει ο παίχτης κάθε πιθανό υποσύνολο των εργασιών, δηλαδή κάθε έξοδο 
(ανάθεση) του µηχανισµού, καθώς και από την πληρωµή του παίχτη για κάθε 
πιθανή έξοδο. 
 
Ορισµός 1.1.1 (Πρόβληµα Σχεδίου Μηχανισµού) Ένα Πρόβληµα Σχεδίου 
Μηχανισµού (Μechanism Design Problem) ορίζεται από την περιγραφή της 
εξόδου και από το σύνολο των  utilities των παιχτών. Συγκεκριµένα: 

1. Έχουµε n παίχτες, και κάθε παίχτης i έχει στη διάθεση του µία προσωπική 
είσοδο (input)  που καλείται τύπος (type) του παίχτη, την οποία 
γνωρίζει µόνο ο ίδιος. Οτιδήποτε  άλλο θεωρείται γνωστό σε όλους 

ii Tt ∈

2. Έχουµε το πεπερασµένο σύνολο Ο των επιτρεπτών εξόδων του 
µηχανισµού (outputs). 

3. Η περιγραφή της εξόδου, απεικονίζει σε κάθε διάνυσµα τύπων   
ένα σύνολο από επιτρεπόµενες  εξόδους .  

nttt …1=
O

)

o∈
4. Οι προτιµήσεις κάθε παίχτη i  δίνονται από µια πραγµατική συνάρτηση 

, που καλείται  αποτίµηση (valuation) του παίχτη. Είναι ο 
προσδιορισµός (βάση κάποιου κοινού νοµίσµατος ) της τιµής του από  την 
έξοδο  ο, όταν ο τύπος του είναι ο t

)o,t(υ ii

ii pu +=

i. Συγκεκριµένα αν η έξοδος του 
µηχανισµού είναι ο  και ο µηχανισµός  δώσει  στον παίχτη  pi    µονάδες 
(από το νόµισµα που έχει  επιλεγεί ) τότε η utility του παίχτη θα είναι  

. Αυτή την ποσότητα επιθυµεί να βελτιστοποιήσει ο 
παίχτης. 

( ii t,oυ
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Παράδειγµα: Για το πρόβληµα της ανάθεσης εργασιών:  
1. Ο τύπος κάθε παίχτη είναι οι ελάχιστοι χρόνοι στους οποίους µπορεί να 

εκτελέσει  κάθε εργασία και τους οποίους γνωρίζει µόνο ο ίδιος.  
2. Εφικτή έξοδος του µηχανισµού θα είναι οποιαδήποτε ανάθεση στους παίχτες, 

δηλαδή οποιαδήποτε διαµέριση των εργασιών.  
3. Το πεπερασµένο σύνολο εξόδων Ο των επιτρεπτών εξόδων είναι όλες οι 

πιθανές διαµερίσεις των εργασιών.  
4. Η περιγραφή της εξόδου είναι η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος. 

Έτσι για κάθε διάνυσµα δηλούµενων χρόνων έχουµε ένα αντίστοιχο σύνολο 
αποδεκτών αναθέσεων. 

5. Η αποτίµηση κάθε παίχτη, όπως θα δούµε στο Κεφ. 2, θα οριστεί ως η 
αρνητική τιµή του του συνολικού χρόνου που δαπανά για να εκτελέσει τις 
εργασίες της συγκεκριµένης ανάθεσης που επιλέχθηκε. Γι’ αυτό και η 
αποτίµηση κάθε παίχτη εξαρτάται από την έξοδο του µηχανισµού, αλλά και 
από τους χρόνους που δήλωσε. Για διαφορετικές εξόδους έχουµε και 
διαφορετικές αποτιµήσεις.  

6. Η συνάρτηση πληρωµής θα καθορίζεται από το σχέδιο του µηχανισµού. 
 
     Στα επόµενα κεφάλαια θα ασχοληθούµε κυρίως µε προβλήµατα 
βελτιστοποίησης. Τα προβλήµατα αυτά χωρίζονται σε προβλήµατα 
ελαχιστοποίησης και προβλήµατα µεγιστοποίησης. Η έξοδος των προβληµάτων 
αυτών ορίζεται από την αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος. Στόχος µας 
είναι η βελτιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης του προβλήµατος. 
    Θα ορίσουµε στη συνέχεια τα προβλήµατα βελτιστοποίησης (ελαχιστοποίησης) 
σχεδίου µηχανισµού. 
 
Ορισµός 1.1.2 (Πρόβληµα Βελτιστοποίησης Σχεδίου Μηχανισµού)    
(Mechanism Design Optimization Problem) Είναι ένα πρόβληµα σχεδίου 
µηχανισµού όπου η περιγραφή της εξόδου δίνεται από µία θετική  πραγµατική 
αντικειµενική συνάρτηση  και από ένα σύνολο εφικτών εξόδων (feasible 
outputs) F. Για την περίπτωση της βέλτιστης λύσης, απαιτούµε η έξοδος F  να 
ελαχιστοποιεί το g.  

( t,og )
o ∈

Ανάλογος είναι ο ορισµός για πρoβλήµατα µεγιστοποίησης. 
 
Παράδειγµα: Ένα παράδειγµα είναι το πρόβληµα ανάθεσης εργασιών. Η έξοδος 
οποιουδήποτε µηχανισµό που υλοποιεί το πρόβληµα, θα είναι η αντικειµενική 
συνάρτηση g που θα δίνει  make-span. Αυτή είναι και η περιγραφή της εξόδου 
του µηχανισµού. Το σύνολο των εφικτών λύσεων είναι όλες οι πιθανές αναθέσεις. 
Όταν αναζητούµε την βέλτιστη λύση, τότε ο αλγόριθµος εξόδου του µηχανισµού 
θα πρέπει να µας δίνει την ανάθεση που ελαχιστοποιεί το make-span.  
 
1.1.2 Ο Μηχανισµός 
  
∆ιαισθητικά ο µηχανισµός (mechanism) επιλύει ένα πρόβληµα µε το να 
εξασφαλίζει ότι οι ζητούµενες έξοδοι προκύπτουν όταν οι παίχτες επιλέγουν την 
στρατηγική τους µε σκοπό να µεγιστοποιήσουν τις προσωπικές τους utilities. 
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Αυτό προκύπτει από το ότι θεωρούµε ότι οι παίχτες είναι λογικοί  και κατά 
συνέπεια θα ενδιαφέρονται να βελτιστοποιήσουν το προσωπικό τους όφελος. Ο 
σχεδιασµός του µηχανισµός πρέπει να στηρίζεται σε αυτό για να µπορεί να δίνει 
λογικά αποτελέσµατα.  
 
Σηµείωση: Με   θα συµβολίζουµε το  και µε  
θα συµβολίζουµε το .  

iα− ( )nii α,,α,α,,α …… 111 +− ( )ii α,α −

( )nα,,α …1

 
Ορισµός 1.1.3 (Μηχανισµός) Ο µηχανισµός αποτελείται από δύο 
στοιχεία: Από την συνάρτηση εξόδου  και  από την   n-άδα  των πληρωµών 
(payments) . Συγκεκριµένα: 

( p,om = )

)
)

)

)

( )o
( ) ( )npp …1

1. Ο µηχανισµός ορίζει για κάθε παίχτη  i µία οικογένεια στρατηγικών .Ο 
παίχτης µπορεί να επιλέξει  οποιοδήποτε . 

iA
ii Aα ∈

2. Ο µηχανισµός αρχικά παρέχει την συνάρτηση εξόδου .              ( nααoo …1=

3. Μετά καθορίζει την συνάρτηση πληρωµής  για κάθε 
παίχτη. 

( nii ααpp …1=

4. Θα λέµε ότι ο µηχανισµός είναι υλοποίηση  µε κυρίαρχες στρατηγικές 
(implementation with dominant strategies) ή για συντοµία  υλοποίηση 
(implementation), εάν  : 

I.  Για κάθε παίχτη i και κάθε  υπάρχει στρατηγική  , που θα     
καλούµε κυρίαρχη (dominant), έτσι ώστε για όλες τις δυνατές 
στρατηγικές  των  άλλων παιχτών, το  µεγιστοποιεί την utility 
του παίχτη i.                                                                                                      

it ii Aα ∈

iα− iα

   Συγκεκριµένα: αν για κάθε , ορίσουµε:     ii Aα ∈′
   o , , , , τότε   ( )ii α,αo −= ( )ii α,αoo −′=′ ( )iiii α,αpp −= ( iiii α,αpp −′=′

    ( ) ( ) iiiiii po,tυpo,tυ ′+′≥+

II. Για κάθε n-άδα  κυρίαρχων στρατηγικών  η έξοδος   
 ικανοποιεί  την περιγραφή της εξόδου. 

( nααα …1=
( )αο

 
Θα λέµε ότι ο µηχανισµός είναι πολυωνυµικού  χρόνου  αν οι συναρτήσεις 
εξόδου και πληρωµής είναι υπολογίσιµες σε πολυωνυµικό χρόνο. 
 
     Ένα παράδειγµα µηχανισµού µε κυρίαρχες στρατηγικές αναφέραµε 
προηγουµένως για τους πλειστηριασµούς κατά Vickrey. Στο µηχανισµό που 
αναφέραµε οι παίχτες µεγιστοποιούν το όφελος τους µόνο αν δηλώσουν το 
πραγµατικό ποσό που είναι διατεθειµένοι να πληρώσουν και σε καµία άλλη 
περίπτωση. Συνεπώς αυτή η στρατηγική είναι κυρίαρχη.  
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1.1.3 Vickrey-Groves-Clarke Μηχανισµοί 
 
Ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα στην περιοχή του mechanism design 
είναι οι  Vickrey-Groves-Clarke Μηχανισµοί (VCG). Θα ξεκινήσουµε δίνοντας 
αρχικά κάποιους ορισµούς για να καταλήξουµε στον ορισµό των VCG 
µηχανισµών. 
    Ένας απλός τύπος µηχανισµού είναι εκείνος όπου η στρατηγική των  παιχτών 
είναι απλά η αποκάλυψη των τύπων τους στον µηχανισµό. 
 
Ορισµός 1.1.4 (Φιλαλήθης Υλοποίηση )  
Θα λέµε ότι ένας µηχανισµός είναι  φιλαλήθης (truthful ) εάν:  

1.  Για όλα τα  i  και όλα τα , . ∆ηλαδή η στρατηγική των παιχτών 
είναι η αποκάλυψη των τύπων τους στο µηχανισµό. Ένας τέτοιος 
µηχανισµός καλείται µηχανισµός άµεσης αποκάλυψης (direct revelation 
mechanism) . 

it ii TA =

2.  Η στρατηγική της φιλαλήθειας είναι κυρίαρχη στρατηγική. ∆ηλαδή η 
 ικανοποιεί τον ορισµό της κυρίαρχης στρατηγικής.  ii tα =

 
∆ηλαδή σε ένα µηχανισµό άµεσης αποκάλυψης οι παίχτες έχουν µόνο µία 
στρατηγική, αποκαλύπτουν τις τιµές τους στον µηχανισµό. Ο µηχανισµός θα είναι 
φιλαλήθης όταν η στρατηγική της φιλαλήθειας είναι κυρίαρχη, δηλαδή δίνει 
στους παίχτες τα καλύτερα αποτελέσµατα.  
 
     Μπορεί όµως να υπάρχουν και άλλες κυρίαρχες στρατηγικές για τους παίχτες. 
Θα ορίσουµε τώρα τους ισχυρά φιλαλήθεις µηχανισµούς. Σε αυτούς η φιλαλήθεια 
είναι η µόνη κυρίαρχη στρατηγική. 
 
Ορισµός 1.1.5 (Ισχυρά Φιλαλήθης Μηχανισµός) Ένας µηχανισµός είναι ισχυρά 
φιλαλήθης (strongly truthful), εάν η φιλαλήθεια είναι η µοναδική κυρίαρχη 
στρατηγική. 
 
     Το επόµενο πόρισµα είναι πολύ σηµαντικό και εκφράζει την λεγόµενη αρχή 
της αποκάλυψης. Σύµφωνα µε την αρχή αυτή µπορούµε, χωρίς βλάβη της 
γενικότητας, να επικεντρώσουµε την µελέτη µας µόνο στις φιλαλήθεις 
υλοποιήσεις. 
 
Πρόταση 1.1.6 Εάν υπάρχει µηχανισµός που υλοποιεί ένα πρόβληµα µε 
κυρίαρχες στρατηγικές τότε υπάρχει  και φιλαλήθης υλοποίηση για το πρόβληµα . 
  
Oρισµός 1.1.7 Ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης σχεδίου µηχανισµού 
(maximization mechanism design problem) θα καλείται ωφελιµιστικό 
(utilitarian) εάν η αντικειµενική συνάρτηση ικανοποιεί την σχέση:  

( ) ( )∑= i
ii o,tυt,og . 

 
Παρατήρηση: Ο όρος ωφελιµιστικό έχει την εξής έννοια. Όπως αναφέραµε οι 
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τύποι ti των παιχτών είναι οι τιµές τους για το πρόβληµα. Από τους τύπους των 
παιχτών καθορίζεται η έξοδος ο του µηχανισµού. Η αποτιµήσεις των 
παιχτών είναι ουσιαστικά ένας ποσοτικός ο προσδιορισµός  των προτιµήσεων 
τους και είναι συνάρτηση της εξόδου ο και των τύπων τους t

)

)

)

o,t(υ ii

i. Όταν η 
αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος είναι το άθροισµα των αποτιµήσεων 
των παιχτών τότε αν επιτύχουµε την µεγιστοποίηση της g θα έχουµε και 
µεγιστοποίηση των προτιµήσεων των παιχτών.  
 
     Με βάση τα παραπάνω µπορούµε να δώσουµε τον ορισµό των VCG-
µηχανισµών που είναι και οι ποιο σηµαντικοί µηχανισµοί στην περιοχή του 
Mechanism Design και εφαρµόζονται σε ωφελιµιστικά προβλήµατα σχεδίου 
µηχανισµού. 
 
Ορισµός 1.1.8 (VCG Μηχανισµός)   
Ένας µηχανισµός άµεσης αποκάλυψης m  θα ανήκει στην οικογένεια 
των VCG µηχανισµών εάν ισχύει: 

( ) ( )( tp,to=

 
1.  . ( ) ( )( )∑ =

∈ n
i

ii
o o,tυmaxargto

1

 
2.   όπου  είναι αυθαίρετη συνάρτηση 

των . 

( ) ( )( ) ( ii
ij

jji thto,tυtp −
≠

+= ∑
it−

( )ih

 
Σχόλια: 
1. Στον παραπάνω ορισµό η συνθήκη 1 υποδηλώνει ότι η έξοδος του 
µηχανισµού πάντα θα µεγιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση του 
προβλήµατος που είναι το άθροισµα των αποτιµήσεων των παιχτών. 
2. Η συνθήκη 2 δηλώνει ότι η πληρωµή κάθε παίχτη i δεν εξαρτάται από την 
αποτίµηση του αλλά από τις αποτιµήσεις των άλλων παιχτών καθώς και από µία 
αυθαίρετη συνάρτηση η οποία έχει ως πεδίο ορισµού το σύνολο των τύπων 
των άλλων παιχτών, δηλαδή οι τιµές τις δεν εξαρτώνται από τον τύπο του i. Αυτή 
ακριβώς η µορφή των συναρτήσεων πληρωµής των VCG µηχανισµών είναι που 
δίνει το ζητούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή φιλαλήθεις µηχανισµούς. Έτσι ο 
σχεδιαστής µπορεί να είναι σίγουρος ότι οι πληροφορίες που παίρνει από τους 
παίχτες είναι σωστές, ξεπερνώντας µε επιτυχία την αρχική έλλειψη πληροφορίας.  

( )ih

 
     Το επόµενο θεώρηµα µας εγγυάται την φιλαλήθεια των VCG µηχανισµών. 
 
Θεώρηµα 1.1.9 [Groves 1973] Ο VCG µηχανισµός είναι φιλαλήθης. 
 
Κατά συνέπεια ο VCG µηχανισµός µας δίνει λύσεις για κάθε ωφελιµιστικό 
πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού.  
 
Ορισµός 1.1.10  (Ωφελιµιστικό µε βάρη)  Ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης 
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σχεδίου µηχανισµού θα καλείται ωφελιµιστικό µε βάρη (weighted utilitarian) εάν 
υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί 0  έτσι ώστε η αντικειµενική 
συνάρτηση του προβλήµατος να ικανοποιεί την σχέση: 

1 >nβ,,β …

( ) ( )∑ ⋅=
i

iii o,tυβt,og . 
  
Η έννοια του ωφελιµιστικού µε βάρη είναι όµοια µε τον ορισµό 1.17. 
 
Οµοίως µε τους VCG µηχανισµούς ορίζονται και οι VCG µηχανισµοί µε βάρη. 
 
Ορισµός 1.1.11  (VCG µηχανισµοί µε βάρη)   
Ένας µηχανισµός άµεσης αποκάλυψης θα ανήκει στην οικογένεια των VCG 
µηχανισµών  µε βάρη, εάν ισχύει : 
 

1.  ( ) ( )( )t,ogmaxargto o∈
 

2. ( ) ( ) ( )( )iijj
ij

j
i

i thto,tυβ
β
1tp −

≠
+⋅⋅= ∑

it−

 όπου  είναι αυθαίρετη 

συνάρτηση των . 

( )ih

 
Η σηµασία των συνθηκών 1 και 2 στον ορισµό αυτό είναι όµοια µε του ορισµού 
1.1.8 
 
     Τέλος αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρηµα που µας εγγυάται την φιλαλήθεια 
των VCG µηχανισµών µε βάρη. 
 
Θεώρηµα 1.1.12  Ένας  VCG µηχανισµός µε βάρη είναι φιλαλήθης. 
 
Παρατήρηση: Η συνάρτηση εξόδου ενός VCG µηχανισµού πρέπει να 
µεγιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος. Σε πολλές 
περιπτώσεις αυτό κάνει τον µηχανισµό υπολογιστικά δύσκολο κυρίως όταν το 
πρόβληµα είναι NP-complete. Έτσι ένα λογικό ερώτηµα είναι το κατά πόσο ένας 
VCG µηχανισµός παραµένει φιλαλήθης αν αντικαταστήσουµε τον βέλτιστο 
αλγόριθµο του µηχανισµού µε κάποιο προσεγγιστικό. Όπως θα δούµε σε επόµενο 
κεφάλαιο, µία τέτοια αντικατάσταση οδηγεί σε µηχανισµούς µε ανώµαλη 
συµπεριφορά. 
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Κεφάλαιο 2 
Αλγοριθµική Σχεδίαση Μηχανισµών 

 
 
2.1  Τask Scheduling 
 
Στις επόµενες ενότητες θα αναλύσουµε το πρόβληµα Τask Scheduling µε την 
χρήση µηχανισµών. Η ανάλυση βασίζεται στο άρθρο [NR99] των Noam Nisan 
και Amir Ronen καθώς και σε στοιχεία των  [Ν99] και [R00]. 
 
2.1.1  Το Πρόβληµα  
 
Στη συνέχεια θα µελετήσουµε το πρόβληµα ανάθεσης εργασιών µε τη χρήση 
µηχανισµών. 
 
Ορισµός 2.1.1 (Πρόβληµα Aνάθεσης Εργασιών) (Task Allocation Problem) 
Έστω k εργασίες που πρέπει να ανατεθούν σε n παίχτες. Ο τύπος κάθε παίχτη i  
για την εργασία j, είναι ο ελάχιστος χρόνος j  που χρειάζεται για να εκτελέσει 
την εργασία αυτή. Στόχος µας είναι να ελαχιστοποιήσουµε τον χρόνο 
αποπεράτωσης της τελευταίας ανάθεσης (make-span). Η αποτίµηση (valuation) 
του παίχτη i θα είναι η αρνητική τιµή του συνολικού χρόνου που δαπανά  για να 
εκτελέσει τις εργασίες που του έχουν ανατεθεί.  

it

Συγκεκριµένα: 
• Οι εφικτές έξοδοι (outputs) του µηχανισµού είναι όλες οι διαµερίσεις 

 των εργασιών στους παίχτες, όπου είναι το σύνολο των 
εργασιών που έχουν ανατεθεί στον παίχτη i. 

nxxx …1= ix

• Η αντικειµενική  συνάρτηση είναι η g x  ( ) i
i

i jj x
, t max t

∈
= ∑

• Η αποτίµηση του παίχτη i είναι  ( ) i
i i

jj x
υ x, t t

∈
= −∑ i

 
Ας δούµε ένα παράδειγµα ανάθεσης εργασιών. 
 
Παράδειγµα: Έστω ότι έχουµε 2 παίχτες {Α1, Α2} στους οποίους θέλουµε να 
αναθέσουµε 3 εργασίες {j1, j2, j3}. Στον πίνακα 2.1.1 δίνουµε τους χρόνους 
εκτέλεσης των εργασιών. 
 

 j1 j2 j3 
Α1 20 40 50 
Α2 70 30 60 

 
Πίνακας 2.1.1 

 
Οι εφικτές έξοδοι του προβλήµατος είναι όλες οι πιθανές αναθέσεις των εργασιών 
στους 2 παίχτες. Ας υποθέσουµε ότι ο µηχανισµός γνωρίζει τους πραγµατικούς 
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χρόνους εκτέλεσης των εργασιών. Ο µηχανισµός µε βάση τους χρόνους 
εκτέλεσης υπολογίζει για κάθε δυνατή ανάθεση το make-span µέσω της 
συνάρτησης g. Από τα αποτελέσµατα της g επιλέγει εκείνη την ανάθεση για την 
οποία η g δίνει την ελάχιστη τιµή. Αυτή θα είναι και η τελική ανάθεση των 
εργασιών στους παίχτες. Για το παράδειγµα µας  η καλύτερη ανάθεση είναι η A1: 
{j1, j2}, A2: {j3} µε make-span 60.  
 
Παρατηρήσεις:  
1. Στον παραπάνω ορισµό η αντικειµενική συνάρτηση g µας δίνει το make-span 
για κάθε ανάθεση. Το make-span είναι το άθροισµα των χρόνων του παίχτη που 
θα τελειώσει τελευταίος. Στόχος µας είναι να βρούµε εκείνη την ανάθεση που θα 
ελαχιστοποιεί το άθροισµα αυτό.  
2. Όπως αναφέραµε, ορίζουµε την αποτίµηση κάθε παίχτη ως την αρνητική τιµή 
του συνολικού χρόνου που δαπανά  για να εκτελέσει τις εργασίες που του έχουν 
ανατεθεί. Ορίζουµε έτσι τις αποτιµήσεις διότι  η utility του παίχτη i είναι 

 συνεπώς , όπου p είναι η συνάρτηση 

πληρωµών του µηχανισµού. Η utility εκφράζει το όφελος του παίχτη από την 
έξοδο x. Οι παίχτες είναι ιδιοτελείς συνεπώς επιθυµούν να εργαστούν λίγο και να 
πληρωθούν πολύ. Ο ορισµός αυτός για τις αποτιµήσεις θα µας βοηθήσει να 
σχεδιάσουµε φιλαλήθεις µηχανισµούς. 

(i i i iu p υ x, t= + ) i

)

i
i i

jj x
u p t

∈
= − ∑

3. Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι στο προηγούµενο παράδειγµα 
υποθέσαµε ότι ο µηχανισµός γνωρίζει τους χρόνους εκτέλεσης των εργασιών. 
Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι δεδοµένο εκ’ των προτέρων. Αν ήταν τότε δεν θα 
χρειαζόταν κάποιος µηχανισµός για να βρούµε την βέλτιστη ανάθεση. Απλά θα 
χρησιµοποιούσαµε κάποιο βέλτιστο αλγόριθµο για το task scheduling. Θεωρούµε 
ότι κάθε παίχτης και µόνο αυτός γνωρίζει τους χρόνους στους οποίους µπορεί να 
εκτελέσει τις εργασίες. Ο βασικός λόγος σχεδίασης του µηχανισµού είναι ότι ο 
σχεδιαστής δεν γνωρίζει τους χρόνους αυτούς. Οι παίχτες θεωρούνται ιδιοτελείς 
και είναι πιθανό να δηλώσουν ψευδείς χρόνους για να αναλάβουν λιγότερες 
εργασίες. Ο σχεδιαστής πρέπει να επιλέξει εκείνο το µηχανισµό που θα 
«αναγκάζει» τους παίχτες να του αποκαλύπτουν τους πραγµατικούς χρόνους 
εκτέλεσης. Θέλουµε συνεπώς ένα φιλαλήθη µηχανισµό για το πρόβληµα. Από τη 
στιγµή που ο µηχανισµός πάρει τους χρόνους εκτέλεσης, εφαρµόζει κάποιο 
βέλτιστο αλγόριθµο που θα του δώσει την βέλτιστη ανάθεση. 
4. Μία άλλη παρατήρηση είναι ότι το task scheduling  είναι πρόβληµα NP- hard 
και µε τα µέχρι τώρα δεδοµένα  οι βέλτιστοι αλγόριθµοι γι’ αυτό, για µεγάλο 
αριθµό παιχτών, είναι εκθετικού χρόνου. Άρα κάθε µηχανισµός φιλαλήθης ή όχι 
που χρησιµοποιεί ως αλγόριθµο εξόδου κάποιο βέλτιστο αλγόριθµο εξόδου θα 
χρειάζεται εκθετικό χρόνο για τον υπολογισµό της βέλτιστης ανάθεσης. 
 
     Για τη συνέχεια θα επικεντρώσουµε την µελέτη µας στους φιλαλήθεις 
µηχανισµούς.  
 
Σηµείωση: Με θα συµβολίζουµε κάποιο µηχανισµό άµεσης 
αποκάλυψης για το task scheduling πρόβληµα, όπου  είναι ο αλγόριθµος 

( p,xm =
( )txx =
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της ανάθεσης των εργασιών και οι πληρωµές που ορίζει ο µηχανισµός 
στους παίχτες. 

( )tpp =

i

′
≠′

i
jii tmin

 
2.1.2 Ο Μηχανισµός Min Work  
 
Ένας απλός τρόπος για να έχουµε προσεγγιστική λύση  στο task scheduling  είναι 
η ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου εργασίας. ∆ηλαδή δεν αναζητούµε 
πλέον την ανάθεση που δίνει το µικρότερο make-span, αλλά εκείνη που 
ελαχιστοποιεί τον συνολικό χρόνο εργασίας όλων των παιχτών.  
     Με βάση την µέθοδο αυτή θα σχεδιάσουµε ένα προσεγγιστικό µηχανισµό για 
το πρόβληµα. ∆ηλαδή ο µηχανισµός που θα σχεδιάσουµε δεν θα µας δίνει πλέον 
την βέλτιστη ανάθεση για κάθε στιγµιότυπο του προβλήµατος. Για κάθε 
στιγµιότυπο όµως, η ανάθεση που θα µας δίνει θα είναι το πολύ κατά κάποιο 
σταθερό παράγοντα c χειρότερη από την βέλτιστη. 
 
Ορισµός 2.1.2  (Ο Μηχανισµός Min Work) 

• Ανάθεση: κάθε εργασία ανατίθεται στον παίχτη που είναι ικανός να την       
εκτελέσει στον µικρότερο χρόνο. 

• Πληρωµές: η πληρωµή κάθε παίχτη ορίζεται  ως :                        
                                                                          ( ) ( )( )i

i
i i jj x tp t min t ′
′≠∈

= ∑
∆ηλαδή ο παίχτης i για κάθε εργασία που του ανατίθεται θα πληρωθεί ποσό    
ίσο µε τον χρόνο του δεύτερου καλύτερου παίχτη για αυτήν την εργασία. 

 
     Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι ο µηχανισµός Min Work είναι n- 
προσεγγιστικός για το task scheduling πρόβληµα, όπου n είναι ο αριθµός των 
παιχτών. ∆ηλαδή θα δείξουµε ότι για κάθε στιγµιότυπο του προβλήµατος, ο Min 
Work δίνει αναθέσεις των οποίων το make-span είναι στη χειρότερη περίπτωση n 
φορές µεγαλύτερο από το βέλτιστο. 
 
Θεώρηµα 2.1.3 Ο µηχανισµός Min Work είναι ισχυρά φιλαλήθης και n- 
προσεγγιστικός για το task scheduling πρόβληµα. 
 
Απόδειξη:  Η απόδειξη βασίζεται στους επόµενους δύο ισχυρισµούς. 
 
Ισχυρισµός 1  Ο µηχανισµός Min Work είναι ισχυρά φιλαλήθης. 
 
Απόδειξη: Πρώτα θα δείξουµε ότι ο Min Work ανήκει στους VCG µηχανισµούς. 
Έτσι ο Min Work θα είναι φιλαλήθης, αφού κάθε VCG µηχανισµός είναι 
φιλαλήθης.  
     Η έξοδος είναι η ανάθεση που µεγιστοποιεί την συνάρτηση , 
καθώς οι αποτιµήσεις των παιχτών είναι η αρνητική τιµή του συνολικού χρόνου 
που εργάζονται και η ανάθεση ελαχιστοποιεί το συνολικό χρόνο εργασίας.  

( )∑ =

n
i

ii x,tυ
1

     Έστω ότι  είναι το , τότε το  είναι ih ∑ =

k
j 1

( )∑ ≠′
−′′ +

ii
iii hx,tυ
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ακριβώς η συνάρτηση πληρωµών του µηχανισµού και έχει την µορφή των VCG 
µηχανισµών. Άρα ο ο Min Work ανήκει στους VCG µηχανισµούς. 
     Θα δείξουµε τώρα ότι η φιλαλήθεια είναι η µοναδική κυρίαρχη στρατηγική. 
Θα  το δείξουµε για την περίπτωση που έχουµε µία εργασία, η περίπτωση  
αποδεικνύεται οµοίως. Έστω d οι δηλώσεις των παιχτών και t οι αληθείς τύποι 
τους. Θεωρούµε την περίπτωση όπου  ( i ). Εάν  τότε για  
ώστε , η utility του παίχτη i είναι 0 , αντί για 0 που είναι 
στην περίπτωση της φιλαλήθειας. Όµοίως εργαζόµαστε για την περίπτωση που 

.                                                                                                                     ■                    

1>k

id −3ii td ≠ 1,2=

−i

ii td >
iii tdd >> −3

it

<idt

id <
                                             
Ισχυρισµός 2 Ο Min Work είναι n-προσεγγιστικός για το task scheduling 
πρόβληµα. 
 
Απόδειξη: Έστω opt(t) η βέλτιστη ανάθεση. Το ζητούµενο προκύπτει άµεσα από 

τις σχέσεις   και  ( )( ) ∑ =
≤ k

j
i
ji tmint,txg

1
( )( ) ∑ =

⋅≥ k
j

i
ji tmin

n
t,toptg

1
1 .             ■  

 
Με βάση τα παραπάνω η απόδειξη του θεωρήµατος 2.1.3 έχει ολοκληρωθεί.       ■  
 
Παράδειγµα: Στο παράδειγµα του πίνακα 2.1.1, είχαµε 2 παίχτες στους οποίους 
έπρεπε να αναθέσουµε 3 εργασίες. Η βέλτιστη ανάθεση ήταν η A1: {j1, j2}, A2: 
{j3} µε make-span 60. Αν στο παράδειγµα αυτό εφαρµόσουµε τον   Min Work, 
τότε θα πάρουµε την ανάθεση  A1: {j1, j3}, A2: {j2} µε make-span 70. Το θεώρηµα 
2.1.3 εγγυάται ότι το make-span της ανάθεσης του Min Work θα είναι το πολύ 
διπλάσιο του βέλτιστου make-span 
 
2.1.3 Κάτω Φράγµατα για το Task Scheduling 
 
Στην ενότητα 1.1.3  αναφέραµε ότι εάν υπάρχει µηχανισµός που υλοποιεί ένα 
πρόβληµα µε κυρίαρχες στρατηγικές τότε υπάρχει  και φιλαλήθης υλοποίηση για 
το πρόβληµα (πρόταση 1.1.6). Συνεπώς αρκεί να αποδείξουµε ένα κάτω φράγµα 
γενικά για τις φιλαλήθεις υλοποιήσεις του task scheduling.  
     Για τη συνέχεια θα θεωρούµε ότι ο m  είναι φιλαλήθης µηχανισµός για 
το task scheduling. 

( p,x= )

 
Πρόταση 2.1.4  (Ανεξαρτησία) Έστω  και  δύο διανύσµατα τύπων και έστω 
ένας παίχτης i .Εάν  και τότε p . 

1t
=

2t
( )2tii tt −− = 21 ( )1 xtx ii ( ) ( )21 tpt ii =

 
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι , τότε εάν ο τύπος του παίχτη i είναι 

 είναι καλύτερο γι’ αυτόν να δηλώσει ψευδώς . Καταλήγουµε έτσι σε 
αντίφαση διότι ο µηχανισµός είναι  φιλαλήθης.                                                      ■ 

( ) ( )21 tptp ii <
it1

it 2

 
Παρατήρηση: Από την πρόταση αυτή συµπεραίνουµε ότι όταν οι τύποι των 
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υπολοίπων παιχτών και η ανάθεση έχουν καθοριστεί, τότε η πληρωµή που 
προσφέρεται σε ένα παίχτη δεν εξαρτάται από τη δήλωση για τον τύπο του.  
 
     Η πληρωµή κάθε παίχτη µπορεί να αναπαρασταθεί από την ακόλουθη 
συνάρτηση. 
 
Ορισµός 2.1.5  Έστω t διάνυσµα τύπων και i παίχτης. Για ένα σύνολο εργασιών 
Χ ορίζουµε την πληρωµή που προσφέρεται στον i λόγω του Χ: 

( ) ( ) ( )i i i i i i i
i i p t , t    εάν  υπάρχει  t   έτσι  ώστε  x t , t X

p X, t
0                 αλλιώς  

− −
− ′ ′ =

= 


′

)

)
i

 

 
Ερµηνεία: Η παραπάνω συνάρτηση έχει την εξής ερµηνεία. Έστω ένα διάνυσµα 
τύπων t ένας παίχτης i και κάποιο σύνολο εργασιών Χ. Αν υπάρχει κάποιος τύπος 

 για τον i έτσι ώστε η ανάθεση που προκύπτει για τον i να είναι Χ τότε η 
πληρωµή του θα είναι , αν δεν υπάρχει τέτοιος τύπος τότε η πληρωµή 
θα είναι 0. Η συνάρτηση πληρωµής του i αναφέρεται σε δεδοµένο διάνυσµα 
τύπων των υπολοίπων παιχτών και σε συγκεκριµένο σύνολο εργασιών Χ. Είναι 
ένας γενικός τρόπος για να περιγράψουµε τις πληρωµές των παιχτών. Μας δίνει 
την πληρωµή που αντιστοιχεί στον i αν τελικά υπάρχει τύπος γι’ αυτόν ώστε να 
µπορεί να πάρει το Χ. Συνήθως η είναι πιο πρακτικό να περιγράφουµε ένα 
µηχανισµό µε τις τιµές των πληρωµών που δίνει παρά µε την συνάρτηση 
πληρωµής. 

it′
(i i ip t , t−′

 
Σηµείωση: Έστω παίχτης i,  ti ο τύπος του και Χ σύνολο εργασιών. Με  

 ορίζουµε τον χρόνο που χρειάζεται ο i για να εκτελέσει όλες τις 

εργασίες του Χ. 

( ) ∑ ∈
=

Xj
i
j

i tXt

 
Αποδεικνύεται η ακόλουθη πρόταση: 
 
Πρόταση 2.1.6 (Μεγιστοποίηση)  Για κάθε διάνυσµα τύπων και κάθε παίχτη i : 

( ) { } ( ) ( )( )Xtt,Xpmaxargtx iii
k,,X

i −∈ −
⊆ …1  

 
Ερµηνεία: Η ερµηνεία της πρότασης αυτής είναι ότι η ανάθεση του µηχανισµού 

, θα πρέπει να µεγιστοποιεί το όφελος του παίχτη i δηλαδή την utility του. 
Αν αυτό δεν συµβαίνει τότε ο παίχτης µπορεί να το επιδιώξει ψευδόµενος. Όπως 
έχουµε αναφέρει η utility του παίχτη i είναι  , (όπου 

).  

( )ix t

( )i it x

( ) (i i i i ip x , t t x− −

( )i
jj X

t X t
∈

= = ∑
 
     Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το βασικό θεώρηµα αυτής της υποενότητας. Θα 
δείξουµε ότι δεν υπάρχει προσεγγιστικός µηχανισµός για το task scheduling 
πρόβληµα που να επιτυγχάνει προσέγγιση καλύτερη από 2. 
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Θεώρηµα 2.1.7  ∆εν υπάρχει µηχανισµός για το task scheduling που να είναι c-
προσεγγιστική υλοποίηση, για κάθε  2<c .
 
Απόδειξη: Αρχικά  αποδεικνύεται το ακόλουθο λήµµα. 
 
Σηµείωση: Έστω παίχτης i, διάνυσµα τύπων t και Α και Β δύο ξένα σύνολα 
εργασιών. Ορίζουµε την διαφορά τιµής  ως . 
Η διαφορά τιµής απλά µας δίνει την διαφορά στα ποσά που θα πληρωθεί ο 
παίχτης i όταν του ανατεθούν τα σύνολα εργασιών A B  και Α. 

(i∆ A,B) )i

)

)
X

)

)

)

)

( ) (i i ip A B, t p A, t− −−∪

∪
 
Λήµµα 2.1.8  Έστω διάνυσµα τύπων t και έστω . Για κάθε σύνολο 
εργασιών X  ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες: 

( )txX i=
D ≠

1. Εάν X  τότε  D ⊂ ( ) ( DXtDX,D∆ ii −≥−

2. Εάν X  τότε  D ⊃ ( ) ( XDtXD,X∆ ii −≤−
3. Αλλιώς, έστω  τότε 

 
DL ∩=

( LXti ≥−−( ) ) ( ) ( LDtLD,L∆LX,L∆ iiI −−−−
Επιπλέον εάν το σύνολο Υ των εργασιών ικανοποιεί τις ανισότητες για όλα τα D 
τότε . ( )txXY i==
 
Απόδειξη: Το ότι οι παραπάνω ανισότητες ισχύουν για το  προκύπτει 
άµεσα από την πρόταση 2.1.6 και τον ορισµό της utility ως 

. Όταν οι ανισότητες είναι αυστηρές τότε το Χ είναι 
το µοναδικό σύνολο εργασιών που µεγιστοποιεί την utility του παίχτη i.              ■                                  

( )tx i

( )( ) ( )( txtt,txpu iiiiii −= −

 
Θα αποδείξουµε το θεώρηµα για την περίπτωση των δύο παιχτών, . Την 
περίπτωση  n  µπορούµε να την ανάγουµε σε αυτή των δύο παιχτών αν 
θεωρήσουµε ότι οι υπόλοιποι παίχτες είναι πολύ πιο αργοί από τους 1 και 2.  

2=n
2>

 
Σηµείωση: Έστω t διάνυσµα τύπων , παίχτης i και σύνολο εργασιών Χ. Αν 

είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε µε  θα καλούµε τον 

τύπο για τον οποίο :  

0>α ( it̂ t X α= →

  
i
j i

j

α    εάν  i i  και j X
t̂

t    αλλιώς
′

′

′ = ∈
= 


 
∆ηλαδή στο διάνυσµα τύπων t  αντικαθιστούµε µε α τους χρόνους του παίχτη i 
για τις εργασίες του συνόλου Χ. 
Οµοίως ορίζουµε µε    το αποτέλεσµα της 
ακολουθίας των παραπάνω µετασχηµατισµών. 

( 1 2i i1 2
1 2t̂ t X α ,Χ α ,= → → …

  
 Έστω 3  και t διάνυσµα τύπων µε 1 για κάθε παίχτη i και κάθε εργασία j. 

Υποθέτουµε ότι 

≥k =i
jt

( ) ( )txtx 21 ≤ , έστω  και ( )t1xx = x  το συµπλήρωµα του. 
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Ισχυρισµός  Έστω 0 , 1<< ε ( )1 1t t x ε, x 1 ε= → → +ˆ . Τότε  . ( ) ( )txt̂x =
 
Απόδειξη:  Επειδή  αρκεί να δείξουµε ότι . Καθώς ο τύπος 
του παίχτη 2 δεν έχει αλλάξει, η πληρωµή του παίχτη 1 παραµένει η ίδια . Για τον 
τύπο t, το ικανοποιεί τις ανισότητες του λήµµατος 2.1.8. Όταν ο τύπος γίνει 

, οι  ανισότητες  είναι  αυστηρές και κατά συνέπεια η ανάθεση δεν  αλλάζει.     ■  

2=n ( ) ( )txt̂x 11 =

( )tx1

t̂
                                                                                                              
Αν το ( )tx 2  είναι άρτιος, τότε το κάτω φράγµα προκύπτει αµέσως καθώς   

( )( ) ( ) ( )txt̂xt̂,t̂xg 22 ==  και ( )( ) εkxt̂,t̂optg ⋅+⋅≤ 2

2
1  

Αν το ( )tx 2  είναι περιττός τότε πρέπει ( ) 32 ≥tx

{ }( 2t̂ j →

. Επιλέγουµε αυθαίρετα µια 

εργασία  και θεωρούµε τον τύπο  που µας δίνει την ίδια 
ανάθεση.                                                                                                                   ■ 

( )txj 2∈ )

n

ε

 
     Το κάτω φράγµα είναι σφιχτό (tight) για την περίπτωση των δύο παιχτών. 
Αυτό προκύπτει από το προηγούµενο θεώρηµα και από το άνω φράγµα που 
αποδείξαµε για τον µηχανισµό Min Work. Οι Noam Nisan και Amir Ronen  στο 
[NR99] κάνουν την εικασία ότι και για την γενική περίπτωση το πάνω φράγµα 
είναι  σφιχτό (tight). 
  
Εικασία 2.1.9 [NR99] ∆εν υπάρχει c-προσεγγιστικός  µηχανισµός για το task 
scheduling µε n παίχτες για οποιοδήποτε nc .                                           <
 
Αν η εικασία αυτή είναι σωστή τότε ο µηχανισµός Min Work θα επιτυγχάνει την 
καλύτερη δυνατή προσέγγιση για το task scheduling καθώς είναι n-
προσεγγιστικός. Στην συνέχεια θα δείξουµε την εικασία για δύο ειδικές 
περιπτώσεις.  
 
Ειδικές Περιπτώσεις 
 
Ορισµός 2.1.10 Ένας µηχανισµός θα καλείται προσθετικός (additive), αν για κάθε 
παίχτη i, διάνυσµα τύπων t και σύνολο εργασιών Χ ισχύει: 

( ) { }( )∑ ∈
−− =

Xj
iiii t,jpt,Xp  

 
∆ηλαδή η πληρωµή του παίχτη i προκύπτει από το άθροισµα των πληρωµών για 
κάθε εργασία j που ανέλαβε από το σύνολο Χ. 
 
Μπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 2.1.11  ∆εν υπάρχει προσθετικός µηχανισµός που να λύνει το c-
προσεγγιστικό πρόβληµα για οποιοδήποτε c . <
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Συνεπώς η εικασία 2.1.9 ισχύει για τους προσθετικούς µηχανισµούς. 
 
Ορισµός 2.1.12  Ένας µηχανισµός θα καλείται τοπικός (local), εάν για κάθε 
παίχτη i, διάνυσµα τύπων t και σύνολο εργασιών Χ, η πληρωµή  
εξαρτάται µόνο από τις τιµές των παιχτών για τις εργασίες στο Χ. ∆ηλαδή από το 

.  

( )ii t,Xp −

{ }Xj|t il
j ∈≠

 
Μπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 2.1.13 ∆εν υπάρχει τοπικός µηχανισµός που να λύνει το c-
προσεγγιστικό πρόβληµα για οποιοδήποτε c . n

}

))

<
 
Κατά συνέπεια η εικασία 2.1.9 ισχύει και για τους τοπικούς µηχανισµούς 
 
2.1.4 Πιθανοτικοί Μηχανισµοί 
 
Στην ενότητα  2.1.3 δείξαµε ότι δεν υπάρχει µηχανισµός για το task scheduling 
πρόβληµα που να είναι καλύτερος από 2-προσεγγιστικός. Στην συνέχεια θα 
δείξουµε ότι µε την σχεδίαση πιθανοτικών µηχανισµών µπορούµε να επιτύχουµε 
καλύτερο κάτω φράγµα. Το πιθανοτικό µοντέλο διατηρεί την απαίτηση για 
κυρίαρχες στρατηγικές. Θεωρούµε ότι οι παίχτες επιλέγουν τις στρατηγικές τους 
χωρίς να γνωρίζουν τα αποτελέσµατα από τις πιθανοτικές ρίψεις του µηχανισµού. 
Ο µηχανισµός θα πρέπει να είναι έτσι σχεδιασµένος ώστε η στρατηγική των 
παιχτών να είναι κυρίαρχη για όλες τις πιθανές ρίψεις. 
 
Ορισµός 2.1.14 (Πιθανοτικός Μηχανισµός) Ένας πιθανοτικός µηχανισµός 
(randomized mechanism) είναι µία πιθανοτική κατανοµή πάνω στην οικογένεια 
µηχανισµών { , όπου όλοι έχουν το ίδιο σύνολο στρατηγικών και το ίδιο 
σύνολο πιθανών εξόδων. 

Ir|mr ∈

    
Η έξοδος ενός τέτοιου µηχανισµού είναι µία πιθανοτική κατανοµή πάνω στις 
εξόδους και τις πληρωµές των µηχανισµών της οικογένειας. Η περιγραφή του 
προβλήµατος πρέπει να καθορίζει ποια κατανοµή εξόδου απαιτείται. Για την 
περίπτωση προβληµάτων βελτιστοποίησης, η αντικειµενική συνάρτηση είναι 

, δηλαδή είναι η αναµενόµενη µέση τιµή για όλες τις 
αντικειµενικές συναρτήσεις των µηχανισµών της οικογένειας. 

( ) ( )((
rr I mg α, t Ε g o α , t∈=

 
     Θα ορίσουµε τώρα την έννοια της κυρίαρχης στρατηγικής για τους 
πιθανοτικούς µηχανισµούς. 
 
Ορισµός 2.1.15 (Καθολικά Κυρίαρχη Στρατηγική) 
• Η στρατηγική  για τον παίχτη i θα καλείται καθολικά κυρίαρχη 

στρατηγική (universally dominant strategy) ή απλά  κυρίαρχη, εάν είναι 
κυρίαρχη στρατηγική για κάθε µηχανισµό που υποστηρίζει τον πιθανοτικό 

iα
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µηχανισµό.  
• Ένας πιθανοτικός µηχανισµός θα καλείται  καθολικά φιλαλήθης (universally 

truthful) ή απλά φιλαλήθης εάν η φιλαλήθεια είναι κυρίαρχη στρατηγική.  
• Θα καλείται ισχυρά φιλαλήθης (strongly truthful) εάν η φιλαλήθεια είναι η 

µοναδική κυρίαρχη στρατηγική. 
 
     Θα παρουσιάσουµε ένα ισχυρά φιλαλήθη πιθανοτικό µηχανισµό για το task 
scheduling που δίνει καλύτερα αποτελέσµατα από το ντετερµινιστικό κάτω 
φράγµα. Ο πιθανοτικός µηχανισµός θα είναι µία κατανοµή των ντετερµινιστικών 
biased (προκατειληµµένων) min work µηχανισµών που ορίζονται στην εικόνα 
2.1.1. Τα χαρακτηριστικά της κατανοµής αυτής θα τα δούµε στη συνέχεια. Στην 
εικόνα  2.1.1 δίνουµε τον biased min work µηχανισµό για 2 παίχτες.  

                     

 
Εικόνα 2.1.1: O Biased Min Work Μηχανισµός για δύο παίχτες 

 
Παράµετροι:  Ένας πραγµατικός αριθµός 1και ένα διάνυσµα . ≥β { }k,s 21∈

Είσοδος:  Το διάνυσµα των δηλωµένων τύπων . ( )21 t,tt =

Έξοδος:  Μία ανάθεση  και µία πληρωµή p . ( 21 x,xx = )

i

i⋅

( )21 p,p=
 
Μηχανισµός: 

.p;p;x;x 0 0  2121 ←←∅←∅←  
Για κάθε εργασία   kj …1=
        Έστω i και js= i −=′ 3  

         Εάν    i
j

i
j tβt ′⋅≤

                 Τότε   { }i i i i
jx x j ;p p β t ′← ← +∪

                 Αλλιώς j  { } iiiii tβpp;jxx ⋅+←← −′′′′ 1 ∪

Παρατηρούµε ότι ο µηχανισµός αυτός είναι προκατειληµένος (biased) λόγω της 
µεθόδου µε την οποία υπολογίζει τις πληρωµές.  
Αν  τότε , ενώ αν  τότε . i

j
i
j tβt ′⋅≤ i i

jp p β t ′← + ⋅ i i
j

ii
jt β t ′≥ ⋅ i i 1

jp p β t′ ′ −← + ⋅
 
Παράδειγµα: Θα εφαρµόσουµε τον Biased Min Work στο παράδειγµα του 
πίνακα 2.1.2. Έστω ότι 2β =   και . s {1,1,2}=
                                                                                                        

 j1 j2 j3 
Α1 30 70 60 
Α2 50 20 80 

 
Πίνακας 2.1.2 
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• Αρχικά ο αλγόριθµος αρχικοποιεί µε  1 2 1 2x  , x   και  p 0 , p 0.= ∅ = ∅ = =
• Μετά χρησιµοποιεί το διάνυσµα s.  
• Ξεκινά µε την εργασία j1,  και . Μετά συγκρίνει τις τιµές 

 και . Επειδή  κάνει την ανάθεση x
1i 1 s= =

100=

100=

i 3 1′ = − =
1 2
1 1t β t≤ ⋅

2
0

2
0 2

2

1

1

1
1t 3= 2

1β t 2 50⋅ = ⋅
1 2

12 t 2 50= ⋅ = ⋅

1 ={ j1} 
και ορίζει . p

• Συνεχίζει µε την εργασία j2. Έχουµε  και . Όµοια µε πριν 
συγκρίνει τις τιµές  και . Επειδή   κάνει την 
ανάθεση x

2i 1 s= =

2 20⋅ = ⋅
1
2t 2− −= ⋅ = ⋅

i 3 1′ = − =

t
35=

1
2t 7= 2

2β t 40=
2 1 12 70

1
2 β t≥ ⋅

2 ={ j2} και ορίζει . p
• Τέλος για την εργασία j3,  και i . Επειδή   

κάνει την ανάθεση x
32 s= 3 2′ = − =

p 3

2 1
3 3t 80 2 t 120= ≤ ⋅ =

35 2 60 155= + ⋅ =2 ={ j2,  j3} και ορίζει .  2 1
35 2 t= + ⋅

• Η τελική ανάθεση είναι x1 ={ j1} και x2 ={j2,  j3} και οι πληρωµές p1 = 100 και 
. 2p 155=

 
Λήµµα 2.1.16 Για όλες τις τιµές των παραµέτρων β και s, ο biased min work 
µηχανισµός είναι ισχυρά φιλαλήθης. 
 
Απόδειξη: Καθώς η συνολική utility κάθε παίχτη µπορεί να καθοριστεί ως το 
άθροισµα των utility από κάθε βήµα αρκεί να θεωρήσουµε την περίπτωση  
Σε αυτή ο µηχανισµός είναι ισοδύναµος µε τον weighted VCG µηχανισµό 
(Κεφ.1) µε βάρη { }ή{ ανάλογα µε το j .                                                     ■  

=k .

β,1 }1,β s
 
Ορισµός 2.1.17  ( ΟΠιθανοτικός Biased Min Work Μηχανισµός)  
Ο πιθανοτικός biased min work µηχανισµός είναι η κατανοµή των biased min 
work µηχανισµών για 34=β  και για οµοιόµορφη κατανοµή των s 2 . { }k,1∈
 
Παρατήρηση: Ο µηχανισµός biased min work είναι ντετερµινιστικός και κάθε 
φορά οι τιµές των β και s θα είναι καθορισµένες. Για διαφορετικά διανύσµατα s 
(ή και για διαφορετικά β) έχουµε και διαφορετικούς biased min work 
µηχανισµούς. Αν οι τιµές του s αλλάζουν σύµφωνα µε την οµοιόµορφη κατανοµή 
και 34=β , τότε έχουµε  τον πιθανοτικό biased min work µηχανισµό που 
αποτελεί οµοιόµορφη κατανοµή των biased min work µηχανισµών που έχουν 
τιµές του s στο χώρο . Αυτή είναι και η οικογένεια των µηχανισµών που 
υποστηρίζει τον πιθανοτικό biased min work µηχανισµό.  

{ }k1, 2

 
     Αποδεικνύεται ότι ο πιθανοτικός diased min work µηχανισµός είναι 
πολυωνιµικού χρόνου, δηλαδή οι αναθέσεις και οι πληρωµές υπολογίζονται σε 
πολυωνιµικό χρόνο. Επίσης είναι 7/4 προσεγγιστικός για το task-scheduling. O 
µηχανισµός αυτός είναι ισχυρά φιλαλήθης κάτι που προκύπτει άµεσα από το 
λήµµα 2.1.16. 
 
Θεώρηµα 2.1.18 Ο πιθανοτικός diased min work µηχανισµός είναι 47 -
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προσεγγιστική, ισχυρά φιλαλήθης και πολυωνιµικού χρόνου υλοποίηση του task 
scheduling προβλήµατος µε δύο παίχτες. 
 
2.1.5 Μηχανισµοί µε Επαλήθευση 
 
Στο µοντέλο του σχεδίου µηχανισµών που είδαµε µέχρι τώρα, οι παίχτες µπορούν 
να επιλέγουν οποιαδήποτε  στρατηγική επιθυµούν ανεξάρτητα από τον τύπο τους. 
Οι παίχτες κάνουν µία δήλωση στο µηχανισµό η οποία αναφέρεται στις τιµές του 
τύπου τους και µε βάση τις δηλώσεις των παιχτών ο µηχανισµός δίνει µία έξοδο 
που είναι η λύση του προβλήµατος. Οι παιχτών µπορεί να δώσουν ψευδή στοιχεία 
στο µηχανισµό κάτι που ο µηχανισµός δεν µπορεί να ελέγξει. Για να 
αντιµετωπίσει το πρόβληµα αυτό ο σχεδιαστής προσπαθεί να σχεδιάσει ένα 
φιλαλήθη µηχανισµό. Αν ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης τότε οι παίχτες θα έχουν 
το µεγαλύτερο όφελος µόνο αν είναι ειλικρινείς.  
     Παρατηρούµε ότι στο µοντέλο αυτό δεν υπάρχει κανένα στάδιο επαλήθευσης 
των δηλώσεων των παιχτών. Ο µηχανισµός συλλέγει τις απαιτούµενες 
πληροφορίες από τους παίχτες, καθορίζει την έξοδο και τις πληρωµές αλλά µετά 
δεν κάνει κανένα έλεγχο για το αν οι παίχτες τήρησαν τα συµφωνηθέντα. Ακόµα 
και σε ένα φιλαλήθη µηχανισµό µπορεί τελικά οι παίχτες όταν εκτελέσουν την 
προκύπτουσα έξοδο να µην ακολουθήσουν την (αληθή) δήλωση τους.  
     Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε µία «φυσική» τροποποίηση του 
προηγούµενου µοντέλου και θα ορίσουµε τους µηχανισµούς µε επαλήθευση. 
Στους µηχανισµούς αυτούς διακρίνουµε δύο στάδια: το στάδιο της δήλωσης όπου 
οι παίχτες «συζητούν» µε το µηχανισµό και το αποτέλεσµά του είναι µία 
απόφαση (π.χ. ανάθεση) και το στάδιο της εκτέλεσης, όπου οι παίχτες εκτελούν τη 
συµφωνηθείσα έξοδο. Οι πληρωµές δίνονται από το µηχανισµό µετά το στάδιο 
της εκτέλεσης. ∆ιαισθητικά µπορούµε να φανταστούµε τη φάση της εκτέλεσης ως 
το στάδιο στο οποίο ο µηχανισµός επαληθεύει τις δηλώσεις των παιχτών και τους 
τιµωρεί εάν ψεύδονται. 
 
Ορισµός 2.1.19 (Μηχανισµός µε Επαλήθευση)  

1. Η στρατηγική του παίχτη i αποτελείται από δύο µέρη, την δήλωση 
και την εκτέλεση . 

iα
id ie

2. Η δήλωση , επιλέγεται από τον παίχτη i και βασίζεται στον τύπο του
κατά αυθαίρετο τρόπο. 

id it  

3. Η απόφαση k του µηχανισµού πρέπει να είναι µία συνάρτηση των 
δηλώσεων . nd,,d …1

4. Η εκτέλεση ενός παίχτη µπορεί να εξαρτάται από το  αλλά και από το 
k. Η περιγραφή του προβλήµατος καθορίζει για κάθε  τα πιθανά 

που µπορεί να επιλέξει ο παίχτης µε τύπο  

ie it
it

( )ie it .
5. Η έξοδος του µηχανισµού είναι το αποτέλεσµα της απόφασης k και των 

εκτελέσεων  των παιχτών. Η συνάρτηση εξόδου 
είναι µέρος της περιγραφής του προβλήµατος. 

( ) ( )ke,,ke n…1 ( )e,ko  
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6. Η έξοδος ο, καθορίζει την αντικειµενική συνάρτηση και τις 
αποτιµήσεις (valuations)  των παιχτών. 

( t,og )

)

)

(i iυ t ,o

7. Η πληρωµή που ορίζει ο µηχανισµός εξαρτάται από τις δηλώσεις 
 και από τις εκτελέσεις  e . 

ip
nd,,d …1 ( ) ( )ke,,k n…1

 
Σχόλια:  
1. Η στρατηγική των παιχτών αποτελείται από τη δήλωση και την εκτέλεση. 
∆ηλαδή οι παίχτες αποφασίζουν εκτός από τον τύπο που θα ανακοινώσουν στο 
µηχανισµό και τον τύπο που θα ακολουθήσουν για στο στάδιο της εκτέλεσης. Για 
παράδειγµα στο πρόβληµα ανάθεσης εργασιών ο παίχτης αποφασίζει τι χρόνο 
εκτέλεσης θα δηλώσει για την εργασία j αλλά επίσης και σε τι χρόνο τελικά θα 
την εκτελέσει.  
2. Η απόφαση k αντιστοιχεί στην έξοδο του µηχανισµού στο κλασικό µοντέλο. 
Για παράδειγµα για να αποφασίσει µία ανάθεση εργασιών ο µηχανισµός 
αναγκαστικά θα στηριχθεί στις πληροφορίες που θα του δώσουν οι παίχτες.  
3. Στους µηχανισµούς µε επαλήθευση η έξοδος είναι συνάρτηση της απόφασης 
και της εκτέλεσης. ∆ηλαδή ο µηχανισµός δίνει ως έξοδο το τι πρέπει να κάνουν οι 
παίχτες καθώς και το τι πραγµατικά έκαναν.  
4. Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι οι παίχτες θα πληρωθούν µε βάση την 
εκτέλεση της απόφασης και όχι µε βάση τη δήλωση τους. Έτσι το µοντέλο αυτό 
είναι πιο ρεαλιστικό διότι οι παίχτες δεν µπορούν να εξαπατήσουν τον µηχανισµό 
καθώς θα πληρωθούν µε βάση την πραγµατική τους εργασία.  
 
Ορισµός 2.1.20 (Φιλαλήθης µηχανισµός µε επαλήθευση) 
• Ένας µηχανισµός µε επαλήθευση θα καλείται φιλαλήθης (truthful) εάν: 

1. Οι δηλώσεις των παιχτών είναι οι τύποι τους. 
2. Για κάθε παίχτη i µε τύπο , υπάρχει κυρίαρχη στρατηγική της µορφής 

. 

it
( )( )iii e,tα =

• Ο µηχανισµός θα καλείται ισχυρά φιλαλήθης (strongly truthful) αν η 
παραπάνω στρατηγική είναι η µόνη κυρίαρχη στρατηγική 

 
Σχόλια: Παρατηρούµε ότι στη κυρίαρχη στρατηγική των παιχτών υπεισέρχεται 
και η εκτέλεση τους. Ένας µηχανισµός θα είναι φιλαλήθης αν οι παίχτες έχουν το 
µεγαλύτερο όφελος όταν είναι ειλικρινείς στο µηχανισµό και επίσης υπάρχει 
κάποια εκτέλεση που την θεωρούν την καλύτερη γι’ αυτούς.  Ο µηχανισµός θα 
«εξαναγκάζει» τους παίχτες να µείνουν πιστοί στη δήλωση τους µέσω της 
συνάρτησης πληρωµής που θα εξαρτάται και από τις εκτελέσεις. Προσθέτοντας 
την αρχή της αποκάλυψης (πρόταση 1.1.6) στο στάδιο της δήλωσης µπορούµε να 
περιορίσουµε την µελέτη µας στους µηχανισµούς όπου οι παίχτες απλώς 
καλούνται να αποκαλύψουν τους τύπους τους. 
 
Σηµείωση: Θα συµβολίζουµε έναν µηχανισµό µε επαλήθευση µε το ζεύγος 

 , όπου k( ) είναι η απόφαση και p( ) η συνάρτηση πληρωµής. ( ) ( )( e,dp,dkm =
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Ορισµός 2.1.21 (Task Scheduling Με Επαλήθευση) Ο ορισµός του 
προβλήµατος είναι ο ίδιος  µε το πρόβληµα ανάθεσης εργασιών (2.1.1) εκτός από 
το ότι ο µηχανισµός µπορεί να πληρώσει τους παίχτες µετά την εκτέλεση των 
εργασιών. Υποθέτουµε συνεπώς ότι οι χρόνοι στους οποίους εκτελούνται οι 
εργασίες είναι γνωστοί στο µηχανισµό.  
Συγκεκριµένα: 

1. Η εφικτή (feasible) έξοδος του µηχανισµού ορίζεται από το ζεύγος , 

όπου  είναι η ανάθεση των εργασιών στους παίχτες και 
 οι πραγµατικοί χρόνοι εκτέλεσης των εργασιών. Εάν 

 τότε πρέπει , όπου  είναι ο χρόνος που δήλωσε ο παίχτης 
i ότι µπορεί να εκτελέσει την εργασία j.  

( )x, t�
nx,,xx …1=

1 k, , t�…
( )t

t t=� �

xj i∈ i
jt t≥� j

)

k

i
jt

2. Η στρατηγική ενός παίχτη αποτελείται από δύο µέρη: την δήλωση του 
τύπου του και την εκτέλεση της εργασίας που του ανατέθηκε. Ο παίχτης 
µπορεί να ψεύδεται  ή να εκτελεί οποιαδήποτε εργασία του ανατίθεται σε 
χρόνο j . 

it t≥�

3. Η αντικειµενική συνάρτηση δίνεται από τον τύπο:  

(το make span). 
( ) ii jj x

g x, t max t
∈

= ∑� �

4. Η αποτίµηση (valuation) του παίχτη είναι . ( ) i
i

jj x
υ x, t t

∈
= −∑� �

5. Ο µηχανισµός είναι το ζεύγος   όπου  είναι η 
συνάρτηση ανάθεσης και p  είναι η πληρωµή. 

( p,x
( ) p=

( ) ( ) ( )tx,,txtx n…1=

( )n, p t, t�…( )1t, t t, t ,� �
 
Παρατηρήσεις:  
1. Στο πρόβληµα ανάθεσης εργασιών που µελετήσαµε στη 2.1.1 οι παίχτες 
δήλωναν στο µηχανισµό τους χρόνους στους οποίους µπορούσαν να εκτελέσουν 
τις εργασίες. Με βάση τους χρόνους αυτούς ο µηχανισµός καθόριζε τις εργασίες 
που θα αναλάµβανε κάθε παίχτης και πόσο θα πληρωνόταν. ∆εν γίνονταν κάποια 
επαλήθευση για το αν τελικά οι παίχτες εκτελούσαν οι παίχτες τις εργασίες στους 
χρόνους που είχαν δηλώσει. ∆εν υπήρχε συνεπώς κάποιο στάδιο κατά το οποίο ο 
µηχανισµός να µετρά τους χρόνους εκτέλεσης, έτσι δεν µπορούµε να θεωρήσουµε 
ότι τους γνωρίζει. Γι’ αυτό και η αντικειµενική συνάρτηση και οι πληρωµές 
υπολογίζονταν µόνο µε βάση τους χρόνους που δήλωναν οι παίχτες. 
2. Σε ένα µηχανισµό που υλοποιεί το task scheduling µε επαλήθευση, αρχικά οι 
παίχτες θα δηλώσουν τους χρόνους  που µπορούν να εκτελέσουν τις εργασίες. 
Με βάση αυτούς τους χρόνους ο µηχανισµός θα καθορίσει την ανάθεση των 
εργασιών χρησιµοποιώντας την συνάρτηση ανάθεσης x. Στη συνέχεια οι παίχτες 
θα εκτελέσουν τις εργασίες και ο µηχανισµός θα µετρήσει τους χρόνους 
εκτέλεσης . ∆εν θεωρείται δεδοµένο ότι οι παίχτες είναι συνεπείς µε 
την δήλωση τους, δηλαδή ότι εκτελούν τις εργασίες στους χρόνους που δήλωσαν 
ότι µπορούν. Μπορεί οι παίχτες να εκτελέσουν τις εργασίες σε µεγαλύτερο χρόνο 
από αυτόν που δήλωσαν, κατά συνέπεια η φιλαλήθεια τους πρέπει να 
επαληθευθεί. Η αντικειµενική συνάρτηση, δηλαδή το make-span, θα υπολογιστεί 

i
jt

1t t , , t=� � �…
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από τους πραγµατικούς χρόνους εκτέλεσης των παιχτών και όχι από τους χρόνους 
που δήλωσαν. Η αποτίµηση  κάθε παίχτη υπολογίζεται και 

αυτή από τους πραγµατικούς χρόνους εκτέλεσης Η συνάρτηση πληρωµής, που 
ουσιαστικά θα καθορίζει τον µηχανισµό, θα εξαρτάται από τους πραγµατικούς 
και από τους δηλούµενους χρόνους. Ο στόχος του µηχανισµού είναι να βρει 
εκείνη την ανάθεση που µε βάση τους πραγµατικούς χρόνους ελαχιστοποιεί το 
make-span. Γι’ αυτό και η έξοδος του µηχανισµού είναι το ζεύγος . 

( ) i
i

jj xυ x, t t
∈

= −∑�

( ) ( )i
i

jj x t
c t, t t

∈
= ∑� �

�

( )
i

j

l
j

t    εάν  j x
t, t

t    εάν  j x

∈= 


�
�

ixj∈

�

)

( )x, t�
 
     Στη συνέχεια θα αναφερθούµε  στον Μηχανισµό Αποζηµίωσης και Πριµ, ένα 
µηχανισµό επαλήθευσης για το  task scheduling µε επαλήθευση,. Ο µηχανισµός 
αυτός αποτελείται από ένα βέλτιστο αλγόριθµο ανάθεσης και από µία προσεκτικά 
σχεδιασµένη συνάρτηση πληρωµής. Η συνάρτηση πληρωµής είναι το άθροισµα 
δύο όρων, της αποζηµίωσης (compensation) και του πριµ (bonus). 
 
Ορισµός 2.1.21 (Αποζηµίωση) Ορίζουµε τη συνάρτηση αποζηµίωσης του παίχτη 
i ως: 

 

 
∆ηλαδή η συνάρτηση αποζηµίωσης υπολογίζει για κάθε παίχτη το άθροισµα των 
πραγµατικών χρόνων στους οποίους εκτέλεσε τις εργασίες που του ανατέθηκαν. 
Υπενθυµίζουµε ότι η ανάθεση καθορίζεται από τους χρόνους που δήλωσαν οι 
παίχτες. Γι’ αυτό και η αποζηµίωση είναι συνάρτηση των t και . t�
 
Ορισµός 2.1.22  (∆ιάνυσµα ∆ιορθωµένου Χρόνου)  
Έστω παίχτης i και x µια ανάθεση. ∆οθέντος της δήλωσης t των παιχτών και του 
διανύσµατος των πραγµατικών χρόνων t , ορίζουµε το διάνυσµα διορθωµένου 
χρόνου (corrected time vector) για τον παίχτη i ως :  

i
l

corr x,
  και  l i∈ ≠

 

 
Ορίζουµε µε  του x και t, το µοναδικό διάνυσµα που ικανοποιεί την 

  για όλα τα i και  . 
( t,xcorr∗

i
jt( ) jt,xcorr =∗

 
Ερµηνεία: Έστω ανάθεση εργασιών x και παίχτης i. Το διάνυσµα διορθωµένου 
χρόνου για τον i θα έχει µήκος k (ο αριθµός των εργασιών) και θα αποτελείται a) 
από τους χρόνους εκτέλεσης που δήλωσαν οι παίχτες για τις εργασίες που τους 
ανατέθηκαν b) από τους πραγµατικούς χρόνους του παίχτη i στους οποίους 
εκτέλεσε τις εργασίες που του ανατέθηκαν. Γι’ αυτό και ονοµάζεται διάνυσµα 
διορθωµένου χρόνου, διότι περιέχει τους πραγµατικούς χρόνους εκτέλεσης του 
παίχτη i και όχι τους χρόνους που αρχικά δήλωσε. 
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Ορισµός 2.1.23 (Πριµ) Η συνάρτηση  
( ) ( ) ( )( )( )i ib t, t g x t ,corr x t , t, t= −� �  

καλείται συνάρτηση πριµ του παίχτη i. 
 
Παρατηρήσεις: Το πριµ για τον i, είναι η αρνητική τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης µε βάση την ανάθεση x  και τους χρόνους που περιέχονται στο 
διάνυσµα διορθωµένου χρόνου του i. Ο µηχανισµός υπολογίζει την βέλτιστη 
ανάθεση των εργασιών µε βάση τους χρόνους που του δήλωσαν οι παίχτες. Αν οι 
παίχτες είναι ειλικρινείς τότε υπολογίζει την βέλτιστη ανάθεση των εργασιών. 
Έτσι αν οι παίχτες εκτελέσουν τις εργασίες στους χρόνους που δήλωσαν τότε θα 
επιτευχθεί το µικρότερο make-span. Όµως σε ένα µηχανισµό µε επαλήθευση, 
όπως αναφέραµε στον ορισµό 2.1.21, µπορεί τελικά οι παίχτες να εκτελέσουν 
οποιαδήποτε εργασία σε µεγαλύτερο χρόνο από αυτόν που δήλωσαν. Τότε όµως 
το make-span θα είναι µεγαλύτερο του βέλτιστου. Η συνάρτηση  πριµ υπολογίζει  
το make-span µε βάση τους δηλωµένους χρόνους των άλλων παιχτών και τους 
πραγµατικούς για τον i. Έτσι έχουµε κατά κάποιο τρόπο µία µέτρηση του κατά 
πόσο επιβάρυνε ή όχι ο παίχτης i , µετά την εκτέλεση των εργασιών του, το 
βέλτιστο make-span. 
 
    Στη συνέχεια θα ορίσουµε τον µηχανισµό αποζηµίωσης και πριµ, 
χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις αποζηµίωσης και πριµ.  
 
Ορισµός 2.1.24 (Ο Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ)  
Ο Μηχανισµός  Αποζηµίωσης και Πριµ (Compensation and  Bonus Mechanism) 
αποτελείται από έναν βέλτιστο αλγόριθµο ανάθεσης και µε συνάρτηση 
πληρωµής:  

( ) ( ) ( )i i ip t, t c t, t b t, t= +� � �

) �

)�

. 
 
Παρατηρήσεις: Η πληρωµή που ορίζει ο µηχανισµός για τον i είναι απλά το 
άθροισµα της αποζηµίωσης και του πριµ. Όπως έχουµε δει µέχρι τώρα η 
φιλαλήθεια ενός µηχανισµού βασίζεται κυρίως στο σωστό σχεδιασµό της 
συνάρτησης πληρωµών. Οι παίχτες µελετώντας την συνάρτηση πληρωµής θα 
πρέπει να καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι µόνο αν είναι ειλικρινείς θα έχουν το 
µέγιστο κέρδος. Σε ένα µηχανισµό επαλήθευσης θέλουµε οι παίχτες να είναι 
φιλαλήθεις αλλά επίσης κατά την εκτέλεση των εργασιών να παραµείνουν πιστοί 
στη αληθή δήλωση τους. Γι’ αυτό το σκοπό ορίζουµε την πληρωµή του i ως το 
άθροισµα της αποζηµίωσης και του πριµ. Η utility του i είναι 

 µε  και εκφράζει το όφελος του παίχτη. 

Επίσης . Συνεπώς επειδή , η utility 

του i ισούται µε το πριµ του. Άρα κάθε παίχτης θα προσπαθήσει να 
µεγιστοποιήσει το πριµ του κάτι που θα συµβεί µόνο αν µείνει πιστός στην 
αρχική φιλαλήθη δήλωση του. Υπενθυµίζουµε ότι το πριµ είναι η αρνητική τιµή 
του . 

( ) (i i iu p t, t υ x, t= +� �

( )i
j x

c t, t
∈
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( ) ( )ig x t ,corr x t

( ) i
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Με βάση τα παραπάνω µπορούµε να αποδείξουµε το επόµενο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 2.1.25 Ο Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ είναι ισχυρά φιλαλήθης 
υλοποίηση του task scheduling προβλήµατος. 
 
Απόδειξη:  Θα δείξουµε ότι για κάθε παίχτη η µοναδική κυρίαρχη στρατηγική 
είναι η αποκάλυψη του αληθινού τύπου του και η εκτέλεση των εργασιών του 
στον ελάχιστο χρόνο.                                                                                               
     Έστω παίχτης i, ο τύπος του και έστω  οι δηλώσεις των άλλων παιχτών. 
Σηµειώνουµε ότι η ανάθεση και το πριµ που δίνονται στον i εξαρτώνται από το 

 αλλά όχι από τους πραγµατικούς χρόνους εκτέλεσης των άλλων παιχτών. 
Έστω . Όπως είπαµε η utility του παίχτη ισούται µε το πριµ του και 
κατά συνέπεια για κάθε ανάθεση x  το πριµ του µεγιστοποιείται όταν εκτελέσει 
την ανάθεσή του στον ελάχιστο χρόνο. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι 

 για κάθε . Αυτό 
όµως προκύπτει άµεσα από το γεγονός ότι ο αλγόριθµός ανάθεσης είναι 
βέλτιστος. Συνεπώς αν ο παίχτης δεν ακολουθήσει αυτή τη στρατηγική τότε 
υπάρχει περίπτωση να αυξήσει το make-span και έτσι να µειώσει το πριµ του. 
Κατά συνέπεια η παραπάνω στρατηγική είναι η µοναδική κυρίαρχη.                    

it

)

( )t,

id−

tx ′

id−

g−

( ii t,dt −=

( )( txcorr,t * ( ) ) ( ) ( )(( )t,d,corr,d,txgx ii*ii −−′−≥ ) it′

     Όταν όλοι οι παίχτες ακολουθούν την κυρίαρχη στρατηγική τότε 
επιτυγχάνεται το καλύτερο δυνατό make-span, λόγω του ότι ο αλγόριθµος 
ανάθεσης είναι ο βέλτιστος.                ■ 
           
Παράδειγµα: Θεωρούµε τον πίνακα 2.1.3. 
 

 j1 j2 j3 
Α1 10 30 45 
Α2 100 60 100 

 
                           Πίνακας 2.1.3: Πίνακας τύπων για δύο παίχτες 
                                                       
Θεωρούµε ότι και οι δύο παίχτες είναι φιλαλήθεις. Η βέλτιστη ανάθεση σε αυτή 
την περίπτωση είναι {  και το make-span 60. Έτσι το πριµ που δίνεται 
σε κάθε παίχτη είναι –60. Ας θεωρήσουµε την περίπτωση στην οποία ο παίχτης 1 
προσπαθεί να απαλλαγεί από την  και δηλώνει  ως 200. Τώρα το βέλτιστο 
make-span γίνεται 100 και το πριµ κάθε παίχτη είναι –100.Οµοίως αν ο παίχτης 1 
προσπαθήσει να πάρει την  δηλώνοντας π.χ. , τότε το πριµ γίνεται –85. 
Επίσης αν ο παίχτης καθυστερήσει να εκτελέσει τις εργασίες του και κάνει 100 
µονάδες χρόνου αντί για 55 τότε το πριµ του από –60 γίνεται –100. 

{ }{ }231 jj,j

2j

}

3j
1
3t

4=t1
2

 
     Στη συνέχεια θα γενικεύσουµε τον προηγούµενο µηχανισµό και θα 
σχεδιάσουµε τον Γενικευµένο Μηχανισµό Αποζηµίωσης και Πριµ 
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Ορισµός 2.1.26  (Γενικευµένη Aποζηµίωση)  
Η συνάρτηση  καλείται γενικευµένη αποζηµίωση για τον παίχτη i εάν:  (ic t, t� )

�

)

)

)

)�

j

1.   για όλα τα t και . ( ) ( )i
i

jj x t
c t, t t

∈
≤ ∑� t�

2. Η ισότητα ισχύει στην περίπτωση που ο παίχτης είναι φιλαλήθης. 
 
Ορισµός 2.1.27 (Γενικευµένο Πριµ) Έστω   οποιαδήποτε θετική 
πραγµατική συνάρτηση η οποία είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση ως προς w. Η 
συνάρτηση  καλείται γενικευµένο πριµ 
(generalized bonus) για τον παίχτη i. 

( w,tm ii −

))i , t� �( ) ( ) (((i i ib t, t m t , g x t ,corr t−= −

 
Παρατηρούµε ότι καθώς η mi είναι γνησίως αύξουσα ως προς w για µεγαλύτερες 
τιµές του  δηλαδή για µικρότερα make-span θα δίνει 
µεγαλύτερες τιµές του γενικευµένου πριµ. Συνεπώς και το γενικευµένο πριµ 
συµπεριφέρεται όµοια µε το πριµ που ορίσαµε προηγουµένως.  

( ) ( )( ig x t ,corr t, t− �

 
Ορισµός 2.1.28  (Ο Γενικευµένος Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ)  
Ο Γενικευµένος Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ είναι το ζεύγος  
όπου : 

( )p,om =

•  είναι ένας βέλτιστος αλγόριθµος ανάθεσης. ( )o
• , όπου  και  είναι αντίστοιχα οι 

γενικευµένες συναρτήσεις αποζηµίωσης και πριµ. 
( ) ( ) (i i ip t, t c t, t b t, t= +� � ( )ic ( )ib

 
Όµοια µε το θεώρηµα 2.1.25 αποδεικνύεται ότι: 
 
Θεώρηµα 2.1.29 Ο Γενικευµένος Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ είναι 
ισχυρά φιλαλήθης υλοποίηση του task scheduling προβλήµατος. 
 
2.1.6  Περιορισµένο Task Scheduling Πρόβληµα 
 
Στην ενότητα αυτή θα επεκτείνουµε το µοντέλο των µηχανισµών µε επαλήθευση. 
Θα εισάγουµε στο µοντέλο αυτό δύο πρόσθετες απαιτήσεις: a) περιορισµούς 
συµµετοχής και b) όρια προϋπολογισµού. Θα δείξουµε ότι υπάρχει και στο 
µοντέλο αυτό φιλαλήθης µηχανισµός για το task scheduling. 
 
Ορισµός 2.1.30 (Περιορισµοί Συµµετοχής) Θα λέµε ότι ένας µηχανισµός 
ικανοποιεί περιορισµούς συµµετοχής (participation constraints), εάν ισχύει ότι 
όταν ο παίχτης είναι φιλαλήθης τότε η utility του δεν είναι αρνητική. 
Συγκεκριµένα, για κάθε t και t και για κάθε παίχτη i , εάν  για κάθε 

,  τότε . 

�

( ) ,� �
jt t=�

( )txj i∈ ( ) ( )i ip t, t υ x t t 0+ ≥
 
Οι περιορισµοί συµµετοχής µας εγγυώνται ότι ένας παίχτης θα έχει πάντα κέρδος 
µε το να είναι φιλαλήθης. 
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Ορισµός 2.1.31 (Συνεισφορά) Ορίζουµε την συνεισφορά (contribution) του 
παίχτη i ως: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )i i i i icont t , t g t g x t ,corr x t , t, t− − −= −� � . 

Όπου  είναι το βέλτιστο make-span από τις αναθέσεις που δεν 
περιλαµβάνουν τον παίχτη i. 

( ii tg −− )

))

)

 
Σχόλια: Η συνεισφορά ουσιαστικά υπολογίζει την συµµετοχή του παίχτη i στο 
make-span. Για να βρούµε την συνεισφορά του παίχτη i πρώτα υπολογίζουµε το 
βέλτιστο make-span από τους χρόνους που δήλωσαν οι υπόλοιποι παίχτες και 
χωρίς την συµµετοχή του παίχτη i. Μετά υπολογίζουµε το πριµ του παίχτη i, 

. Η συνεισφορά του i θα προκύψει από το άθροισµα 
των παραπάνω τιµών. Αν η συνεισφορά έχει θετική τιµή τότε ο παίχτης µε τη 
συµµετοχή του βοηθά στην επίτευξη καλύτερου make-span. Παρατηρούµε ότι για 
τον υπολογισµό της συµµετοχής του i λαµβάνουµε υπόψη τους πραγµατικούς 
χρόνους εκτέλεσης του i. 

( ) ( )(( ig x t ,corr x t , t, t− �

 
Θεώρηµα 2.1.32 Υπάρχει ισχυρά φιλαλήθης µηχανισµός για το task scheduling 
πρόβληµα που ικανοποιεί περιορισµούς συµµετοχής. 
 
Απόδειξη: Ένας Γενικευµένος Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ στον οποίο 
το πριµ κάθε παίχτη ισούται µε την συνεισφορά του θα ικανοποιεί τους 
περιορισµούς συµµετοχής.  Όπως δείξαµε στο θεώρηµα  2.1.29 ο Γενικευµένος 
Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ είναι ισχυρά φιλαλήθης µηχανισµός για το 
task scheduling πρόβληµα.                                                                                      ■ 
                                                                                 
      Μέχρι τώρα δεν έχουµε θέσει κάποιο όριο στο χρηµατικό ποσό που ο 
µηχανισµός µπορεί να πληρώσει στους παίχτες. Αν όµως θεωρήσουµε 
µηχανισµούς µε όριο στον προϋπολογισµό τους, τότε υπάρχει το ενδεχόµενο να 
µην µπορεί ο µηχανισµός να κάνει καµία ανάθεση στους παίχτες, για κάποιο 
στιγµιότυπο του προβλήµατος. Γι’ αυτό το λόγο θα αλλάξουµε τον ορισµό του 
προβλήµατος. 
 
Ορισµός 2.1.33 (Περιορισµένο Task Scheduling πρόβληµα) Το πρόβληµα 
ορίζεται οµοίως µε το task scheduling µε επαλήθευση, µε τη διαφορά ότι τώρα 
υπάρχει µία  επιπλέον πιθανή έξοδος  που αντιστοιχεί στην περίπτωση όπου 
δεν γίνεται καθόλου ανάθεση, έτσι  και g . 

⊥
( )⊥ =iυ 0 ( )⊥ = ∞

 
Αν θεωρήσουµε τον µηχανισµό ως ένα αλγόριθµο, τότε µε την έξοδο  του 
δίνουµε την δυνατότητα να τερµατίζει πάντα, ακόµα και όταν δεν µπορεί να κάνει 
κάποια ανάθεση. 

⊥

 
Ορισµός 2.1.34  (Περιορισµένος Προϋπολογισµός)  

1. Θα λέµε ότι ένας µηχανισµός  έχει περιορισµένο προϋπολογισµό b, 
αν για κάθε n-άδα  στρατηγικών ,    

( p,om
ss 1= ns,,… ( )∑ ≤

i
i bsp .
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2. Θα καλούµε  έναν µηχανισµό άµεσης αποκάλυψης b-περιορισµένο (b-
constrained) εάν ικανοποιεί τους περιορισµούς συµµετοχής και έχει 
περιορισµένο προϋπολογισµό b. 

 
Στον ορισµό η συνθήκη 1 εκφράζει το γεγονός ότι όποια και αν είναι η 
στρατηγική των παιχτών ο µηχανισµός δεν µπορεί να πληρώσει στους παίχτες 
συνολικό ποσό µεγαλύτερο του b. Το b είναι το µέγιστο χρηµατικό ποσό που 
µπορεί να διαθέσει. 
 
Σηµείωση: Αν  είναι η ανάθεση ενός b-περιορισµένου µηχανισµού τότε 
πρέπει να ισχύει  . Αυτό προκύπτει από τις συναρτήσεις 

πληρωµής οι οποίες υπολογίζουν τις πληρωµές µε βάση τους χρόνους των 
παιχτών. 

( )tΥ
bt

i Υj
i
ji ≤∑ ∑ ∈

 
Ορισµός 2.1.35 Έστω και δύο µηχανισµοί για το ίδιο 
πρόβληµα ελαχιστοποίησης. Θα λέµε ότι ο m είναι τόσο καλός όσο ο m΄, εάν για 
οποιασδήποτε κυρίαρχες στρατηγικές  των παιχτών στον m και 

 στον m΄ ισχύει,  . 

( p,om =

( )dog

) )

b

m  µ

( p,om ′′=′

nd,,dd …1=

( )( )sog ′ns,,ss …1= ( ) ≤
 
∆ηλαδή ο m δεν θα δίνει ποτέ χειρότερα αποτελέσµατα από τον m΄. 
 
Θεώρηµα 2.1.36 Έστω 0 . Τότε υπάρχει φιλαλήθης µηχανισµός m για το 
περιορισµένο task scheduling πρόβληµα έτσι ώστε: 

>h,b

1. m είναι . ( ) νοςέπεριορισµhb −+
2. Εάν ο m΄ είναι b-περιορισµένος, τότε ο m είναι  τόσο καλός όσο ο m΄. 

 
Απόδειξη: Θεωρούµε τον ακόλουθο µηχανισµό : ( )p,om =

• Ο αλγόριθµος εξόδου ψάχνει µια βέλτιστη ανάθεση µεταξύ των 
αναθέσεων y έτσι ώστε ∑ ∑  ή  αν δεν υπάρχει ανάθεση. 

( )to

i
i
ji j y t

∈
≤ ⊥

• Έστω ία γνησίως αύξουσα µονότονη συνάρτηση για την οποία ( )

( ) nm≤ h≤0

⊥

. Ορίζουµε την συνεισφορά  του παίχτη όπως στο 
θεώρηµα 2.1.32, εκτός από το ότι ο αλγόριθµος και η αντικειµενική 
συνάρτηση είναι διαφορετικές. Ορίζουµε το πριµ  ως  m  
και την συνάρτηση πληρωµής ως , όπου c( ) είναι η 
συνάρτηση αποζηµίωσης. Η πληρωµή ορίζεται να είναι 0 όταν η έξοδος 
είναι . 

icont

( ) ib+

( )ib
( )

( )( )icont
ii cp =

 
Η συνολική αποζηµίωση είναι φραγµένη από το b και το συνολικό πριµ από το h, 
κατά συνέπεια ο προϋπολογισµός είναι φραγµένος από το h . Όπως και στο 
θεώρηµα 2.1.25 µπορούµε να δείξουµε ότι ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης και ότι 
η µοναδική κυρίαρχη για τον παίχτη i είναι να αποκαλύψει την αλήθεια (όταν 

b +
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bt i
j ≥

optg




=′1
t

t j

 ο παίχτης µπορεί να δηλώσει οποιοδήποτε b ) και να εκτελέσει τις 
εργασίες του όσο πιο αποδοτικά µπορεί. 

di
j ≥

∈ iy
i
jt

     Υπενθυµίζουµε ότι κάθε b-περιορισµένος µηχανισµός m΄ πρέπει να επιλέξει 
ανάθεση z ώστε : .                                                                          ■        i

i
ji j z t

∈
≤∑ ∑ b

0

)

)

) )

                                     
2.1.7 Μηχανισµοί Πολυωνυµικού Χρόνου  
 
Ο Μηχανισµός  Αποζηµίωσης και Πριµ είναι βέλτιστος αλλά υπολογιστικά 
δύσκολος, διότι ο αλγόριθµος ανάθεσης που χρησιµοποιεί είναι µεν βέλτιστος 
αλλά εκθετικού χρόνου. Υπενθυµίζουµε ότι το task scheduling είναι πρόβληµα 
NP-hard και κατά συνέπεια όλοι οι γνωστοί βέλτιστοι αλγόριθµοι γι’ αυτό είναι 
εκθετικού χρόνου. Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε µηχανισµούς 
αποζηµίωσης και πριµ που δεν χρησιµοποιούν βέλτιστο αλγόριθµο ανάθεσης 
αλλά κάποιο πολυωνιµικό προσεγγιστικό αλγόριθµο. Θα δείξουµε ότι η 
αντικατάσταση του βέλτιστου αλγορίθµου µε έναν προσεγγιστικό πολυωνιµικού 
χρόνου δεν οδηγεί πάντα σε φιλαλήθη µηχανισµό. Έτσι θα ορίσουµε µία 
υποπερίπτωση του προβλήµατος στο οποίο ο αριθµός των παικτών είναι σταθερά 
καθορισµένος και οι χρόνοι εκτέλεσης  είναι φραγµένοι. Το πρόβληµα παρόλο 
τους περιορισµούς παραµένει NP-hard και τα κάτω φράγµατα που δείξαµε στην 
ενότητα 2.1.3 ισχύουν και γι’ αυτό. Τέλος θα δείξουµε ότι για κάθε  
µπορούµε να έχουµε ένα πολυωνιµικό 1+ε προσεγγιστικό µηχανισµό για το 
πρόβληµα.   

i
jt

>ε

 
Ορισµός 2.1.37 Έστω x( ) ένας αλγόριθµος ανάθεσης. Ορίζουµε τον Μηχανισµό 
Αποζηµίωσης και Πριµ που βασίζεται στον x µε όµοιο τρόπο µε  τον Μηχανισµό 
Αποζηµίωση και Πριµ, εκτός από το ότι αντί για τον βέλτιστο αλγόριθµο 
ανάθεσης έχουµε τον x( ). 
 
Το επόµενο θεώρηµα είναι πολύ σηµαντικό για την σχεδίαση πολυωνιµικών 
µηχανισµών. 
 
Θεώρηµα 2.1.38 Έστω x( ) ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος για το task 
scheduling. Έστω είναι Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ που 
βασίζεται στον x( ). Τότε ο m δεν είναι φιλαλήθης. 

( p,xm =

 
Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι ο m είναι φιλαλήθης. Για κάποια  ανάθεση y και τύπο 
t έστω δηλώνει το make-span, max και opt(t) δηλώνει τον 

βέλτιστο αλγόριθµο ανάθεσης. Έστω t τύπος για τον οποίο ισχύει 
 και έστω  ο τύπος του παίχτη 1 για τον οποίο:  

( t,yg

( ) gt, <

∑ ji

( ) (( t,txt 1t′

( )

∞

∈

αλλιώς    

 εάν   11 toptjj    όπου το ∞  αντιπροσωπεύει µια αυθαίρετα µεγάλη τιµή. 
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Ισχυρισµός  Έστω  . Τότε . nt,,t,tt …21′=′ ( )( ) ( )( )t,txgt,txg ≥′′
 
Απόδειξη: Έστω ότι δεν ισχύει. Τότε αν ο τύπος του παίχτη 1 είναι t1 ,θα ήταν 
ωφέλιµο γι’ αυτόν να υποκριθεί ότι είναι . Αυτό όµως έρχεται σε αντίθεση µε 
την υπόθεση ότι ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης.                                                     ■                   

1t′

                                  
Πόρισµα 2.1.39  Έστω s τύπος  για τον οποίο: 

( )





∞

∈
=

αλλιώς   

  εάν   toptjt
s

ii
ji

j  

Τότε  
( )( ) ( )( )t,txgs,sxg ≥ . 

                     ■ 
      

 Καθώς , έχουµε ότι 
. Τότε θα υπάρχει παίχτης που του ανατίθεται άπειρη εργασία, 

άτοπο καθώς ο  είναι προσεγγιστικός.                                                            ■ 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( s,soptgt,toptgt,txgs,sxg =>≥
)

( )x

)
( ) (soptsx ≠

                 
     Το θεώρηµα αυτό µας δίνει ένα πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα. ∆ηλώνει ότι δεν 
µπορούµε εύκολα να σχεδιάσουµε κάποιο πολυωνιµικό µηχανισµό που να 
υλοποιεί το task scheduling. ∆εν µπορούµε απλά να αντικαταστήσουµε τον 
βέλτιστο αλγόριθµο ανάθεσης µε κάποιο προσεγγιστικό στον µηχανισµό 
Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ. Κάτι τέτοιο θα έδινε µηχανισµό που δεν 
είναι πλέον φιλαλήθης και συνεπώς δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Θα 
προσπαθήσουµε στη συνέχεια να ξεπεράσουµε την δυσκολία που εκφράζει το 
θεώρηµα 2.1.38 µε το να αλλάξουµε τον ορισµό του προβλήµατος. 
 
Ορισµός 2.1.40 (Φραγµένο Task Scheduling Πρόβληµα)  
Ο ορισµός του προβλήµατος είναι όµοιος µε τον oρισµό του task scheduling µε 
επαλήθευση µε τη διαφορά ότι ο αριθµός των παιχτών είναι σταθερός και 
υπάρχουν σταθερές 0  έτσι ώστε:  για κάθε i, j  α . >> αb bti

j ≤≤
 
∆ηλαδή ο αριθµός πλέον των παιχτών είναι σταθερός και θα δίνεται µαζί µε τον 
ορισµό του προβλήµατος.. Επίσης οι χρόνοι των παιχτών είναι φραγµένοι από 
τους αριθµούς α,b.  
 
     Ένας 1+ε –προσεγγιστικός αλγόριθµος για το φραγµένο task scheduling 
πρόβληµα είναι ο αλγόριθµος στρογγυλοποίησης. Ο αλγόριθµος αυτός λειτουργεί 
ως εξής: Οι είσοδοι j  αρχικά στρογγυλοποιούνται σε ακέραιους πολλαπλάσια 
του δ. Το δ είναι παράµετρος που εξαρτάται από τα α και ε. Μετά επιλύεται αυτό 
το (στρογγυλοποιηµένο) πρόβληµα χρησιµοποιώντας δυναµικό προγραµµατισµό, 
σε πολυωνιµικό χρόνο. Αποδεικνύεται ότι η λύση του στρογγυλοποιηµένου 
προβλήµατος είναι 1+ε προσεγγιστική του αρχικού προβλήµατος.  

it

     Στη συνέχεια θα σχεδιάσουµε έναν µηχανισµό χρησιµοποιώντας τον 
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αλγόριθµο στρογγυλοποίησης. Θα συνδέσουµε τον αλγόριθµο αυτό µε 
κατάλληλη συνάρτηση πληρωµής, χρησιµοποιώντας τους ακριβείς χρόνους για 
την συνάρτηση αποζηµίωσης, αλλά τους στρογγυλοποιηµένους για την 
συνάρτηση πριµ. 
 
Σηµείωση:  Έστω διάνυσµα t, µε t θα καλούµε το διάνυσµα όπου όλα τα 
στοιχεία του έχουν στρογγυλοποιηθεί σε ακέραιο πολλαπλάσιο του δ. Θα 
δηλώνουµε επίσης µε g x , όπου g είναι η αντικειµενική συνάρτηση.

ˆ

)( ) ( ˆˆ , t g x, t=� �

�

 

 
Ορισµός 2.1.41  (Ο Μηχανισµός Στρογγυλοποίησης)  
Ο Μηχανισµός Στρογγυλοποίησης (Rounding Mechanism) ορίζεται ως εξής: 

• Ο αλγόριθµος ανάθεσης είναι ο αλγόριθµος στρογγυλοποίησης  
• Η συνάρτηση πληρωµής δίνεται από τη σχέση:            

( ) ( ) ( )i i ip t, t c t, t b t, t= +� �  
 

     όπου   και  b t  ( )
( )i

i
j

j x t

c t, t t
∈

= ∑� � ( ) ( ) ( )( )( )i iˆˆ ˆ, t g x t ,corr x t , t, t= −� �

 
Ο µηχανισµός στρογγυλοποίησης αποζηµιώνει τους παίχτες βάση της εργασίας 
τους, αλλά υπολογίζει το πριµ µε βάση τους στρογγυλοποιηµένους χρόνους 
δήλωσης και εκτέλεσης. 
                                            
Αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρηµα : 
  
Θεώρηµα 2.1.42 Για κάθε σταθερά 0 ο µηχανισµός στρογγυλοποίησης είναι 
πολυωνιµικός µηχανισµός µε επαλήθευση. Επίσης είναι φιλαλήθης 1+ε 
προσεγγιστική υλοποίηση του φραγµένου task scheduling προβλήµατος. 

>ε

  
2.2 Shortest Path  
 
2.2.1 Εισαγωγή 
 
Όπως είδαµε και στην ενότητα 2.1 για το task scheduling, για να λύσουµε ένα 
αλγοριθµικό πρόβληµα στο οποίο έχουµε ελλιπή πληροφορία για τους παίχτες 
που συµµετέχουν, προσπαθούµε να σχεδιάσουµε ένα VCG µηχανισµό που να  
υλοποιεί το πρόβληµα αυτό. Επιλέγουµε τους  VCG µηχανισµούς διότι είναι 
πάντα φιλαλήθεις. Η φιλαλήθεια είναι απαραίτητο χαρακτηριστικό του 
µηχανισµού που θα σχεδιάσουµε διότι µας εγγυάται ότι οι πληροφορίες που µας 
δηλώνουν οι παίχτες  είναι αληθείς. Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε το 
πρόβληµα της δροµολόγησης ελάχιστου µονοπατιού (shortest path routing) σε 
ένα δίκτυο επικοινωνίας..  
     Μια εκτενής µελέτη του προβλήµατος έχει γίνει στο άρθρο  [HS01] από τους 
John Hershberger και Sudhash Suri. Τα αποτελέσµατα του άρθρου αυτού θα 
παρουσιάσουµε στην ενότητα που ακολουθεί.  
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     Έστω ότι  έχουµε ένα δίκτυο επικοινωνίας G και ένα σύνολο ατόµων στα 
οποία ανήκουν τα links του δικτύου. Το δίκτυο µοντελοποιείται από ένα 
κατευθυνόµενο γράφο G  όπου κάθε ακµή του ανήκει σε ένα παίχτη. Οι παίχτες 
θεωρούνται λογικοί και ιδιοτελείς, δηλαδή ενδιαφέρονται να µεγιστοποιήσουν το   
προσωπικό τους κέρδος µε τον αποδοτικότερο τρόπο. Κάθε παίχτης i έχει µία 
προσωπική πληροφορία (που είναι ο τύπος του) και αντιστοιχεί  στο κόστος 
για την αποστολή ενός µηνύµατος µέσω της ακµής του. Το κόστος κάθε link είναι 
γνωστό µόνο στον παίχτη στον οποίο ανήκει. Στο G θεωρούµε δύο 
συγκεκριµένους κόµβους  x , y και σκοπός µας είναι να βρούµε το µονοπάτι µε το 
ελάχιστο κόστος (shortest path) από το x  στο y, µε σκοπό να στείλουµε ένα 
µήνυµα από το x στο y.  

it ≥ 0

)

)

)

     Η ανάγκη σχεδίασης ενός µηχανισµού που να υλοποιεί το πρόβληµα αυτό 
πηγάζει από το γεγονός ότι ο αποστολέας του µηνύµατος δεν γνωρίζει τα κόστη 
των ακµών του γράφου. Αν τα γνώριζε τότε ο µηχανισµός δεν θα χρειαζόταν. 
Απλά θα χρησιµοποιούσε κάποιο αλγόριθµο που υπολογίζει το shortest path  σε 
ένα γράφο. Πρέπει κατά συνέπεια να σχεδιάσει ένα φιλαλήθη µηχανισµό που να 
υλοποιεί το πρόβληµα και µέσω του µηχανισµού να εκµαιεύσει από τους παίχτες 
(τους ιδιοκτήτες των ακµών) τα κόστη των ακµών τους. 
     Θα αναφέρουµε τώρα το γενικό σχήµα των µηχανισµών που υλοποιούν το 
πρόβληµα της shortest path δροµολόγησης σε ένα δίκτυο µεταξύ δύο κόµβων x 
και y.  
• Το διάνυσµα τύπων των παιχτών είναι . Για το πρόβληµα της 

δροµολόγησης σε ένα δίκτυο, θεωρούµε ότι κάθε παίχτης, συσχετίζεται µε µία 
ακµή e και έχει τύπο  που είναι το κόστος της ακµής. Το κόστος αυτό το 
γνωρίζει µόνο ο ίδιος. Οι παίχτες καλούνται να δώσουν στο µηχανισµό τις 
τιµές των τύπων τους. 

( nt,,t,tt …21=

et

• ∆οθέντος ενός διανύσµατος τύπων, ο αλγόριθµος εξόδου του µηχανισµού 
υπολογίζει την έξοδο O , µε βάση το διάνυσµα τύπων των παιχτών. Οι 
εφικτές έξοδοι  του µηχανισµού είναι όλα τα δυνατά µονοπάτια από το x στο 
y. Στόχος του µηχανισµού είναι να εντοπίσει το µονοπάτι ελαχίστου κόστους 
από το x στο y.   

o ∈

• Κάθε παίχτης  έχει µία αποτίµηση (valuation) υ( ) που σχετίζεται µε κάθε 
έξοδο ο του µηχανισµού. Η συνάρτηση αποτίµησης  ποσοτικοποιεί 
την προτίµηση του παίχτη i  για την έξοδο ο όταν ο τύπος του είναι . Έστω 
P ένα µονοπάτι που προέκυψε ως έξοδος από τον µηχανισµό. Εάν η ακµή e 
δεν ανήκει στο P, τότε η αποτίµηση του παίχτη e είναι 0, αλλιώς η αποτίµηση 
του παίχτη είναι − . 

( o,tυ ii

it

et
• Επίσης ο µηχανισµός  καθορίζει για κάθε παίχτη i την πληρωµή του . H 

συνάρτηση πληρωµών του µηχανισµού αποτελεί µέρος του σχεδίου του και 
ουσιαστικά καθορίζει τον µηχανισµό.  

iρ

• Η utility του παίχτη i είναι  και εκφράζει το όφελος του 
παίχτη από την έξοδο ο. Οι παίχτες θεωρούνται λογικοί και ιδιοτελείς. Κατά 
συνέπεια κάθε παίχτης επιθυµεί να βελτιστοποιήσει την utility του µε τον 
καλύτερο τρόπο χωρίς να συνεργαστεί µε άλλους παίχτες.  

( o,tυpu iiii +=
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     Από τους µηχανισµούς που έχουν το παραπάνω γενικό σχήµα µας 
ενδιαφέρουν οι VCG µηχανισµοί που είναι πάντα φιλαλήθεις. Όπως  ήδη έχουµε 
αναφέρει στο Κεφ. 1, ένας µηχανισµός ανήκει στην οικογένεια  VCG  εάν: 

1. Επιλέγει  µια έξοδο που µεγιστοποιεί την αποτίµηση:   

  ( ) ( )
n

i i
o

i 1
o t arg max υ t ,o

=

= ∑
2. Οι συναρτήσεις πληρωµής είναι:  όπου  h  

είναι µία αυθαίρετη συνάρτηση των . 

( ) ( )( ) (∑
≠

−+=
ij

iijji thto,tυtp ,

( )niii t,,t,t,,tt …… 111 +−− =

)

)

i

 
Παρατηρήσεις:  
1. Στον παραπάνω ορισµό η συνθήκη 1 δηλώνει ότι σε ένα VCG µηχανισµό η 
έξοδος θα µεγιστοποιεί το άθροισµα των αποτιµήσεων των παιχτών. Το άθροισµα 
αυτό είναι η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος. Η έξοδος λοιπόν του 
µηχανισµού θα πρέπει να µεγιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση. Για το 
πρόβληµα µας, η αποτίµηση κάθε παίχτη που η ακµή του ανήκει στο shortest path 
ισούται µε την αρνητική τιµή του κόστους της ακµής του. Η αντικειµενική 
συνάρτηση του προβλήµατος ορίζεται ως το άθροισµα των αποτιµήσεων των 
παιχτών. Στόχος του µηχανισµού είναι να βρει το ελάχιστο µονοπάτι µεταξύ των 
x και y. Καθώς η αντικειµενική συνάρτηση είναι άθροισµα αρνητικών τιµών, το 
ελάχιστο µονοπάτι θα την µεγιστοποιεί.  
2. Στη συνθήκη 2 ο πρώτος όρος της συνάρτησης πληρωµής είναι ίσος µε το 
άθροισµα των αποτιµήσεων των υπολοίπων παιχτών για την έξοδο ο. Ο δεύτερος 
όρος εξαρτάται από τις αποτιµήσεις των υπόλοιπων παιχτών όταν αγνοήσουµε 
τον  παίχτη i. Θεωρούµε ότι η πληρωµή είναι από τους παίχτες προς το σύστηµα, 
όταν οι παίχτες αγοράζουν και από το σύστηµα στους παίχτες, όταν οι παίχτες 
πουλούν. 
 
     Θα ορίσουµε τώρα την συνάρτηση πληρωµής για το πρόβληµα που µελετούµε 
µε βάση το VCG σχήµα. Όπως αναφέραµε το αποτέλεσµα  που δίνει την µέγιστη 
συνολική αποτίµηση είναι το shortest path από το x στο y.  Ο όρος 

 στη συνάρτηση πληρωµής είναι ίσος µε  −  

δηλαδή η αρνητική τιµή του κόστους του βέλτιστου µονοπατιού όταν στο κόστος 
αυτό δεν συµπεριλάβουµε το κόστος του i. Για  τον δεύτερο όρο , θα 
χρησιµοποιήσουµε το , που είναι το κόστος του βέλτιστου 
µονοπατιού αν δεν υπάρχει ο παίχτης e στο γράφο.  

( )( )∑ ≠ij
jj to,tυ ( )0=e|G;y,xd ,

( )ii th −

( e\G;y,xd

 
     Η πληρωµή για την ακµή e ορίζεται ως: 
 

( ) ( )



 −

= =

αλλιώς                                                 
pathshortest  στοανήκει  e εάν       |G;y,xde\G;y,xd

p ee

0
0    (2.2.1) 

 
Παρατηρούµε ότι η πληρωµή κάθε παίχτη δεν εξαρτάται από το κόστος που 
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δήλωσε για την ακµή του. Η συνάρτηση 2.2.1 ανήκει στην VCG κλάση.  
 
Παρατηρήσεις: Το πρόβληµα εύρεσης των ελάχιστων µονοπατιών σε ένα γράφο 
είναι πολυωνιµικού χρόνου. Σε ένα γράφο µε ( )E,VG = nV = και mE =

nm(O

( )G;yd ,

2O(n m)

 και 
θετικά βάρη στις ακµές του, µπορούµε µε τον αλγόριθµο του Dijkstra να βρούµε 
το shortest path από το x στο y σε χρόνο . Αν το γράφηµα έχει και 
αρνητικά κόστη αλλά δεν έχει κύκλους αρνητικού κόστους, τότε µε τον 
αλγόριθµο Bellman-Ford υπολογίζουµε το shortest path σε χρόνο . Με 
σκοπό να υπολογίσουµε τις πληρωµές για κάθε παίχτη e, παρατηρούµε ότι ο όρος  

 µπορεί να υπολογιστεί από το ελάχιστο µονοπάτι  απλά 
αφαιρώντας το κόστος του e. Ο όρος  δεν είναι τόσο απλό για να 
υπολογιστεί, χρειάζεται να αφαιρέσουµε την ακµή e από το γράφηµα κάτι που θα 
αλλάξει το shortest path και το µήκος του. Μία απλή µέθοδος είναι να τρέξουµε 
ξανά τον αλγόριθµο του shortest path στο e  για κάθε e στο shortest path. 
Επειδή στο shortest path µεταξύ του x και y υπάρχουν το πολύ n-1 ακµές, 
µπορούµε µε αυτή τη µέθοδο, να υπολογίσουµε τις πληρωµές για όλους τους 
παίχτες σε χρόνο ( για δίκτυο µε θετικά βάρη) ή σε (για 
δίκτυο µε αρνητικά βάρη). Άρα ένας τέτοιος µηχανισµός θα είναι πολυωνιµικού 
χρόνου. Σε αυτή την ενότητα θα δείξουµε ότι µπορούµε να επιτύχουµε κάτι 
καλύτερο, ότι τελικά µπορούµε να υπολογίσουµε όλες τις πληρωµές σε χρόνο 
ασυµπτωτικά ίσο µε τον χρόνο υπολογισµού ενός shortest path. 

)mnlogn +

( e\G;y,d

\G

(O

)x

)

)( 0=e|G;y,xd ,x

2O(n log n nm)+

 
Παράδειγµα: Ας δούµε τώρα ένα παράδειγµα για τον προηγούµενο VCG 
µηχανισµό. Έστω ο µη κατευθυνόµενος γράφος της εικόνας 2.2.1. Θέλουµε να 
βρούµε το ελάχιστο µονοπάτι που συνδέει το x και y 

x 
b 1 c 

2 2 

2 
3 

2 4 

y 
5 

Εικόνα 2.2.1 Το
 
     Έστω κάποιος φι
µηχανισµός αρχικά ζητ
τους. Επειδή ο µηχα
πραγµατικά κόστη τω
παίχτες µε τις ακµές το
εφαρµόζει τον αλγόριθ

 
 

a 
 γραµµοσκιασµένο µονοπάτι είναι το

λαλήθης µηχανισµός που υλοποιε
ά από τους παίχτες να του δηλώσουν
νισµός είναι φιλαλήθης οι παίχτ
ν ακµών. Στην ανάλυση που ακολο
υς. Στη συνέχεια βάση αυτών των δη
µο εξόδου (τον αλγόριθµο του Dijk
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 shortest path. 

ί το πρόβληµα. Ο 
 τα κόστη των ακµών 
ες θα δηλώσουν τα 
υθεί ταυτίζουµε τους 
λώσεων ο µηχανισµός 
stra). Έτσι βρίσκει το 



ελάχιστο µονοπάτι {(x,b), (b,c), (c,y)} που έχει κόστος 5.  
     Μετά υπολογίζει τις πληρωµές των παιχτών µε την συνάρτηση 2.2.1. Για να 
βρει την πληρωµή της ( υπολογίζει πρώτα τον όρο , δηλαδή 
το κόστος του ελάχιστου µονοπατιού αν δεν υπήρχε η ακµή (x,b) στο γράφο. 
Αυτό είναι το {(x,a), (a,y)} µε κόστος 8. Στη συνέχεια υπολογίζει τον όρο 

)x,b ( )d x, y;G \ (x,b)

( )(x, b) 0d x, y;G | =

( )x,b

 δηλαδή το κόστος του ελάχιστου µονοπατιού χωρίς το κόστος 
της ακµής (x,b). Το κόστος αυτό είναι 3. Κατά συνέπεια η πληρωµή της 

είναι : 
( ) ( ) ( )x,b

(x, b) 0p d x, y;G \ (x,b) d x, y;G | 8 3 5== − = − = . 
Για την πληρωµή της  ο µηχανισµός εργάζεται οµοίως. Το ελάχιστο 
µονοπάτι χωρίς την ακµή (b,c) είναι το {(x,a), (a,y)}. Έτσι  

(b,c)

− = . 
)

− =

)

( ) ( )( ) ( )( )b,c
b,c 0p d x, y;G \ b,c d x, y;G | 8 4 4== − =

Το ελάχιστο µονοπάτι χωρίς την ακµή  είναι το {(x,b), (b,c), (c,d), (d,y)} 
κόστους 7. Άρα  

(c, y

( ) ( )( ) ( )( )c,y
c,y 0p d x, y;G \ c, y d x, y;G | 7 3 4== − =  

 
2.2.2 Το Μοντέλο   
 
Θεωρούµε ότι το δίκτυο µοντελοποιείται από ένα γράφο , µε ( E,VG =

nV = και mE = . Κάθε ακµή G  έχει κόστος . Θα µελετήσουµε 
κατευθυνόµενα και µη κατευθυνόµενα γραφήµατα. Θα προτείνουµε αρχικά έναν 
αλγόριθµο για µη κατευθυνόµενα γραφήµατα διότι η ανάλυση τους είναι 
απλούστερη. Θεωρούµε ότι κάθε ζεύγος κόµβων u και υ συνδέεται το πολύ µε µία 
ακµή. Αυτός ο περιορισµός πάντως δεν είναι απαραίτητος για τον αλγόριθµο που 
θα παρουσιάσουµε, ο αλγόριθµος λειτουργεί το ίδιο καλά και για γράφο του 
οποίου τα ζεύγη κόµβων συνδέονται µε πολλές παράλληλες ακµές . 

e ∈ ( )ec

    Ένα µονοπάτι στο G είναι µία ακολουθία ακµών, όπου συνδεόµενες ακµές 
µοιράζονται ένα κοινό κόµβο και κάθε κόµβος να ανήκει το πολύ σε δύο ακµές 
του µονοπατιού. Το συνολικό κόστος ενός µονοπατιού στο G είναι το άθροισµα 
από τα κόστη των ακµών του µονοπατιού.  
     Το shortest path µεταξύ δύο κόµβων α και b ορίζεται ως  , είναι το 
µονοπάτι που συνδέει τους α , b και έχει το ελάχιστο κόστος. Η απόσταση µεταξύ 
α και b ορίζεται ως  και είναι το µήκος του path(α,b). Αν δεν υπάρχει 
µονοπάτι θεωρούµε την απόσταση αυτή άπειρη. 

( b,αpath )

)

)
}

( b,.αd

 
Σηµείωση: Για ευκολία θεωρούµε ότι τα µήκη όλων των µονοπατιών είναι 
διαφορετικά , έτσι το shortest path µεταξύ δύο κόµβων θα είναι µοναδικό.  
 
     Θεωρούµε στο γράφηµα δύο συγκεκριµένους κόµβους x και y που θα καλούµε 
πηγή (source) και στόχος (target). Το shortest path που τους συνδέει είναι το 

, όπου x  και y . Όπως αναφέραµε 
προηγουµένως θέλουµε να υπολογίσουµε για κάθε  το µήκος του 

( ) ( kυ,,υ,υy,xpath …21= υ =1 υk =
1∈ ,i …{ 1−k,
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shortest path από το x στο y αν δεν χρησιµοποιήσουµε την ακµή  
Την απόσταση αυτή θα καλούµε x-y απόσταση παραλειπόµενης της  e

( )1+= iii υ,υe .

( )e\G;b,α

)
( )b,α

xV yVy∈

)y

ie

)( )e+

)
)yVV

}

)1

xV

yV ,

i, είναι ο 
όρος  στη συνάρτησης πληρωµής 2.2.1. Έστω το shortest path 

µεταξύ των κόµβων α και b. Ορίζουµε ως  και 
, το shortest path και την ελάχιστη απόσταση όταν έχει 

αποµακρυνθεί η ακµή e από το γράφηµα G. Η απόσταση  στο πλήρες 
γράφηµα είναι συντοµογραφία του , όπως  είναι 
συντοµογραφία του path . 

( ie\G;y,xd
( )b,α

( )e\G;d

( )yx V,VE∈

(= iii υ,υ

( )x, y;G \ e

( )1+ii υ,υe
( xi VEE =

( )υ, u E∈
( ) ( \G;u,xd=

( ) ( e\G;y,υd=
( )y,x

)

)

i

)

path
b,α

( )υ,u

d

=i

u,xd
y,υd

path

path

( b,αd
path

x ∈

( x V,VE

( , y;G \

)

( y,x

x ,

{ nυ,…

( +ii υ,υe

( G;d,αd

x yV

( x V,VE

)yVV

( )e c u,υ

V

)nυ
{ }i yV

( u,xpath
path

( )G;b,α

xVu ∈

)1+

( ) ( )
( )

x y
i

i u,υ E V ,V
u,υ e

min d
∈
≠

=

( ) υy,xpath =
V =

)yV,

i

)ie
)i

     Mπορούµε να ορίσουµε το shortest path από το x στο y µε βάση ένα σύνολο 
πλευρών που διασχίζουν ένα cut. Θεωρούµε µία οποιαδήποτε διαµέριση  του 
συνόλου V των κόµβων σε δύο σύνολα και  έτσι ώστε  και  . 
Το σύνολο των κόµβων που διασχίζουν το cut ορίζεται ως . Κάθε ακµή 

 έχει   και . Κάθε µονοπάτι από το x στο y πρέπει 
να περιέχει τουλάχιστον µία ακµή από το . Συνεπώς µπορούµε να 
διατυπώσουµε το πρόβληµα ως έξης:  

V

yVυ∈

)y

Για κάθε e και κάποιο cut  που πιθανώς εξαρτάται από το , 
η  x-y απόσταση παραλειπόµενης της  e

( x ,
i  υπολογίζεται από τη σχέση: 

 
( )ix, u;G \ d υ+       (2.2.2) 

 
∆ηλαδή χωρίζουµε το shortest path, όταν έχει παραλειφθεί η ei , σε τρία µέρη. 
Πρέπει να βρούµε εκείνη την ακµή (u,υ) στο cut  που θα ελαχιστοποιεί 
το παραπάνω άθροισµα. Την σχέση αυτή θα την χρησιµοποιήσουµε στις επόµενες 
ενότητες για την ανάλυση του προβλήµατος . 

( yx V,E

 
2.2.3 Path Graphs 
  
 Aρχικά θα µελετήσουµε την ειδική περίπτωση όπου το  περιλαµβάνει 
όλους τους κόµβους του γραφήµατος. Θα ορίζουµε το cut (  βάση της 
διαµέρισης του  όταν αφαιρέσουµε την ακµή 

. Επιλέγουµε   και . Για ευκολία 
ορίζουµε  για την ακµή  (εικόνα 2.2.2). 

path

i ,υ 1+

( ,,υ, …21

x 1υ , ,υ…

ie
=

     Έστω ότι πρόκειται να αποµακρύνουµε την ακµή . Θεωρούµε   
µία ακµή του cut. Επειδή το  περιέχεται στο  έχουµε  

. Οµοίως, επειδή το  περιέχεται στο  
. Οι αποστάσεις είναι τα µήκη των υποµονοπατιών του 

που συνδέουν κάθε σηµείο µε το x και y .  

=i

)y( ,υ
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Εικόνα 2.2.2:  Οι ακµές του Εi διασχίζουν την διακεκοµµένη  γραµµή 
 
Έτσι από τη σχέση (2.2.2) έχουµε: 

( )
( )
( )

( ) ( ) (
i
i

i u,υ E
u,υ e

d x, y;G \ e min d x,u c u,υ d υ, y
∈
≠

= + + )

) 1

i

                 (2.2.3)                                

Για να υπολογίσουµε τα shortest  paths όταν παραλείπουµε τις ακµές του 
, υπολογίζουµε  διαδοχικά την (2.2.3) για κάθε από 

µέχρι n-1. Για δοθέν i , ελαχιστοποιούµε την ποσότητα  
για όλα τα . Η διαφορά µεταξύ Ε

( y,xpath

υ

( )1+= iii υ,υe  
( ) ( )υ,ucu,x +

=i  
( )y,υdd +

( ) iu,υ E \ e∈

1+

( )eleft <

i  και  Ei+1 είναι εύκολο να 
υπολογιστεί. Αποτελείται από εκείνες τις ακµές που έχουν άκρο  τoν  υi+1 . Για να 
παράγουµε το Εi+1 από το Ei , προσθέτουµε στο Ei τις ακµές που έχουν ως 
αριστερό άκρο τον υi+1 και αποµακρύνουµε από το Ei εκείνες που έχουν δεξιό 
άκρο τον . Με left(e) και  right(e) θα καλούµε τους δείκτες των άκρων της e 
στο path(x,y), µε . 

i

( )eright
     Με βάση τα παραπάνω έχουµε  τον ακόλουθο αλγόριθµο: 
 

 

 
Path Algorithm 

1. Έστω Lκαι R πίνακες µε k στοιχεία (τα στοιχεία τους είναι σύνολα ακµών),
αρχικά κενοί. Έστω Q ουρά προτεραιότητας (priority queue) µε στοιχεία ζεύγη
(βάρη , ακµές) που εισάγονται µε βάση το βάρος. Η Q είναι αρχικά κενή. 

 
2. Για κάθε   ( )y,xpath\Ee∈
              εάν   εισήγαγε την e στους και  ( ) ( )erighteleft < ( )[ ]eleftL  ( )[ ]erightR .
 
3. Από 1 µέχρι  k-1 =i
 
        a) Για κάθε e  ( ) [ ]iLυ,u ∈=
                Εισήγαγε (  στην  Q , µε   ) )

)
e,w ( ) ( ) ( ii e\G;y,υdυ,uce\G;u,xdw ++=

        b) Αποµάκρυνε από το Q όλα τα ζεύγη ( ε . e,w  µ [ ]iRe∈
        c) Eνηµέρωσε το ελάχιστο βάρος στην Q ως την απόσταση x-y  
            παραλειπόµενης της ei .   
 

Ανάλυση: Ουσιαστικά ο αλγόριθµος δοκιµάζει για κάθε ακµή του shortest path 
που αφαιρεί όλες τις ακµές του αντίστοιχου cut, εφαρµόζει δηλαδή την 
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ελαχιστοποίηση της σχέσης 2.2.3. Οι δείκτες  left(e) και  right(e) απλά τον 
βοηθούν να βρίσκει αποδοτικά τις ακµές των διαδοχικών cut. Η ουρά 
προτεραιότητας είναι µια δοµή δεδοµένων που του επιτρέπει να εντοπίζει για 
κάθε ακµή ei που αφαιρούµε το shortest path στο γράφο που έµεινε όταν 
αφαιρέσαµε την ακµή αυτή.   
     Στο βήµα-i η Q περιέχει τις ακµές του , έτσι η απόσταση x-y 
παραλειπόµενης της e

ii e\E
i είναι σωστά υπολογισµένη. Στον αλγόριθµο µόνο η ουρά 

προτεραιότητας δεν έχει σταθερό χρόνο. Μία απλή εφαρµογή της ουράς  έχει 
χρόνο . Συνεπώς ο συνολικός χρόνος για τον υπολογισµό των 
πληρωµών όλων των παιχτών θα είναι ασυµπτωτικά ίσος µε τον χρόνο 
υπολογισµού του shortest path στο γράφο. 

( mlogmO )

 
Παράδειγµα: Θα εφαρµόσουµε τον Path Algorithm στον επόµενο γράφο 

 

e3 
4 

e2 
3 

e1 
2 

υ2 υ3 
υ4 = y 

1 1 1 
x = υ1 

Οι ακµές που ανήκουν στο είναι οι e(E \ path x, y)

3   άρα

4

)

)3

+ + =

1, e2, e3  µε βάρη 2, 3, 4 
αντίστοιχα. O αλγόριθµος στο βήµα 2 υπολογίζει τα στοιχεία των L και R.  
Έχουµε: 

( )1 1e υ ,υ=   και .  ( )1left e 1= ( )1right e 3=
( )2 2e υ ,υ=  άρα  και .  ( )2left e 2= ( )2right e 4=
(3 1 4e υ ,υ=  άρα  και .  ( )3left e 1= ( )3right e 4=

 
Έτσι έχουµε:  και . { } { }[ ]1 3 2L e ,e , e , ,= ∅ ∅ { } { }[ ]1 2 3R , , e , e ,e= ∅ ∅
 
Μετά εκτελεί το βήµα 3 για i = 1,2 . 
  
Για i 1εξετάζει τις ακµές που ανήκουν στο L[1].  =
 
Ξεκινά µε την και υπολογίζει το w. Για την ακµή αυτή  (1 1e υ ,υ=

( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 3 3 1 2w d x,υ ;G \ υ ,υ c υ ,υ d υ , y;G \ υ ,υ 0 2 1 3= + + =  
Ο πρώτος όρος είναι ίσος µε 0 διότι τα x και υ1 ταυτίζονται. Ο δεύτερος όρος 
είναι το βάρος της e1 που είναι ίσο µε 2. Ο τρίτος όρος είναι το βάρος της (υ3, y) 
δηλαδή 1. Άρα για την e1 το w είναι 3. Εισάγει λοιπόν στη Q (που ήταν κενή) το 
ζεύγος ( ) .  13,e
Επαναλαµβάνει την ίδια διαδικασία για την e3. Προφανώς το w ισούται µε το 
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βάρος της e3 αφού συνδέει απευθείας τους x και y. Άρα εισάγει στην Q το ζεύγος 
(4, e3). 
Μετά αφαιρεί από την Q όλα τα ζεύγη ε . Αλλά . Για 

το ελάχιστο βάρος στην Q είναι 3. Αυτή είναι η απόσταση x-y 
παραλειπόµενης της (υ

( e,w  µ)

)

)
)

[ ]e R 1∈ [ ]R 1 = ∅
i 1=

1, υ2). 
 
Μετά εργάζεται οµοίως. 
 
2.2.4 Μη Κατευθυνόµενα Γραφήµατα 
             
Γενικά σε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα δεν ισχύει πάντα ότι όλοι οι κόµβοι 
ανήκουν στο . Αυτό έχει ως αποτέλεσµα  η δοµή των shortest paths 
από το x προς τους άλλους κόµβους να µην έχει σχέση µε την δοµή των shortest 
paths από τους κόµβους προς το y. Το shortest path tree µε πηγή (source) το x 
είναι η ένωση όλων των shortest paths από το x προς τους άλλους κόµβους του V. 
Από την υπόθεση  της µοναδικότητας των shortest paths  προκύπτει ότι η ένωση 
των shortest paths είναι δέντρο. Κάθε κόµβος  υ έχει ένα µοναδικό πατέρα  u στο 
δέντρο. Το  προκύπτει από την αλληλουχία των  µε την ακµή 

. Θα καλούµε µε Χ το shortest path tree µε πηγή  το x. Οµοίως µε Υ το 
shortest path tree µε απόληξη (sink) το y.   

( y,xpath

( )υ,xpath ( u,xpath
( υ,u

     Επειδή έχουµε υποθέσει ότι το G είναι µη κατευθυνόµενο, το Υ θα είναι όµοιο 
µε το shortest path tree µε πηγή το y (σε κατευθυνόµενα γραφήµατα αυτό δεν 
ισχύει). Συνεπώς το Υ θα είναι η ένωση όλων των shortest paths από τους 
κόµβους του V µε κατάληξη το y. Τα shortest path trees X και Υ µπορούν να 
υπολογιστούν µε τον αλγόριθµο του Dijkstra σε χρόνο  
χρησιµοποιώντας πολύπλοκη δοµή δεδοµένων ή σε χρόνο 
χρησιµοποιώντας µια απλή δοµή δεδοµένων .  

( )mnlognO +
( )nlogmO  

      

   
 

Εικόνα 2.2.3 : Τα X και Y έχουν διαφορετική δοµή 
 
     Για την περίπτωση των path graphs, όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, 
έχουµε X , έτσι η αποµάκρυνση µιας ακµής e χωρίζει τα Χ και Υ 
σε όµοια µέρη. Γενικά για µη κατευθυνόµενα γραφήµατα αυτό δεν ισχύει. Ένα 
παράδειγµα φαίνεται στην εικόνα 2.2.3. Έχουµε το γράφηµα G και τα Χ και Υ,  
παρατηρούµε ότι τα Χ και Υ είναι διαφορετικά. Όταν  αφαιρέσουµε  την  e, τότε  

( y,xpathY == )
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οι  κόµβοι  στον  πάνω κλάδο του γράφου πρόσκεινται στα Χ \ e και Υ \ e που 
είναι διαφορετικά. Για να υπολογίσουµε την απόσταση x-y όταν αφαιρέσουµε την 
ακµή από το , ορίζουµε το  που 
βασίζεται στο shortest path tree Χ. Επειδή  περιέχεται στο Χ η 
αποµάκρυνση της e

( 1+= iii υ,υe  

( ) iu =

∪i
j jB

1= yV

) )

)

( ) ( kυ,,υy,xpath …1=

path

ei =

jB
1+

( )yx V,Vcut

( )y,xpath

( y,x

u
υ,υ ii +1

i χωρίζει το Χ σε δύο µέρη, επιλέγουµε το Vx βάση της 
συνιστώσας που περιέχει το x. To συµπλήρωµα του Vx είναι το Vy . Η κατασκευή 
των Vx και Vy γίνεται ως εξής: Επιτρέπουµε σε κόµβους του V να δηµιουργούν 
blocks µε βάση τη θέση τους στο shortest path tree X . Αν απαλείψουµε όλες τις 
ακµές του  path (x,y)  από το  Χ οι κόµβοι που συνδέονται µε το υi  στο 
εναποµείναν δάσος, σχηµατίζουν το block Bi. Εάν  τότε ορίζουµε 

. Συνεπώς για δοθείσα ακµή  έχουµε 

και  (Εικόνα 2.2.4). 

iB∈
( )∈block

xV = ∪k
ij=

=

( )d x, y;G \ e

( ) ( \G;u,xd=

y

,υ(d)y,υ(d =

( )
( )
u,υ
u,υ

m
∈
≠

)ie

e\G;y i

( )
( )

x y
i

i E V ,V
e

in d x, u;G \ e c= +

∪k
ij jy BV

1+=
=

)

(u,υ)i d υ

u ∈

e

(( ), y;G \ e+

xV

υ,υ( iii 1+=

u,xd

Vυ∈

 

 
 
Εικόνα 2.2.4: Αποµακρύνοντας το path(x, y) από το Χ ορίζονται τα blocks Bi 

 
     Έστω τώρα ότι θέλουµε να υπολογίσουµε  την απόσταση x-y παραλειπόµενης 
της ei σύµφωνα µε την σχέση:  

)i

)

. 

 
Από τον ορισµό, το path(x,u) περιέχεται στο Vx για όλα τα   , έτσι  ισχύει 

. Η αφαίρεση της ακµής ei επιφέρει µια διαµέριση στο Χ 
που όµως είναι διαφορετική από την αντίστοιχη διαµέριση του Υ (εικόνα 2.2.3), 
έτσι δεν είναι προφανές ότι το path(υ,y) περιλαµβάνεται στο Vy για όλα τα 

. Ωστόσο αποδεικνύεται ότι το path(υ,y) δεν χρησιµοποιεί την ei . 
 
Λήµµα 2.2.1  Έστω υ κόµβος του  για κάποια .Τότε 

ισχύει  . 
 
Απόδειξη: Έστω ότι το path(υ,y) χρησιµοποιεί την ακµή ei. Τότε θα πρέπει να 
διασχίζει την ei µε κατεύθυνση από το υi στο υi+1, επειδή το shortest path από το 
υi+1 στο y περιέχεται όλο στο Vy και δεν διέρχεται από την ei.Τότε το path(υ,y) 
είναι η αλληλουχία του path(υ,υi+1) µε το path(υi+1,y). Το πρώτο υποµονοπάτι 
περιέχει τον κόµβο υi  (που είναι κόµβος του Vx) (εικόνα 2.2.5). 
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Εικόνα 2.2.5: Αντίθετα µε το γραµµοσκιαζµένο µονοπάτι, το  path(υ,y) δεν 
περιλαµβάνει την ei επειδή το path (υi+1,υ) περιλαµβάνεται στο Vy. 
 
Από το shortest path tree Χ βλέπουµε ότι το )  περιέχεται πλήρως στο 

επειδή . Έτσι καθώς το G είναι µη κατευθυνόµενο το 
είναι το αντιστροφό του ) . Αλλά το ένα περιέχει το υ

υ,υ(path i 1+

υ,i 1+

yV  
path

yVυ∈

)
path

( 1+iυ,υ υ(path i και 
το άλλο όχι  άρα το )  δεν περιέχει την ey,υ( i.                                                 ■ 
                                                                                                                                                                      
      Έχουµε σχεδόν ανάγει την γενική περίπτωση των µη κατευθυνόµενων 
γράφων σε εκείνη όπου όλοι οι κόµβοι πρόσκεινται στο . Για κάποια 
ακµή  ορίζουµε  και , 
υποθέτοντας ότι ) . Αυτό µας εξασφαλίζει ότι  ανν 

 και έτσι µπορoύµε να εφαρµόσουµε τον Path Algorithm.  Για 
κάθε ακµή , η απόσταση )  υπολογίζεται χρησιµοποιώντας το 
shortest path tree Χ και η απόσταση )υπολογίζεται χρησιµοποιώντας το Υ.       

( y,xpath
) e(right

)
) )

)

y,x(path)υ,u(e ∉=
)u(block

)e(righti) <≤

iE)υ,u( ∈

u(block)e(left =

u,x(d
y,υ(

υ(block) =

iEe ∈υ(block≤

d

e(left

     Συνεπώς και για την γενική περίπτωση των µη κατευθυνόµενων γράφων ο 
συνολικός χρόνος για τον υπολογισµό των πληρωµών όλων των παιχτών θα είναι 
ασυµπτωτικά ίσος µε τον χρόνο υπολογισµού του shortest path στο γράφο. 
 
2.2.5 Κατευθυνόµενα  ∆ίκτυα  
                        
Όταν το γράφηµα G είναι κατευθυνόµενο το πρόβληµα είναι πιο περίπλοκο. Για 
παράδειγµα το shortest path µε πηγή το s είναι διαφορετικό από το shortest path 
µε απόληξη το s. Για να πάρουµε το shortest path tree Υ µε απόληξη y, πρέπει να 
αντιστρέψουµε τον προσανατολισµό κάθε ακµής του Ε και να υπολογίζουµε το 
shortest path tree µε πηγή y στο τροποποιηµένο δέντρο. Αν το G δεν έχει 
αρνητικά κόστη µπορούµε να υπολογίσουµε το shortest path tree σε χρόνο 

 µε τον αλγόριθµο του Dijkstra όπως και στα µη κατευθυνόµενα 
γραφήµατα.. Αν το γράφηµα έχει και αρνητικά κόστη αλλά δεν έχει κύκλους 
αρνητικού κόστους, τότε χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο Bellman-Ford που 
υπολογίζει το shortest path tree σε χρόνο O . 

)mnlogn(O +

nm(
      Ακόµα και αν έχουµε υπολογίσει τα shortest paths trees X και Υ, ο 
υπολογισµός της απόστασης x-y παραλειπόµενης διαδοχικά  κάθε ακµής του 

, είναι πιο πολύπλοκος από την περίπτωση των µη κατευθυνόµενων 
γραφηµάτων.  

)y,x(path
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Εικόνα 2.2.6 : Το Λήµµα 2.2.1 δεν αληθεύει για κατευθυνόµενουςγράφους. 

 
     Το κύριο πρόβληµα είναι ότι το λήµµα 2.2.1 δεν ισχύει για κατευθυνόµενους 
γράφους. Ένα παράδειγµα δίνεται στην εικόνα 2.2.6, όπου ο κόµβος υ ανήκει στο 
τµήµα του e  που περιέχει το y, αλλά το shortest path περιέχει την 
ακµή e. Παρόλα αυτά µπορούµε να ξεπεράσουµε αυτή την δυσκολία. Από το 
ακόλουθο λήµµα προκύπτει το συµπέρασµα ότι δεν χρειάζεται στην σχέση 2.2.2 
να ελαχιστοποιήσουµε πάνω σε όλες τις ακµές του . 

\X )y,υ(path

)yV,V(E x

 
Λήµµα 2.2.2  Έστω Vx και Vy οι συνιστώσες του Χ που προκύπτουν όταν 
αποµακρύνουµε την ακµή e .Τότε το  περιέχει ακριβώς 
µία ακµή του E . 

)y,x(path∈
)

)e\G;y,x(path
V,V( yx

 
Απόδειξη:  Έστω τυχαίο µονοπάτι P στο G \ e που συνδέει τα x και y και u ο 
τελευταίος κόµβος του P στο Vx (το µονοπάτι P µπορεί να διέρχεται από το Vx 
στο Vy πολλές φορές , εµείς επιλέγουµε την τελευταία διάσχιση (εικόνα 2.2.7). 
 

 

 
Εικόνα 2.2.7: Η u είναι ο τελευταίος κόµβος του P στο . Το γραµµοσκιαζµένο 
path(x,υ) περιέχεται στο  

XV

XV .
 
Το shortest path από το x στο u στο G περιέχεται στο Vx, καθώς το Vx είναι 
υποδέντρο του Χ περιέχει τα x και u. Έτσι  και 
µπορούµε να µικρύνουµε το P  αντικαθιστώντας το τµήµα του P µέχρι το u µε το 

. Η µόνη ακµή του ) σε αυτό το shortest path είναι αυτή που 
έπεται αµέσως µετά το u. Προκύπτει ότι το shortest path από το x στο y στο G \ e 
πρέπει να περιέχει ακριβώς µία ακµή του ) .                                            ■    

)e\G;u,x(path)u,x(path =

Vy

)u,x(path V,V(E yx

,V(E x
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     Πόρισµα αυτού του λήµµατος είναι ότι εάν )  είναι η µοναδική ακµή του 
στο , τότε . Έτσι προκύπτει 

ότι για την ελαχιστοποίηση στη σχέση 2.2.2 δεν χρειάζεται να εξετάσουµε καµία 
ακµή τουE  τέτοια που το )  περιέχει οποιαδήποτε κόµβο του 

 Συνεπώς το ελαχιστοποιηµένο σύνολο εξισώσεων της 2.2.2 
µετασχηµατίζεται στο: 

υ,u(
)e\G =)V,V(E yx

xV .

) y,υ(path;y,υ(path

y,υ(path

e\G;y,x(path

)V, yx

)

V(

x y

x

(u,υ) E(V ,V )
(u,υ) e

path(υ,y) V

d(x, y;G \ e) min d(x, u;G \ e) c(u,υ) d(υ, y;G \ e)
∈

≠
=∅

= + +

∩

    (2.2.4) 

 
Για να απορρίψουµε τις ακµές που παραβιάζουν την συνθήκη στο path , 
βάζουµε ετικέτες σε κάθε κόµβο Vσύµφωνα µε το χαµηλότερo 
δεικτοδοτηµένo block του Χ  από το οποίο περνάει το ) . Ορίζουµε ως 
minblock(υ) το µικρότερο i για το οποίο το path(υ,y) περιέχει ένα κόµβο του 
block Β

)y,υ(
υ∈

,y) bloc

y,υ(path

i. Έτσι   (εικόνα 2.2.8). w path(υmin block(υ) min k(w)∈=
  

 
 

Εικόνα 2.2.8 : block(υ)=5 , αλλά minblock(υ)=3. 

    Μπορούµε να υπολογίσουµε το minblock(u) για όλους τους κόµβους υ σε 
χρόνο Ο(n) µε µία  preorder διάσχιση του Υ ξεκινώντας από το y. Για κάθε ακµή 
(u,υ) το minblock(u) είναι  και η preorder διάσχιση 
επισκέπτεται τον υ πριν από τον u.  

min(block(u),minblock(υ))

     Για µια κατευθυνόµενη ακµή , ορίζουµε 
 και ) . Αυτοί οι ορισµοί των left(e) και 

right(e) µας εγγυώνται ότι η e ανήκει στο ελαχιστοποιηµένο σύνολο της σχέσης 
2.2.4 για e

)

)

y,x(path)υ,u(e ∉=
)u(block)e(left =

left

υ(minblock)e(right =

)e(righti ≤≤
)y,x(d y,υ(d

i ανν  και έτσι µπορούµε να εφαρµόσουµε τον Path 
Algorithm. Οι αποστάσεις και )υπολογίζονται από τα shortest path 
trees Χ και Υ.  

)e(

 
Από τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο θεώρηµα  
 
Θεώρηµα 2.2.3  ∆οθέντος ενός κατευθυνόµενου γράφου G µε m ακµές και ενός 
ζεύγους κόµβων (x,y), µπορούµε να υπολογίσουµε την απόσταση 
για κάθε ακµή )  σε συνολικό χρόνο Ο(m) συν το χρόνο υπολογισµού 
του shortest path tree στο G . 

e\G;y,x(d  
y,x(pathe∈

     Αυτό το θεώρηµα µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τις VCG πληρωµές για 
όλους τους παίχτες που βρίσκονται στις ακµές του shortest path  ενός δικτύου, σε 
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χρόνο ασυπτωτικά ίσο µε το χρόνο υπολογισµού του shortest path του δικτύου.  
 
2.3 Συµπεράσµατα, µελλοντικές κατευθύνσεις 
 
Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τον σχεδιασµό µηχανισµών για δύο αλγοριθµικά 
προβλήµατα το task scheduling και το shortest path. 
      Στην ενότητα 2.1 µελετήσαµε το task scheduling πρόβληµα µε δύο µοντέλα: 
µε το βασικό µοντέλο  µηχανισµών που ορίσαµε στο κεφάλαιο 1 και µε το 
µοντέλο των µηχανισµών µε επαλήθευση. Με το πρώτο µοντέλο δείξαµε ότι ο 
καλύτερος προσεγγιστικός µηχανισµός για το task scheduling θα είναι 2-
προσεγγιστικός. Επίσης χρησιµοποιώντας πιθανοτικούς µηχανισµούς αποδείξαµε 
ότι µπορούµε να επιτύχουµε προσέγγιση καλύτερη από 2. Συγκεκριµένα δείξαµε 
ότι ο πιθανοτικός diased min work µηχανισµός είναι 47 -προσεγγιστικός.  
     Με το µοντέλο των µηχανισµών µε επαλήθευση παρουσιάσαµε πολλούς 
καινούργιους µηχανισµούς, βέλτιστους, περιορισµένους βέλτιστους και 
πολυωνιµικούς προσεγγιστικούς µηχανισµούς. Μελετήσαµε εκτενώς τον  
Μηχανισµός Αποζηµίωσης και Πριµ καθώς και το περιορισµένο task scheduling 
πρόβληµα. Ένα από τα βασικά συµπεράσµατα στα οποία καταλήξαµε είναι ότι αν 
αντικαταστήσουµε στο Μηχανισµό Αποζηµίωσης και Πριµ τον βέλτιστο 
αλγόριθµο εξόδου  µε κάποιο προσεγγιστικό  τότε ο µηχανισµός που προκύπτει 
δεν είναι πλέον φιλαλήθης.           
     Πολλά είναι τα ερωτήµατα που προκύπτουν από την µελέτη αυτή. Ένα θέµα 
προς µελέτη είναι το µεγάλο διάστηµα µεταξύ του πάνω και κάτω φράγµατος για 
το task scheduling χωρίς επαλήθευση. Επίσης θα µπορούσαν να υπάρξουν 
µοντέλα µε διαφορετικές υποθέσεις όπως για παράδειγµα τα επαναλαµβανόµενα 
παίγνια. Μία άλλη παρατήρηση είναι ότι είδαµε τον µηχανισµό σαν ένα µαύρο 
κουτί και δεν ασχοληθήκαµε µε τον κατανεµηµένο τρόπο µε τον οποίο εκτελείται 
η λειτουργία του. Ένα σύνολο προβληµάτων προκύπτει όταν προσπαθήσουµε να 
αναλύσουµε τα βήµατα µε τα οποία, µε κατανεµηµένο τρόπο, υλοποιείται ο 
µηχανισµός. 
     Στην ενότητα 2.2 επικεντρωθήκαµε στο αλγοριθµικό µέρος του υπολογισµού 
των VCG πληρωµών  για το πρόβληµα του shortest path routing σε ένα δίκτυο 
επικοινωνίας (π.χ. το internet), όπου ένας σύνολο ιδιοτελών παιχτών κατέχει ένα 
µέρος του δικτύου. Μία απλοϊκή συνάρτηση πληρωµής για n παίχτες  είδαµε ότι 
απαιτεί τον υπολογισµό n 1  shortest paths. Η µέθοδος που παρουσιάσαµε είναι 
σχετικά απλή και επιτυγχάνει τον υπολογισµό των πληρωµών σε χρόνο 
ασυµπτωτικά ίσο µε τον χρόνο υπολογισµού ενός shortest path.  

+

     Ακόµα και αν για κάποιο πρόβληµα ο υπολογισµός των πληρωµών απαιτεί 
πολυωνιµικό χρόνο, όπως στο πρόβληµα που εξετάσαµε, είναι πολύ σηµαντικό να 
µπορούµε να  βελτιώσουµε τον υπολογισµό   προβληµάτων βελτιστοποίησης 
σε χρόνο πολύ µικρότερου αριθµού προβληµάτων. Για παράδειγµα ας 
θεωρήσουµε το πρόβληµα του πλειστηριασµού εργασιών, όπου n-ιδιοτελείς 
παίχτες πλειοδοτούν για ένα σύνολο n εργασιών, µε  να είναι η προσφορά 
του παίχτη i για την εκτέλεση της εργασίας j. Η βέλτιστη ανάθεση εργασιών 
απαιτεί τον υπολογισµό του min-cost bipartite matching. Καθώς οι παίχτες είναι 

n 1+

(c i, j)
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ιδιοτελείς  θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ένα VCG µηχανισµό για να έχουµε 
ειλικρινείς  προσφορές. Για να υπολογίσουµε τις VCG πληρωµές για όλα τα 
ζεύγη παίχτης-εργασία πρέπει να λύσουµε n διαφορετικά min-cost bipartite 
matching προβλήµατα. Έτσι προκύπτει το ερώτηµα του κατά πόσο µπορούµε να 
βελτιώσουµε τους παραπάνω υπολογισµούς και να επιτύχουµε αποτελέσµατα 
όµοια µε το πρόβληµα της δροµολόγησης ελάχιστου µονοπατιού. 
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Κεφάλαιο 3                                                                
Υπολογιστικά Εφικτοί Μηχανισµοί  

                      
 
3.1  Υπολογιστικά Εφικτοί Μηχανισµοί 
 
Ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα στη περιοχή του mechanism design 
είναι η οικογένεια των VCG µηχανισµών τους οποίους ορίσαµε στο Κεφ. 1.  
     Η σπουδαιότητα των VCG µηχανισµών έγκειται στο ότι είναι φιλαλήθεις. Οι 
φιλαλήθεις µηχανισµοί ονοµάζονται και incentive compatible ή strategy proof. Η 
φιλαλήθεια είναι απαραίτητο χαρακτηριστικό σε κάθε µηχανισµό που 
σχεδιάζουµε για να υλοποιεί κάποιο πρόβληµα. Η φιλαλήθεια µας εγγυάται ότι οι 
πληροφορίες που δίνουν οι παίχτες στο µηχανισµό είναι αληθείς. Κατά το 
σχεδιασµό όµως ενός µηχανισµού εκτός από τη φιλαλήθεια µας ενδιαφέρουν και 
οι υπολογιστικές απαιτήσεις του µηχανισµού. Ένας φιλαλήθης µηχανισµός που 
χρειάζεται εκθετικό χρόνο για να υπολογίσει την έξοδο που ζητούµε θα είναι 
στην πράξη ανεφάρµοστος.  
     Όταν υλοποιούµε κάποιο υπολογιστικά δύσκολο πρόβληµα µε VCG 
µηχανισµούς τότε ο υπολογισµός της βέλτιστης εξόδου θα είναι υπολογιστικά 
δύσκολος. Αυτό οφείλεται στο ότι οποιοσδήποτε µηχανισµός υλοποιεί το 
πρόβληµα έχει ένα αλγόριθµο εξόδου που είναι ουσιαστικά αλγόριθµος του 
αντίστοιχου off-line προβλήµατος. Αν απαιτούµε ο µηχανισµός να µας δίνει την 
βέλτιστη λύση τότε ο αλγόριθµος εξόδου θα πρέπει να είναι κάποιος βέλτιστος 
αλγόριθµος του προβλήµατος. Συνεπώς αν το πρόβληµα είναι NP-complete τότε 
οποιοσδήποτε βέλτιστος αλγόριθµος εξόδου θα είναι εκθετικού χρόνου. Για τα 
προβλήµατα αυτά δεν είναι γνωστό αν υπάρχουν αλγόριθµοι πολυωνιµικού 
χρόνου.   
      Μία λύση είναι να αντικαταστήσουµε το βέλτιστο αλγόριθµο του µηχανισµού 
µε κάποιο προσεγγιστικό. Όπως είδαµε όµως και στο κεφ. 2 για το task 
scheduling, ο µηχανισµός που προκύπτει µπορεί πλέον να µην είναι φιλαλήθης. 
Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε ακριβώς αυτό το πρόβληµα. Θα εξετάσουµε 
την περίπτωση των συνδυαστικών πλειστηριασµών και των προβληµάτων 
ελαχιστοποίησης κόστους. Θα δείξουµε ότι χρησιµοποιώντας προσεγγιστικούς 
αλγορίθµους εξόδου αντί για βέλτιστους προκύπτουν µηχανισµοί που δεν είναι 
φιλαλήθεις και θα εξετάσουµε τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να 
αντιµετωπίσουµε αυτό το πρόβληµα.  
     Τα αποτελέσµατα και η ανάλυση που παρουσιάζονται στην ενότητα 
προέρχονται από το άρθρο [NR00] των Noam Nisan και Amir Ronen.  
 
3.1.1 Εισαγωγή 
 
Ας θυµηθούµε µερικές βασικές έννοιες. 
 
Ορισµός 3.1.1 (Ωφελιµιστικό πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού) 
Σε ένα πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού έχουµε: 
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1. Το πεπερασµένο σύνολο Ο των επιτρεπτών εξόδων του µηχανισµού. 
2. Κάθε παίχτης i, έχει µία πραγµατική συνάρτηση  , που 

καλείται αποτίµηση ή τύπος και την γνωρίζει µόνο αυτός. Ο χώρος 
όλων των πιθανών συναρτήσεων αποτίµησης, καλείται χώρος των τύπων 
του παίχτη. 

( )iυ o , o O∈
iV  

3. Εάν η έξοδος του µηχανισµού είναι ο και η πληρωµή του παίχτη είναι , 
τότε η utility του παίχτη είναι: . Αυτή την ποσότητα 
επιθυµεί να βελτιστοποιήσει ο παίχτης. 

ip
( )i iu υ o p= + i

)

)

)n

)

)

)i

)

4. Σκοπός του µηχανισµού είναι να επιλέξει εκείνη την έξοδο o O που 
µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος, . 

∈
( ) (i

ig υ,o υ o= ∑
 
Τα προβλήµατα αυτά καλούνται ωφελιµιστικά διότι και ο µηχανισµός και οι 
παίχτες επιθυµούν να µεγιστοποιήσουν το όφελος τους. 
  
     Ένας µηχανισµός είναι το ζεύγος  , όπου k είναι η συνάρτηση εξόδου 
και p η συνάρτηση πληρωµής. Η k δέχεται ως είσοδο ένα διάνυσµα 

 που είναι οι αποτιµήσεις που δήλωσαν οι παίχτες και δίνει µία 
έξοδο . 

(k, p

( 1w w , , w= …
( )k w O∈

Η συνάρτηση εξόδου  δίνει ένα πραγµατικό διάνυσµα 
που αποτελείται από τις πληρωµές των παιχτών. 

( ) ( ) ( )( 1 np w p w , ,p w= …

 
Ορισµός 3.1.2 (VCG–µηχανισµός) Ένας µηχανισµός  ανήκει στην 
οικογένεια των VCG µηχανισµών αν: 

( p,km =

• Η συνάρτηση εξόδου k(w), µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος µε βάση το 
διάνυσµα αποτιµήσεων w (που δήλωσαν οι παίχτες). 

• Η συνάρτηση πληρωµής υπολογίζεται σύµφωνα µε την σχέση: 
, όπου  είναι αυθαίρετη συνάρτηση 

των . 

( ) ( )( ) (i j i
j ip w w k w h w−
≠

= +∑
iw −

( )ih

 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει στο κεφ.1 κάθε VCG µηχανισµός είναι φιλαλήθης. 
 
     Σε πάρα πολλές εφαρµογές, η εύρεση της εξόδου k(w) που µεγιστοποιεί το 
συνολικό όφελος είναι υπολογιστικά πολύ δύσκολη. Στις επόµενες ενότητες θα 
ασχοληθούµε µε µηχανισµούς στους οποίους ο βέλτιστος αλγόριθµος έχει 
αντικατασταθεί από αλγόριθµο που δεν είναι βέλτιστος αλλά είναι υπολογιστικά 
εφικτός. 
 
Ορισµός 3.1.3 (VCG-Based Μηχανισµός) Έστω k(w) αλγόριθµος που 
αντιστοιχεί τις δηλώσεις των τύπων µε τις αποδεκτές εξόδους. Θα καλούµε τον 
µηχανισµό  VCG µηχανισµό που βασίζεται στον k, αν η p ( ) ( )( wp,wkm =
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υπολογίζεται σύµφωνα µε τον VCG τύπο: , 

όπου   είναι αυθαίρετη  συνάρτηση των . 

( ) ( )( ) ( )i j i
j ip w w k w h w− −
≠

= +∑
iw −

s ⊆

( ){ }Ss|sυi ⊆

i

( )ih
 
∆ηλαδή απλά αντικαταστήσαµε τον βέλτιστο αλγόριθµο εξόδου του VCG 
µηχανισµού µε τον αλγόριθµο k.       
 
     Στην επιστήµη των υπολογιστών γίνεται µία βασική διάκριση των 
προβληµάτων ανάλογα την υπολογιστική τους δυσκολία σε δύο κύριες κλάσεις 
την κλάση P και την κλάση NP. Η κλάση P περιλαµβάνει τα προβλήµατα που 
µπορούν να λυθούν σε πολυωνιµικό χρόνο σε σχέση µε το µέγεθος της εισόδου 
τους. Η κλάση των NP-complete περιέχει προβλήµατα που µε τα µέχρι τώρα 
δεδοµένα είναι υπολογιστικά δύσκολα. Μέχρι τώρα δεν έχει βρεθεί πολυωνιµικός 
αλγόριθµος για τα NP-complete προβλήµατα. ∆υστυχώς τα περισσότερα 
προβλήµατα που παρουσιάζουν ενδιαφέρον είναι NP-complete. Όµως για τα 
περισσότερα από αυτά είναι διαθέσιµοι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι πολυωνιµικού 
χρόνου. 
 
Όσον αφορά τους µηχανισµούς έχουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 
 
Ορισµός 3.1.4 Ένας µηχανισµός (k,p) θα καλείται πολυωνιµικού χρόνου αν οι 
k(w) και p(w) υπολογίζονται σε πολυωνιµικό χρόνο. 
 
Σηµειώνουµε ότι ένας VCG-Based Μηχανισµός είναι πολυωνιµικός αν ο 
αλγόριθµος εξόδου είναι πολυωνιµικός. Θα καλούµε τους πολυωνιµικούς 
αλγορίθµους και µηχανισµούς ως υπολογιστικά εφικτούς. 
 
Ορισµός 3.1.5 Ένα πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού θα καλείται NP-complete αν ο 
υπολογισµός της εξόδου που µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος είναι πρόβληµα 
NP-complete. 
 
3.1.2 Συνδυαστικοί Πλειστηριασµοί 
  
Συνδυαστικοί Πλειστηριασµοί 
Το πρόβληµα: Ένας πωλητής επιθυµεί να πουλήσει ένα σύνολο αντικειµένων S 
σε ένα σύνολο παιχτών. Κάθε παίχτης i  για κάθε υποσύνολο S  των 
αντικειµένων έχει ένα αριθµό  που αντιπροσωπεύει πόσο αξίζει το s γι’ 
αυτόν. Τον αριθµό  τον γνωρίζει µόνο ο παίχτης i.  

( )sυi

( )sυi

 
Κάνουµε τις εξής υποθέσεις για τους παίχτες: 
Υποθέσεις: 

1. Η αποτίµηση (valuation) κάθε παίχτη εξαρτάται µόνο από τα αντικείµενα 
που του έχουν ανατεθεί. Έτσι το  είναι η αποτίµηση του 
παίχτη i. 

2. (Ελεύθερη διάθεση) Τα αντικείµενα δεν έχουν αρνητικές αποτιµήσεις. 
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Έτσι αν t  τότε , επίσης . ∆ηλαδή τα 
αντικείµενα ή τα θέλουν οι παίχτες ή όχι. ∆εν µπορούµε να αναγκάσουµε 
τους παίχτες να πάρουν αντικείµενα που δεν θέλουν, γι’ αυτό και δεν έχουν 
αρνητικές τιµές..  

s ⊆ ( ) ( )tυsυ ii ≤ ( )iυ 0∅ =

 
Παρατηρήσεις:  
1. Από τον ορισµό του προβλήµατος µπορεί να έχουµε: 

( ) ( ) (TυSυTSυ iii +≥∪ ) ) ή και υ  (όπου S, T ξένα). ( ) ( ) (TυSυTS iii +≤∪
Για παράδειγµα ένας παίχτης µπορεί να είναι πρόθυµος να πληρώσει 300 ευρώ 
για Τ.V, 200 ευρώ για VCR αλλά 600 ευρώ και για τα δύο µαζί ή 300 ευρώ για 
δύο VCR.  
2. Επίσης αν για παίχτη i και σύνολο αντικειµένων si η πληρωµή είναι pi  τότε η 
η utility του είναι . Επισηµαίνουµε ότι η πληρωµή δεν είναι θετική. Η 
utility  είναι η ποσότητα που ο παίχτης θέλει να βελτιστοποιήσει και εκφράζει το 
όφελος του παίχτη από την αγορά του s. Αυτό προκύπτει από το ότι κάθε παίχτης 
προσπαθεί να αποκτήσει τα αντικείµενα που επιθυµεί περισσότερο σε όσο το 
δυνατό µικρότερη τιµή. Για παράδειγµα ένας παίχτης προτιµά να αγοράσει για 
600 ευρώ ένα VCR αποτιµηµένο για 1000 ευρώ (κερδίζοντας έτσι 400 ευρώ), 
παρά να αγοράσει για 1250 ευρώ ένα VCR αποτιµηµένο για 1500 ευρώ. 

( )sυp ii +

 
Σχόλια:  
1. Σε ένα VCG µηχανισµό για τέτοιου είδους πλειστηριασµό οι συµµετέχοντες 
αρχικά καλούνται να αποκαλύψουν στον µηχανισµό τις συναρτήσεις αποτίµησης. 
Μετά  ο µηχανισµός µε βάση τις δηλώσεις των παιχτών υπολογίζει µία ανάθεση s 
που µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος. Η πληρωµή για κάθε παίχτη υπολογίζεται 
από τη συνάρτηση πληρωµών που είναι τύπου VCG. Επειδή κάθε VCG 
µηχανισµός είναι φιλαλήθης, η utility  κάθε παίχτη 
µεγιστοποιείται όταν αποκαλύψει στον µηχανισµό την αληθή αποτίµηση του. 
Όταν όλοι παίχτες είναι ειλικρινείς, τότε ο µηχανισµός µεγιστοποιεί το συνολικό 
όφελος.  

( )iiii sυpu +=

2. Ας εξετάσουµε τώρα το υπολογιστικό µέρος ενός τέτοιου µηχανισµού. Αφού 
οι παίχτες αποκαλύψουν τους τύπους τους, ο µηχανισµός πρέπει να επιλέξει από 
όλες τις πιθανές αναθέσεις εκείνη που µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος. Το 
πρόβληµα όµως των συνδυαστικών πλειστηριασµών είναι NP-complete. Άρα ο 
υπολογισµός της βέλτιστης εξόδου θα χρειαστεί εκθετικό χρόνο. Κατά συνέπεια 
ένας τέτοιος µηχανισµός είναι υπολογιστικά ανέφικτος  έκτος και αν ο αριθµός 
των παιχτών είναι µικρός.  
  
     Στη συνέχεια θα µελετήσουµε τους περιορισµούς των φιλαληθών  VCG-based 
µηχανισµών. Θα δείξουµε ότι κάθε φιλαλήθης VCG-based µηχανισµός για 
συνδυαστικούς πλειστηριασµούς που δεν είναι βέλτιστος, παρουσιάζει ανώµαλη 
συµπεριφορά.  
 
Ορισµός 3.1.6 Έστω αλγόριθµός k(w) που αντιστοιχεί τις δηλώσεις των τύπων  
σε επιτρεπόµενες εξόδους. Έστω υπόχωρος V΄ του χώρου όλων των δυνατών 
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τύπων . Με Ο θα δηλώνουµε το πεδίο τιµών του k στο V΄, 
. Θα λέµε ότι ο k είναι maximal στο πεδίο τιµών του στο V΄, 

αν για κάθε τύπο V , το k(w) µεγιστοποιεί το g στο Ο, όπου g είναι το 
συνολικό όφελος. Θα λέµε ότι ο k είναι maximal στο πεδίο τιµών του εάν είναι 
maximal στο πεδίο τιµών του στο V. 

∏ == n
1i

idf
VV

( ){ Vw|w ′∈
w

}

)

)

)

k=Ο
′∈

 
Παρατηρήσεις: Όπως έχουµε ήδη αναφέρει ο αλγόριθµος εξόδου ενός VCG 
µηχανισµού είναι κάποιος βέλτιστος αλγόριθµος του προβλήµατος. Ένας 
βέλτιστος αλγόριθµος θα δίνει έξοδο που θα µεγιστοποιεί το g, που είναι η 
αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος, για οποιοδήποτε διάνυσµα τύπων. 
Στόχος µας είναι να µελετήσουµε τους µηχανισµούς όταν αντικαταστήσουµε τον 
βέλτιστο αλγόριθµο εξόδου µε τον αλγόριθµο k. Με τον παραπάνω ορισµό 
προσπαθούµε να κατηγοριοποιήσουµε τους αλγόριθµους k. Περιορίζουµε έτσι το 
πεδίο ορισµού τους στο V΄ και εξετάζουµε αν οι έξοδοι που δίνει ο k για τους 
τύπους στο V΄ µεγιστοποιούν το g.  
 
Πρόταση 3.1.7 Ένας VCG-based µηχανισµός µε αλγόριθµο εξόδου maximal στο 
πεδίο τιµών του, είναι φιλαλήθης. 
 
Απόδειξη: Ένας τέτοιος µηχανισµός είναι VCG µηχανισµός όπου το σύνολο των 
αποδεκτών εξόδων είναι το πεδίο τιµών του αλγορίθµου εξόδου. Συνεπώς ο 
µηχανισµός θα είναι φιλαλήθης.                                                                              ■                    
 
Σηµείωση: Θα συµβολίζουµε µε V τον χώρο όλων των τύπων  
για τους οποίους για οποιεσδήποτε διαφορετικές αναθέσεις x και y να ισχύει 

, όπου g( ) είναι το συνολικό όφελος. Είναι εύκολο να δούµε ότι 
το V  περιέχει σχεδόν όλους τους τύπους. 

~ ( )n1 υ,,υυ "=

( ) ( y,υgx,υg ≠
~

 
Θεώρηµα 3.1.8 Εάν ένας VCG-based µηχανισµός για συνδυαστικούς 
πλειστηριασµούς είναι φιλαλήθης, τότε ο αλγόριθµος εξόδου είναι maximal στο 
πεδίο τιµών του στο V . ~

 
Απόδειξη: Έστω ότι ο είναι φιλαλήθης, αλλά ο k όµως δεν είναι 
maximal στο πεδίο τιµών του στο . Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε 
ότι ( δηλαδή στον VCG τύπο της  θέτουµε την h

( p,km =

V~

( ))j w( ) (i
j i

p w w k
≠

= ∑ ip i( ) 

ίση µε 0). Η utility του φιλαλήθη παίχτη i, όταν οι δηλώσεις των άλλων παιχτών 
είναι w–i , είναι ίση µε : 

( ) ( )( ) ( ) (( )i i i i j i i i i i
j i i

u υ p w υ w k w υ g υ , w ,k υ , w− −
≠

= + = + = =∑ ∑
~

.  

     Έστω Ο συµβολίζει το πεδίο τιµών του k στο  και έστω  τύπος για τον 
οποίο το k(υ) δεν είναι βέλτιστο στο Ο. Έστω . Θεωρούµε ότι η 
βέλτιστη ανάθεση στο Ο, αναθέτει όλα τα αντικείµενα στους παίχτες, δηλαδή ότι 

V
y

υ V∈ �
)υ(optΟ=
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για την  έχουµε S . Αυτό είναι εφικτό λόγω της υπόθεσης 

της ελεύθερης διάθεσης που κάναµε για το πρόβληµα. Τέλος έστω τύπος  
για τον οποίο . 

( )n1 y,,yy …=

( )wky =

( )y k z=

jw V∈ �

( )1k w =

( )( )1 1, k w g≠
1z

( )( ) (1 1k w g w ,>
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1 1w k w
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n

)

)

~w ∈

V
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>

Ορίζουµε τον τύπο z ως:    ( )
i i

i
i

εάν  s y
z s

εάν  s y     

⊇/
⊇

 
όπου το α αντιπροσωπεύει κάποιο αρκετά µεγάλο αριθµό.  
∆ηλαδή κάθε παίχτης i επιθυµεί πολύ το σύνολο . Υποθέτουµε ότι  iy z ∈ �
 
Λήµµα 3.1.9  
 
Απόδειξη: Θεωρούµε την ακολουθία διανυσµάτων τύπων:  

( )
( )

( )

1 n

n

1 n

, , w

w , , w

,z

…
#

 

Υποθέτουµε ότι  
 
Ισχυρισµός 1  y
 
Απόδειξη: Έστω ότι ο ισχυρισµός δεν ισχύει. Από τον ορισµό του  παίρνουµε 
ότι . Θεωρούµε την περίπτωση όπου ο τύπος του παίχτη 
1 είναι  και των υπόλοιπων παιχτών . ∆ηλώνοντας , ο παίχτης 1 
µπορεί να αναγκάζει τον αλγόριθµο να αποφασίσει στο y. Κατά συνέπεια πρέπει 

. Συγκεκριµένα αφού το α είναι µεγάλο πρέπει 

. Έτσι έχουµε . Από την 

συνθήκη της ελεύθερης διάθεσης έχουµε  και έτσι 

παίρνουµε ότι .   

V�

1

(y∑
( )y

)y

( 1g w w , y

g w ,

( )1 1k w

( )( )1

2w , , w…

( )( )1w k w+ ∑

( ))1w w+ >

w

j jw+
1w

(j+

n n
j 2

α
= =

>

( )( )1 1 1w k w >

( )n n1
j 2

y w
= =∑ ∑

∆ηλαδή . Από τα παραπάνω προκύπτει ότι όταν ο τύπος 

του παίχτη 1 είναι , τότε είναι καλύτερο γι’ αυτόν να δηλώσει  . Αυτό όµως 
είναι άτοπο διότι ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης.                                                    ■ 

(g w
1z

 
Θεωρούµε τώρα την ακολουθία διανυσµάτων τύπων: 

 
 

57 



( )
( )

( )

1 n
0

1 2 n
1

1 n
n

υ υ , ,υ

υ z ,υ , ,υ

υ z , , z

=

=

=

…

…
#

…

 

 
Ισχυρισµός 2  Για όλα τα υj, το y µεγιστοποιεί το g στο O. 
 
Απόδειξη: Το y µεγιστοποιεί το g για το . Βάση της υπόθεσης της ελεύθερης 
διάθεσης µία βέλτιστη ανάθεση για  υ

0υ
j  κάνει την ανάθεση yi για κάθε παίχτη 

. Θα πρέπει όµως να αναθέσει βέλτιστα και τα υπόλοιπα αντικείµενα στους 
υπόλοιπους παίχτες. Αυτό γίνεται  σύµφωνα µε την y.                                           ■                   

ji ≤

 
Ισχυρισµός 3    ( ) yυk 1n =−

 
Απόδειξη: Αν δεν ίσχυε τότε όταν ο τύπος του n παίχτη είναι υn τότε είναι 
καλύτερο γι’ αυτόν να δηλώσει zn και να έχει έτσι . Καταλήγουµε όµως 
σε αντίφαση διότι ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης.                     ■         

( y,υg 1n− )

)

)

 
Τελικά έχουµε ότι . Άτοπο. Και το θεώρηµα έχει αποδειχθεί.      ■  ( ) yυk 0 =
 
Πόρισµα 3.1.10 Θεωρούµε ένα VCG-based µηχανισµό για συνδυαστικούς 
πλειστηριασµούς µε αλγόριθµο εξόδου k. Εάν ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης, 
τότε υπάρχει αλγόριθµος εξόδου , maximal στο πεδίο τιµών του, έτσι ώστε για 
κάθε υ, g . 

k�
)( )( ) (( )υ, k υ g υ, k υ= �

 
Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι οι φιλαλήθεις VCG-based µηχανισµοί που δεν 

είναι βέλτιστοι παρουσιάζουν ανώµαλη συµπεριφορά. 
 
Ορισµός 3.1.11 (Λογικός µηχανισµός) Ένας µηχανισµός για συνδυαστικούς 
πλειστηριασµούς καλείται λογικός (reasonable), εάν κάθε φορά που υπάρχει 
αντικείµενο j και παίχτης i  για τους οποίους:  

• Για όλα τα S, εάν S  τότε . j∉ { }( ) (SυjSυ ii >∪
• Για κάθε παίχτη l  , .  i≠ { }( ) (SυjSυ il =∪

 
τότε ο µηχανισµός αναθέτει το j στον παίχτη i. 
 
Παρατήρηση: Οι µηχανισµοί αυτοί καλούνται λογικοί διότι όταν κάποιος από 
τους παίχτες επιθυµεί ένα αντικείµενο περισσότερο από τους άλλους, τότε ο 
µηχανισµός θα του το δώσει.     
 
Θεώρηµα 3.1.12 Κάθε φιλαλήθης VCG-based µηχανισµός για συνδυαστικούς 
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πλειστηριασµούς που δεν είναι βέλτιστος, δεν είναι λογικός. 
 
Απόδειξη: Από το Θεώρηµα 3.1.8, έστω  µία ανάθεση που δεν 
είναι στο πεδίο τιµών του αλγόριθµου εξόδου. Ορίζουµε ένα τύπο υ ως 

( n1 S,,SS …= )

( ) ii SXXυ ∩= . Προφανώς κάθε αντικείµενο j το επιθυµεί περισσότερο κάποιος 
παίχτης. Καθώς η ανάθεση του µηχανισµού δεν είναι η S, τότε θα υπάρχει 
τουλάχιστον ένα αντικείµενο που δεν θα ανατεθεί στον σωστό παίχτη.                 ■        
 
Σχόλια: Όπως αναφέραµε προηγουµένως ένας µηχανισµός είναι λογικός όταν 
δίνει τελικά στους παίχτες τα αντικείµενα που επιθυµούν περισσότερο. Από το 
προηγούµενο θεώρηµα όµως προκύπτει ότι αν ο αλγόριθµος του VCG 
µηχανισµού δεν είναι βέλτιστος τότε ο µηχανισµός δεν είναι λογικός. Αυτό 
σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος θα παρουσιάζει ανώµαλη συµπεριφορά.   
 
3.1.3 Προβλήµατα Ελαχιστοποίησης Κόστους 
 
Θα δείξουµε ότι για πολλά προβλήµατα ελαχιστοποίησης κόστους (cost 
minimization problems) κάθε φιλαλήθης VCG-based µηχανισµός είναι είτε 
βέλτιστος είτε δίνει αποτελέσµατα αυθαίρετα µακριά από το βέλτιστο. Ας δούµε 
ένα παράδειγµα τέτοιου προβλήµατος. 
 
Multicast transmissions: Έχουµε ένα δίκτυο επικοινωνίας και ένα σύνολο από 
χρήστες του δικτύου στους οποίους ανήκουν τα links του δικτύου. Σκοπός µας 
είναι να στείλουµε από ένα κόµβο του δικτύου ένα µήνυµα σε πολλούς 
παραλήπτες και αναζητούµε την διαδροµή µε το µικρότερο κόστος.  
     Το δίκτυο µοντελοποιείται από ένα κατευθυνόµενο γράφηµα G = (V,E) όπου 
κάθε ακµή e ανήκει σε ένα παίχτη. Το κόστος te της αποστολής κάποιου 
µηνύµατος µέσω της ακµής e είναι γνωστό µόνο στον κάτοχο της. ∆οθέντος µιας 
πηγής (source) s  και ενός συνόλου σηµείων τερµατισµού (terminals) T  
ο µηχανισµός πρέπει να επιλέξει ένα υποδέντρο µε ρίζα το s που να καλύπτει όλα 
τα σηµεία τερµατισµού. Το µήνυµα θα µεταδοθεί µέσω αυτού του δέντρου. 
Θεωρούµε ότι κανένας παίχτης δεν κατέχει ένα cut στο δίκτυο.  

V∈ V⊆

     Σκοπός του µηχανισµού είναι να επιλέξει εκείνο το δέντρο R που 
ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος , δηλαδή το δέντρο που ελαχιστοποιεί 
την αντικειµενική συνάρτηση g του προβλήµατος που δίνει το κόστος της 
µετάδοσης.  

ee R
t

∈∑

     Ο στόχος κάθε παίχτη είναι να µεγιστοποιήσει το δικό του κέρδος: 
. Ο όρος  αντιπροσωπεύει την 

συνολική αποτίµηση του παίχτη i. Είναι η αρνητική τιµή του αθροίσµατος από τα 
κόστη των ακµών που ανήκουν στον i και βρίσκονται στο επιλεγµένο δέντρο R.  

(
i

ee R ανήκει στον ip t
∈

− ∑ ) )( ee R ανήκει στον i
t

∈
− ∑

     Το πρόβληµα αυτό θα το µελετήσουµε αναλυτικά στην ενότητα 3.2 µε 
διαφορετικό όµως µοντέλο. Τώρα θα γενικεύσουµε το παράδειγµα αυτό. 
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Ορισµός 3.1.13 (Cost minimization allocation problem) 
Ένα cost minimization allocation problem (CMAP) (πρόβληµα ελαχιστοποίησης 
κόστους ανάθεσης) είναι ένα πρόβληµα σχεδίου µηχανισµού που περιγράφεται ως 
εξής: 

1. Ο τύπος κάθε παίχτη i δίνεται από ένα διάνυσµα . Θέτουµε 

. Στο παράδειγµα των multicast transmissions το  αντιστοιχεί 

στο , δηλαδή η αποτίµηση κάθε παίχτη εξαρτάται από τα κόστη των 
ακµών του που βρίσκονται στο R. Το m είναι ο αριθµός των ακµών του i 
στο R. 

( i
i i
1 mυ , ,υ…

i
jυ

)
m

)∈

0

) i

i
j

)

)

ii
m = ∑

et−

2. Κάθε έξοδος ορίζεται από ένα διάνυσµα 
. Με x( { }

1 n

m1 1 n n
1 m 1 mx x , , x , , x , , x 0,1= … … …

( )i
i i
1 mx , , x…

i  θα συµβολίζουµε  το 

. Στο προηγούµενο παράδειγµα ο µηχανισµός που θα το 
υλοποιεί θα δώσει ως έξοδο ένα δέντρο R. Το δέντρο αυτό θα περιγράφεται 
από ένα διάνυσµα x µε τιµές 0 και 1. Οι τιµές αυτές δηλώνουν το αν η 
ακµή ενός παίχτη ανήκει ή όχι στο R. Τα 1,…mi  αντιπροσωπεύουν τις 
ακµές που κατέχει ο i. Αν στο x έχουµε π.χ.  τότε η ακµή m

1
1
mx = 1 του 

παίχτη 1 δεν ανήκει στο R. 
3. Εάν  είναι τύπος του παίχτη i και ( η ανισότητα 

αναφέρεται στα διανύσµατα), τότε  το διάνυσµα   είναι επίσης τύπος. 
∆ηλαδή δεν υπάρχει κάποιο φράγµα για τους τύπους των παιχτών. 
Συνεπώς στο προηγούµενο παράδειγµα τα κόστη των ακµών των παιχτών 
µπορεί να έχουν οποιαδήποτε τιµή. 

( i
i i i

1 m
υ υ , ,υ= … iw υ≤

iw

4. Ανεξαρτησία. Κάθε αποτίµηση (valuation) υi  εξαρτάται µόνο από τα bits 
xi του i . Η αποτίµηση κάθε παίχτη εξαρτάται από την έξοδο του 
µηχανισµού και µόνο από το τµήµα της εξόδου που τον αφορά. Για το 
προηγούµενο παράδειγµα η αποτίµηση του παίχτη i εξαρτάται από το 
δέντρο R που δίνει ως έξοδο ο µηχανισµός. Εξαρτάται όµως µόνο από τις 
ακµές του που ανήκουν δέντρου.  

5. Μονοτονία. Αν για όλα τα j,  τότε για κάθε έξοδο x ισχύει, 

. Αν στο προηγούµενο παράδειγµα τα κόστη όλων των 

ακµών του i ήταν µεγαλύτερα τότε επειδή το  αντιστοιχεί στο  θα 

είχαµε . Επίσης επειδή η αποτιµησή ορίζεται ως 

, θα ίσχυε   για κάθε έξοδο x. 

i
jw υ≤

w x

( ) (i i i iw x υ x≤

i i
j jw υ≤

(
i

e R ανήκευ
∈

= −∑

i
jυ

(i x

et−

eστον i tι ( ) )i i iυ≤

6.  Συνθήκη επιβολής. Για κάθε τύπο υ, δεκτή έξοδο x και πραγµατικό   

αριθµό α, ορίζουµε τον τύπο υ[α] ως:                                                        [ ]
i i

i j j
j

υ    εαν  x 1
υ α

α      αλλιως

=
= 


 
Η συνθήκη επιβολής ικανοποιείται αν για κάθε αποδεκτή έξοδο  y x≠
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έχουµε,  li .  ( )( )αm g t α , y→−∞ = −∞

( )i
i
m

, ,υ…

( )i
i
m

, ,υ… i
jυ

[ ]iυ α α → −

g

( )kg υ g υ

( )

( )
optg υ

υ 1
−

+

)

( )υ

( )m k,p=

( ) ((i j
j i

p w w k w
≠

= ∑
( )y opt υ=

Για το προηγούµενο παράδειγµα κάθε τύπος υ αποτελείται τους τύπους 
 των παιχτών που είναι τα κόστη των ακµών τους. Για 

κάθε εφικτή έξοδο, δηλαδή για κάθε δέντρο R, ο τύπος  υ[α] υπολογίζεται 
ως εξής: Για κάθε παίχτη i για να πάρουµε τα  κρατάµε στο 

 τα  για τα οποία , δηλαδή κρατούµε τα κόστη για 
τις ακµές που ανήκουν στο R , τα υπόλοιπα τα αντικαθιστούµε µε α. Έτσι 
παράγουµε το . Αν το  τότε για κάθε δέντρο R΄ διαφορετικό 
του R η αντικειµενική συνάρτηση g, δηλαδή το κόστος του δέντρου αυτού 
µε βάση τους νέους τύπους θα τείνει στο . Αυτό είναι προφανές διότι 
στο R΄ θα ανήκουν ακµές µε κόστη α (βάση των νέων τύπων ) και 

. Άρα για το µοντέλο των multicast transmissions που ορίσαµε η 
συνθήκη επιβολής ικανοποιείται. 

i i
1υ υ=

i i
1υ υ=

α → −∞

[ ]i
jυ α

i
jx =1

)

∞

−∞
[ ]iυ α

 
Σηµείωση: Για τύπο υ, καλούµε µε την βέλτιστη τιµή της g. ∆ηλαδή 
είναι η τιµή της g που παίρνουµε χρησιµοποιώντας ένα βέλτιστο αλγόριθµο 
εξόδου. Θα καλούµε µε  την , δηλαδή είναι η τιµή της g που 
προκύπτει µε βάση τον αλγόριθµο εξόδου k.. 

( )opt υ

( )( , k υ

 
Ορισµός 3.1.14 (Εκφυλισµένος αλγόριθµος)  
Ένας αλγόριθµος εξόδου k θα καλείται εκφυλισµένος (degenerate), εάν ο λόγος 

( )
( )k

k
opt

g υ
r υ

g
=

(kr υ

 δεν είναι φραγµένος. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει υ για το 

οποίο το   είναι αυθαίρετα µεγάλο. 
 
Παρατήρηση: Αν ένας αλγόριθµος είναι εκφυλισµένος θα δίνει εξόδους που 
είναι αυθαίρετα µακριά από το βέλτιστο. Κατά συνέπεια ένας µηχανισµός µε 
εκφυλισµένο αλγόριθµο εξόδου θα είναι αναξιόπιστος. Παρατηρούµε ότι από τον 
ορισµό του  παίρνουµε τη σχέση kr ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k opt k k optr υ g υ r υ g υ g υ+ = − , 
συνεπώς ένας εκφυλισµένος αλγόριθµος είναι αυθαίρετα µακριά από το βέλτιστο 
και προσθετικά και πολλαπλασιαστικά. 
 
Θεώρηµα 3.1.15 Εάν ένας VCG-based µηχανισµός για κάποιο CMAP είναι 
φιλαλήθης τότε ο αλγόριθµος εξόδου του είναι ή βέλτιστος ή εκφυλισµένος. 
 
Απόδειξη: Έστω  ένας φιλαλήθης VCG-based µηχανισµός για CMAP. 
Υποθέτουµε ότι . Έστω υ τύπος για τον οποίο το k(υ) 

δεν είναι βέλτιστο και  είναι η βέλτιστη έξοδος. 

))
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Ορίζουµε τον τύπο z ως :    όπου το α είναι αυθαίρετα 

µεγάλο. Ο τύπος z περιέχει τις αποτιµήσεις των παιχτών που ανήκουν στη 
βέλτιστη έξοδο y και τις υπόλοιπες τις αντικαθιστά µε –α. 

i i
j ji

j
υ    εαν   y =1 

z
-α   αλλιως


= 



 
Θεωρούµε την ακολουθία τύπων:  

                                                                 

( )
( )

( )

1 n
0

1 2 n
1

1 n
n

υ υ , ,υ

υ z ,υ , ,υ

υ z , , z

=

=

=

…

…
#

…
 
Ισχυρισµός 1 Για όλα τα  j,  ( )jy opt υ=
  
Απόδειξη: Το y είναι βέλτιστο για τον  από τον ορισµό του y. Από την 
συνθήκη της ανεξαρτησίας στον ορισµού του CMAP και τον ορισµό του z έχουµε 
ότι . Από την συνθήκη της µονοτονίας και τον ορισµό του z 
έχουµε g  για όλα τα x. Άρα ο ισχυρισµός είναι αληθής.            ■                                  

0υ

( ) (jg υ , y g υ , y=

( ) (jυ , x g υ≤

)0

)0

)

)

n

)

, x
 
Ισχυρισµός 2  ( )( ) (1 1 1g υ , k υ g υ , y<
 
Απόδειξη:  Αν δεν ίσχυε τότε, . 
Συνεπώς , όταν ο τύπος του  παίχτη 1 είναι υ

( )( ) ( ) ( ) (( )1 1 1 0 0 0g υ , k υ g υ , y g υ , y g υ , k υ= = >
1 και οι δηλώσεις των άλλων παιχτών 

είναι , είναι καλύτερο για τον  παίχτη 1 να δηλώσει z2υ , ,υ… 1. Καταλήγουµε 
όµως σε άτοπο διότι ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης.                                             ■              
 
Τελικά παίρνουµε ότι g z . Από την συνθήκη επιβολής 
έχουµε ότι όταν  τότε g z . Και το θεώρηµα έχει αποδειχθεί.  

( )( ) ( ) ( 0, k z g z, y g υ , y< =
( )( ), k z → −∞α → ∞

                                                                                                                                 ■                                 
                                                     
Παρατηρήσεις: Το θεώρηµα αυτό είναι πολύ σηµαντικό. Ουσιαστικά µας λέει 
ότι δεν µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα φιλαλήθη VCG-based µηχανισµό για 
κάποιο CMAP µε αλγόριθµο εξόδου που δεν είναι βέλτιστος. Μόνο αν ο 
αλγόριθµος εξόδου είναι βέλτιστος θα έχουµε εγγύηση για την αξιοπιστία των 
αποτελεσµάτων. Αν ο µηχανισµός είναι φιλαλήθης αλλά ο αλγόριθµος εξόδου δεν 
είναι βέλτιστος τότε ο αλγόριθµος αυτός θα είναι εκφυλισµένος δηλαδή ο 
µηχανισµός έχει ανώµαλη συµπεριφορά. Όταν ένα CMAP είναι NP-complete 
τότε ένας βέλτιστος αλγόριθµος γι’ αυτό το πρόβληµα θα είναι υπολογιστικά 
πολύ δύσκολος. Αλλά  οποιοσδήποτε υπολογιστικά εφικτός  και φιλαλήθης VCG-
based µηχανισµός θα δίνει ανώµαλα αποτελέσµατα και δεν θα είναι επιτυχής 
υλοποίηση του προβλήµατος. 
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3.1.4 Υπολογιστικά Εφικτοί VCG Μηχανισµοί 
 
Μέχρι σήµερα οι VCG µηχανισµοί είναι η µόνη γενική µέθοδος για να 
σχεδιάσουµε φιλαλήθεις µηχανισµούς. Από τα προηγούµενα αποτελέσµατα όµως 
φαίνεται ότι είναι πολύ δύσκολο να σχεδιάσουµε υπολογιστικά εφικτούς 
φιλαλήθεις µηχανισµούς.  
     Στη συνέχεια θα αναπτύξουµε εφικτούς µηχανισµούς που θα δίνουν λύσεις 
στο ίδιο πνεύµα µε τους  φιλαλήθεις. Θα ορίσουµε ξανά την έννοια της κυρίαρχης 
στρατηγικής, υποθέτοντας ότι οι παίχτες έχουν κάποιους υπολογιστικούς 
περιορισµούς στο να επιλέξουν την καλύτερη στρατηγική.  
     Στο µοντέλο των VCG µηχανισµών που µελετήσαµε θεωρούµε ότι οι παίχτες 
είναι λογικοί και ιδιοτελείς. Το ότι οι παίχτες θεωρούνται λογικοί έχει την έννοια 
ότι πάντα θα επιλέγουν την καλύτερη στρατηγική για το παίγνιο που 
συµµετέχουν. Για να επιλέξουν όµως την καλύτερη στρατηγική θα πρέπει να 
θεωρήσουµε ότι δεν έχουν υπολογιστικούς περιορισµούς. Μελετούν τα 
χαρακτηριστικά του µηχανισµού, τον αλγόριθµο εξόδου και όλα τα 
αποτελέσµατα από όλες τις δυνατές στρατηγικές και επιλέγουν εκείνη που θα 
µεγιστοποίηση το κέρδος τους.   Έτσι αν ο µηχανισµός είναι VCG οι παίχτες 
µπορούν να συµπεράνουν ότι η καλύτερη στρατηγική είναι η φιλαλήθεια. Όταν 
όµως ένα πρόβληµα είναι υπολογιστικά δύσκολο τότε θα είναι δύσκολο και για 
τους παίχτες να υπολογίσουν, µέσα σε κάποιο λογικό χρονικό διάστηµα, την 
καλύτερη ενέργεια από τον χώρο όλων των δυνατών ενεργειών.  
     Με σκοπό να σχεδιάσουµε υπολογιστικά εφικτούς µηχανισµούς που δεν θα 
έχουν όµως ανώµαλη συµπεριφορά, θα θεωρήσουµε ένα πιο ρεαλιστικό µοντέλο 
στο οποίο η υπολογιστική ισχύς των παιχτών θα είναι περιορισµένη.  
     Υποθέτουµε ότι οι παίχτες επιλέγουν τις ενέργειες τους σύµφωνα µε κάποια 
γνώση που έχουν από την αρχή του παιγνίου. Η γνώση αυτή µπορεί να 
αντιπροσωπεύει τους υπολογιστικούς περιορισµούς του παίχτη ή κάποιους 
περιορισµούς στην πληροφόρηση ή στην συµπεριφορά του. Βάση αυτών των 
περιορισµών θα ορίσουµε την εφικτή κυρίαρχη στρατηγική. Μία ενέργεια θα 
είναι εφικτή κυρίαρχη για τον παίχτη i αν για οποιαδήποτε κατάσταση δεν µπορεί 
να αντιληφθεί  καλύτερη ενέργεια από αυτή. Ο παίχτης υπολογίζει την εφικτή 
κυρίαρχη ενέργεια µέσα σε κάποιο λογικό χρονικό διάστηµα, έχει δηλαδή 
κάποιους χρονικούς περιορισµούς. 
 
Σηµείωση: Θα καλούµε µε τον χώρο ενεργειών του παίχτη i. ∆οθείσας µιας 
n-άδας  ενεργειών   επιλεγµένων από τους παίχτες, θα καλούµε µε 

 την utility του παίχτη i. 

iA
, ,α( 1α α= … )n

i

( )iu α
 
Ορισµός 3.1.16 (Στρατηγική γνώση) Στρατηγική γνώση (Strategic knowledge) ή 
για συντοµία γνώση (knowledge) του παίχτη i, είναι µια µερική συνάρτηση 

. i ib : A A− →
 
Ερµηνεία: Γνώση είναι µια συνάρτηση µε την οποία ο παίχτης περιγράφει πως 
θα έπρεπε να αντιδράσει σε οποιαδήποτε κατάσταση. Η σηµασιολογία του 
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(i i iα b α−= )

)

)n

)

 είναι: «όταν οι ενέργειες των άλλων παιχτών είναι  τότε η 

καλύτερη ενέργεια για µένα είναι η ». Θεωρούµε ότι κάθε παίχτης υπολογίζει 
την γνώση του  µέσα σε κάποιο λογικό χρονικό διάστηµα. 

iα−

iα
(i ib α−

 
Ορισµός 3.1.17 (Εφικτή καλύτερη αντίδραση)  
Μία ενέργεια αi του παίχτη i θα καλείται εφικτή καλύτερη αντίδραση (feasible best 
response) στο , αν το  δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της γνώσης του biα−

i iu b α

iα−

( )i ≤

i ή 
αν έχουµε . ( ) ( )i i,α u α− −

 
∆ηλαδή, µπορεί άλλες ενέργειες να είναι καλύτερες εναντίον των  αλλά όταν 
ο παίχτης επέλεξε την α

iα−

i δεν τις γνώριζε. Επίσης µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι 
αν το  δεν είναι στο πεδίο ορισµού της biα− i τότε κάθε ενέργεια αi είναι καλύτερη 
εφικτή αντίδραση στο α . i−

 
Ορισµός 3.1.18 (Εφικτή κυρίαρχη ενέργεια)  
Μία ενέργεια αi ενός παίχτη i θα καλείται εφικτή κυρίαρχη ενέργεια (feasibly 
dominant action) εάν είναι εφικτή καλύτερη αντίδραση ενάντια σε κάθε .Θα 
συµβολίζουµε µια τέτοια ενέργεια µε fdα. 

iα−

 
Προφανώς µια κυρίαρχη ενέργεια είναι και εφικτή κυρίαρχη. 
 
      Παρόλο που οι VCG-based µηχανισµοί µπορεί να µην είναι φιλαλήθεις, είναι 
εύκολο να δούµε ότι ο µόνος λόγος για τον οποίο ένας παίχτης µπορεί να 
ψεύδεται για τον τύπο του, είναι για να βοηθήσει τον αλγόριθµο να βελτιώσει το 
συνολικό αποτέλεσµα. Τα προβλήµατα που µελετούµε είναι ωφελιµιστικά. Σε 
αυτά η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος είναι το άθροισµα των 
αποτιµήσεων των παιχτών. Ένας παίχτης ψεύδεται µε σκοπό αυξήσει το 
προσωπικό του όφελος δηλαδή την utility του. Όµως η utility κάθε παίχτη 
εξαρτάται από την έξοδο του µηχανισµού δηλαδή από το συνολικό αποτέλεσµα.  
Άρα κάθε παίχτης αναγκαστικά θα ενδιαφέρεται για το αποτέλεσµα του 
µηχανισµού. Όταν όµως ένας παίχτης πιστεύει ότι σύµφωνα µε τις δηλώσεις των 
άλλων παιχτών τον συµφέρει να ψεύδεται, µπορεί τελικά να κάνει λάθος και 
συνεπώς να µειώσει το τελικό αποτέλεσµα του µηχανισµού. 
     Για να αποφύγουµε τέτοια φαινόµενα θα ορίσουµε την συνάρτηση προσφυγής l. 
Η σηµασιολογία της προσφυγής l είναι: «όταν ο τύπος των παιχτών είναι 

 τότε πιστεύω ότι ο αλγόριθµος εξόδου k θα δώσει καλύτερα 
αποτελέσµατα για την είσοδο l(υ) αντί για την υ». ∆οθέντος των δηλώσεων w των 
παιχτών, ο µηχανισµός υπολογίζει το k(w) καθώς και τα αποτελέσµατα 

απ’ όλες τις προσφυγές των παιχτών και τελικά επιλέγει 
την καλύτερη έξοδο από αυτά τα αποτελέσµατα.  

( 1υ υ , ,υ= …

( )( )1k l w , , k… ( )( nl w

     Η βασική ιδέα είναι ότι αντί ο παίχτης να δηλώσει ψευδή τύπο, είναι καλύτερα 
να είναι ειλικρινής και απλά να ζητήσει του µηχανισµού να ελέγξει κατά πόσο µία  
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ψευδή δήλωση µπορεί να δώσει καλύτερα αποτελέσµατα. Αν οι παίχτες είναι 
φιλαλήθεις τότε η έξοδος που επιλέγει ο µηχανισµός θα είναι τουλάχιστον τόσο 
καλή όσο και η k(υ). 
 
Ορισµός 3.1.19 (Συνάρτηση προσφυγής) Έστω  δηλώνει τον χώρο 
των τύπων των παιχτών. Προσφυγή (appeal) είναι µία συνάρτηση l: . 

i
iV = ∏ V

)n

)

)i

)

)

i i

V V→
  
Θα ορίσουµε τώρα τον µηχανισµό δεύτερης ευκαιρίας. 
 
Ορισµός 3.1.20 (Ο Μηχανισµός ∆εύτερης Ευκαιρίας)  
∆οθέντος ενός αλγορίθµου εξόδου k, ο µηχανισµός δεύτερης ευκαιρίας που 
βασίζεται στον k  (second chance mechanism) είναι το ακόλουθο παίγνιο: 
 

1. Κάθε παίχτης στέλνει στον µηχανισµό µία δήλωση του τύπου του wi και 
µία συνάρτηση προσφυγής l . i

 
2. Έστω  οι δηλώσεις των παιχτών. Ο µηχανισµός 

υπολογίζει τα  και επιλέγει από αυτές τις 
εξόδους εκείνη που µεγιστοποιεί το συνολικό όφελος.. Με άλλα λόγια ο 
µηχανισµός δοκιµάζει όλες τις προσφυγές (appeals) και επιλέγει εκείνη 
που δίνει το καλύτερο αποτέλεσµα. 

( 1w w , , w= …

( )k w , k ( )( ) ( )(1 nl w , , k l w…

 
3. Έστω  η έξοδος που έχει επιλεγεί. Ο µηχανισµός υπολογίζει τις 

πληρωµές σύµφωνα µε τον VCG τύπο: , όπου 

 είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση και είναι ανεξάρτητη από τις 
προσφυγές των παιχτών.  

ô

i

( ) (i j i
j i

ˆp w o h w−
≠

= +∑
(ih w−

 
4. Ενέργεια (action) του παίχτη i είναι το ζεύγος , όπου w( i iw , l i  είναι ο 

τύπος που δηλώθηκε και  είναι η συνάρτηση προσφυγής. il
 
Ορισµός 3.1.21 (Φιλαλήθης Ενέργεια / Εφικτά Φιλαλήθης Μηχανισµός)  
• Μία ενέργεια  θα καλείται φιλαλήθης εάν . ∆ηλαδή οι 

παίχτες αποκαλύπτουν στον µηχανισµό τους αληθινούς τους τύπους.  
( )i iα w ,l= iw υ=

• Ένας µηχανισµός θα καλείται εφικτά φιλαλήθης (feasibly truthful) εάν η 
φιλαλήθης ενέργεια είναι κυρίαρχη για όλους τους παίχτες. 

  
Αποδεικνύεται ότι:  
 
Πρόταση 3.1.22 Θεωρούµε ένα µηχανισµό δεύτερης ευκαιρίας µε αλγόριθµο 
εξόδου k. Εάν όλοι οι παίχτες είναι φιλαλήθεις για κάθε τύπο , 
τότε η έξοδος που επιλέγει ο µηχανισµός είναι τουλάχιστον το ίδιο καλή µε την 

( )1 nυ υ , ,υ= …
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k(υ). 
 
Παρατηρήσεις: Όταν οι παίχτες είναι φιλαλήθεις τότε ο µηχανισµός είναι 
τουλάχιστον τόσο καλός όσο και ο αλγόριθµος εξόδου. Αυτό έχει την έννοια ότι 
δεν υπάρχει περίπτωση οι προσφυγές των παιχτών να επιδράσουν αρνητικά στο 
τελικό αποτέλεσµα του µηχανισµού. Ο µηχανισµός συγκρίνει την έξοδο k(υ) µε 
τις . Αν οι προσφυγές των παιχτών δεν οδηγούν σε 
καλύτερο αποτέλεσµα τότε ο µηχανισµός θα επιλέξει την  έξοδο k(υ) . Συνεπώς 
αν ο αλγόριθµος εξόδου είναι c-προσεγγιστικός τότε την ίδια προσέγγιση θα 
επιτυγχάνει και ο µηχανισµός.  

( )( ) ( )(1 nk l υ , , k l υ… )

}

}

)

)

)
)

 
Παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε ένα παίχτη i που συµµετέχει σε κάποιο 
πλειστηριασµό κατοικιών. Έστω ότι ενδιαφέρεται για δύο συγκεκριµένα 
γειτονικά διαµερίσµατα, για τα οποία προτίθεται να πληρώσει 200.000 ευρώ και 
για τα δύο ή 60.000 ευρώ για το καθένα ξεχωριστά. Ο τύπος του i είναι 

. Μετά από κάποια έρευνα που έκανε ο i 
διαπίστωσε ότι σε πολλές περιπτώσεις η δήλωση οδηγεί τον 
αλγόριθµο σε καλύτερα αποτελέσµατα.  

{iυ 200.000,60.000,60.000=

{iw 200.000,0,0=

      Σε ένα VCG-based µηχανισµό ο i µπορεί να δήλωνε  αντί . Έτσι σε 
κάποιες περιπτώσεις, ανάλογα και µε τις δηλώσεις των άλλων παιχτών, θα 
βελτιώνονταν το συνολικό όφελος, άρα και το όφελος του i, ενώ σε κάποιες άλλες 
µπορεί να συνέβαινε το αντίθετο.  

iw iυ

     Σε ένα µηχανισµό δεύτερης ευκαιρίας ο i θα δηλώσει τον αληθή τύπο του  
και θα ορίσει την προσφυγή  ως . Έτσι για τις περιπτώσεις 

όπου η δήλωση  βελτιώνει το συνολικό όφελος ο µηχανισµός θα επιλέξει την 
. Για τις περιπτώσεις όπου η ψευδείς δηλώσεις µειώνουν το συνολικό 

όφελος, ο µηχανισµός θα επιλέξει την k(υ). 

iυ
( )i i il υ , w− ( i iw , w−

iw
( )( ik l υ

 
     Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι κάτω από κάποιες προϋποθέσεις υπάρχει για 
τους παίχτες υπολογιστικά εφικτή κυρίαρχη φιλαλήθης ενέργεια.  
 
Παρατηρήσεις:  
1. Αν δεν επιβληθούν χρονικοί περιορισµοί στις συναρτήσεις προσφυγής τότε οι 
παίχτες θα έχουν κυρίαρχες ενέργειες (στρατηγικές). Έστω παίχτης i που 
συµµετέχει σε ένα µηχανισµό δεύτερης ευκαιρίας, όπου k είναι ο αλγόριθµος 
εξόδου. ∆οθέντος των δηλώσεων των τύπων  των άλλων παιχτών, υπάρχει 

διάνυσµα τύπων  που µεγιστοποιεί το . Είναι 

εύκολο να δούµε ότι η (  είναι κυρίαρχη και κατά συνέπεια εφικτή κυρίαρχη 
ενέργεια για τον παίχτη i. Παρόλα αυτά αν το πρόβληµα είναι πολύ δύσκολο στον 
υπολογισµό του τότε δύσκολος θα είναι και ο υπολογισµός της l .  

iw−

(df i iŵ l w−=
i iυ , l

( ) ( )( )i i ˆg υ , w , k w−

i

2. Όταν στους παίχτες επιβάλλεται να υποβάλουν µόνο υπολογιστικά 
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περιορισµένες συναρτήσεις προσφυγής, τότε δεν είναι προφανής η ύπαρξη 
εφικτής φιλαλήθης κυρίαρχης ενέργειας. Αν οι συναρτήσεις προσφυγής είναι 
υπολογιστικά δύσκολές τότε ο µηχανισµός δεύτερης ευκαιρίας δεν θα είναι 
πολυωνιµικού χρόνου ακόµα και αν ο αλγόριθµος εξόδου k είναι πολυωνιµικός. 
Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ο µηχανισµός πρέπει να επιλέξει την 
καλύτερη έξοδο από τις . Συνεπώς θα πρέπει να 

προηγηθεί ο υπολογισµός των . Αν όµως ο υπολογισµός τους 
είναι εκθετικού χρόνου τότε εκθετικού χρόνου θα είναι και ο µηχανισµός ακόµα 
και αν ο k είναι πολυωνιµικός. Η απαίτηση λοιπόν να είναι οι συναρτήσεις 
προσφηγής να είναι υπολογιστικά εφικτές είναι λογική.   

( ) ( )( ) ( )(1 nk w , k l w , , k l w…

( ) ( )1 nl w , , l w…
)

 
     Με βάση τις προηγούµενες παρατηρήσεις πρέπει να δείξουµε την ύπαρξη 
εφικτής φιλαλήθης κυρίαρχης ενέργειας. ακόµα και αν περιορίσουµε την γνώση 
των παιχτών. Θα επικεντρωθούµε σε δύο τύπους γνώσης:  
I. Ο πρώτος τύπος είναι αυτός που αποκτά ο παίχτης απλώς εξερευνώντας τον 
αλγόριθµο εξόδου. Ένας τέτοιος παίχτης αδιαφορεί για τις ενδεχόµενες 
προσφυγές των άλλων παιχτών. Ουσιαστικά η γνώση του είναι γνώση για τον 
αλγόριθµο. Μελετά συνεπώς ποια θα είναι τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου αν 
κάνει δηλώσεις διαφορετικές από τον αληθή τύπο του. Για τους άλλους παίχτες 
χρησιµοποιεί ως δεδοµένα µόνο τις δηλώσεις τους. Οι παίχτες έχουν τέτοιο είδος 
γνώσης όταν ο χώρος των πιθανών προσφυγών των άλλων παιχτών είναι πολύ 
µεγάλος και πολύπλοκος για τις δυνατότητες τους και έτσι δεν µπορούν να τον 
µελετήσουν.  
II. Ο δεύτερος τύπος γνώσης είναι εκείνος που αποκτούν οι παίχτες όταν, µαζί µε 
τον αλγόριθµο εξόδου, εξετάζουν και µία µικρή οικογένεια ενδεχόµενων 
προσφυγών των άλλων παιχτών. «Τρέχουν» συνεπώς τον αλγόριθµο εξόδου για 
τις δικές τους προσφυγές αλλά και για κάποιες πιθανές προσφυγές των άλλων 
παιχτών. 
 
      Θα δείξουµε και για τους δύο τύπους γνώσης, υπάρχει για τους παίχτες 
υπολογιστικά εφικτή κυρίαρχη φιλαλήθης ενέργεια. Ξεκινούµε µε τους ορισµούς 
των υπολογιστικά περιορισµένων αλγορίθµων και µηχανισµών. 
   
Ορισµός 3.1.23 (Αλγόριθµος βαθµού d) Ένας αλγόριθµος εξόδου είναι βαθµού 
d, εάν ο χρόνος λειτουργίας του είναι φραγµένος από ένα πολυώνυµο βαθµού d 
ως προς τον αριθµό των παιχτών. 
 
∆ηλαδή ένας αλγόριθµος βαθµού d είναι πολυωνιµικός. Με όµοιο τρόπο 
µπορούµε να ορίσουµε συναρτήσεις προσφυγής, πράξεις και µηχανισµούς 
βαθµού d. 
 
Αποδεικνύεται ότι: 
 
Πρόταση 3.1.24 Εάν ο αλγόριθµος εξόδου  ενός µηχανισµού δεύτερης ευκαιρίας 
είναι βαθµού d, τότε ο µηχανισµός είναι βαθµού d . 1+
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     Στη συνέχεια δίνουµε τον ορισµό του 1ου τύπου γνώσης (που αναφέραµε 
προηγουµένως) που αποκτά ένας παίχτης όταν απλώς εξερευνά τον αλγόριθµο 
εξόδου του µηχανισµού. 
 
Ορισµός 3.1.25 (γνώση ανεξάρτητη προσφυγής)  

• Η γνώση  bi θα καλείται γνώση ανεξάρτητη προσφυγής (appeal independent 
knowledge), εάν είναι της µορφής: .  i ib : V A− → i

i

i

)

)

)

i

)

)

)i

)

• Τέτοιου είδους γνώση θα καλείται γνώση βασισµένη σε δήλωση (declaration 
based knowledge) εάν είναι της µορφής: . i ib : V V− →

 
Παρατηρήσεις:  
1. Γενικά η συνάρτηση γνώσης ορίζεται ως , έχει πεδίο ορισµού το 
χώρο των πιθανών ενεργειών των υπολοίπων παιχτών. Σε ένα µηχανισµό 
δεύτερης ευκαιρίας οι ενέργειες των παιχτών είναι τα ζεύγη . Η γνώση 
ανεξάρτητη προσφυγής για τον παίχτη i έχει ως πεδίο ορισµού µόνο το χώρο 
δηλώσεων των υπολοίπων παιχτών. ∆ηλαδή ο i µελετά τις πιθανές δηλώσεις  
των άλλων παιχτών  και υπολογίζει την ενέργεια  χωρίς να 
λάβει υπόψη του τις προσφυγές των υπολοίπων παιχτών. Η σηµασιολογία του 

 είναι: «όταν οι άλλοι δηλώνουν  θα δηλώνω   και θα 

υποβάλλω την προσφυγή . 

i ib : A A− →

i iw , l

iw−

( i iw , l

(i ib w−

iw−

( ) =

( ) (i i i iw , l b w−= iw
il

2. Η σηµασιολογία της γνώσης βασισµένης σε δήλωση είναι: «όταν οι άλλοι 
δηλώνουν , τότε θα δηλώνω ».  iw− ( )ib w−

 
Θεώρηµα 3.1.26 Εάν για τον παίχτη i η  είναι γνώση βασισµένη σε δήλωση,  
τότε η (  είναι εφικτή κυρίαρχη ενέργεια για τον παίχτη i.  

ib
i iυ , b

 
Απόδειξη: Έστω ότι η  δεν είναι εφικτή κυρίαρχη. Τότε θα υπάρχει ένα  

διάνυσµα ενεργειών  των υπόλοιπων παιχτών έτσι ώστε  

είναι καλύτερο για τον παίχτη από το να παίξει . Επισηµαίνουµε ότι η 

προσφυγή του i είναι πάντα κενή. Καθώς η γνώση  είναι βασισµένη σε δήλωση 
µπορούµε να θεωρήσουµε ότι και οι προσφυγές των άλλων παιχτών είναι κενές. 
Θα καλούµε µε  το . Θεωρούµε την περίπτωση όπου η ενέργεια του 

παίχτη είναι . Εάν ο µηχανισµός απορρίψει την προσφυγή και επιλέξει τον 

τύπο ( )  τότε .Ο παίχτης 

δηλώνοντας w

( i iυ , b

i−

( ) α−

( )i iυ , w

α

∅

)
g

)

( ) (dfi iw , b α−∅ =

) ( )( )i i, w−

( )i i, w−

( i iυ , b
ib

i iυ , w ,

iw ,−

( i i, b

iw−

i

,

υ
i

( iw ,

iυ , w− ( )( ) (i ik υ , w g k w− − −≥

k wi αναγκάζει τον µηχανισµό να επιλέξει την  και η utility 
του παίχτη µειώνεται. Εάν ο µηχανισµός αποδεχθεί την προσφυγή και επιλέξει 
τον τύπο  τότε κάνει το ίδιο όταν ο παίχτης δηλώσει wi.  Άρα τελικά η                       
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( i iυ , b

w

)

)
)

i

 είναι εφικτή κυρίαρχη ενέργεια                                                                  ■                                  
 
Θεώρηµα 3.1.27 Εάν ο αλγόριθµος εξόδου είναι βαθµού d και ο παίχτης έχει 
γνώση ανεξάρτητη προσφυγής βαθµού d, τότε υπάρχει φιλαλήθης κυρίαρχη 
ενέργεια βαθµού d για τον παίχτη. 
 
Απόδειξη: Έστω  γνώση βαθµού d του παίχτη i. Ορίζουµε την προσφυγή ως 
εξής: ∆οθέντος των , έστω . Η προσφυγή που ορίζουµε 

υπολογίζει τα και  και επιλέγει το καλύτερο 

αποτέλεσµα σύµφωνα µε το . Προφανώς η είναι εφικτή κυρίαρχη 
βαθµού d.                                                                                                                 ■ 

ib

k w

il
iw−

i , w

( ) (i i i iw ,ψ b w−=

( )( i ik ψ w , w−

( )i i, w−

( )i−

υ il  

 
     Τώρα θα εξετάσουµε τον 2ο τύπο γνώσης όπου o παίχτης, εκτός από τον 
αλγόριθµο εξόδου, εξετάζει και ένα µικρό µέρος από τις προσφυγές των άλλων 
παιχτών. 
 
Ορισµός 3.1.28 (d-obtainable γνώση) Η γνώση  θα καλείται d-obtainable (d-
αποκτούµενη) εάν ισχύει: 

ib

1. Η b  είναι βαθµού d. i

2. Κάθε συνάρτηση προσφυγής που εµφανίζεται στο πεδίο ορισµού ή στο 
πεδίο τιµών της , είναι βαθµού d. ib

3. Υπάρχουν το πολύ συναρτήσεις προσφυγής που εµφανίζονται στο πεδίο 
ορισµού ή στο πεδίο τιµών της . Επιπλέον υπάρχουν υπάρχει µία 
αντιπροσωπευτική οικογένεια µε όχι περισσότερα από  
ακολουθίες προσφυγών, έτσι ώστε για κάθε ακολουθία  που 
εµφανίζεται στο πεδίο ορισµού της , να υπάρχει  ώστε για όλα τα 

, . 

dn

=

ib

ib

)

iL

i

( )dn n 1−
iφ−

iψ L∈
i− ( ) (i i i i ib w ,φ b w ,ψ− − − −

 
Παρατηρήσεις:  
1. Στον παραπάνω ορισµό η δεύτερη συνθήκη δικαιολογείται από την υπόθεση 
ότι ο παίχτης δεν µπορεί να εξετάσει συναρτήσεις που δεν µπορεί να υπολογίσει. 
Συνεπώς αφού η γνώση του είναι βαθµού d τότε και κάθε συνάρτηση προσφυγής 
που µελετά ή παράγει θα πρέπει να είναι επίσης βαθµού d. 
2. Στην τρίτη συνθήκη η αντιπροσωπευτική οικογένεια  αντιπροσωπεύει όλες τις 
περιπτώσεις που έχει εξετάσει ή έχει παράγει ο παίχτης. Η υπόθεση είναι ότι ο 
παίχτης δεν µπορεί να βγάλει συµπεράσµατα για συναρτήσεις ή ακολουθίες που 
δεν έχει ελέγξει τουλάχιστον µία φορά. Υποθέτουµε επίσης ότι οι παίχτες 
µπορούν να εξετάσουν µόνο κάποιο λογικό αριθµό περιπτώσεων. 
 
Μπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 3.1.29 Εάν ο αλγόριθµος εξόδου είναι βαθµού d και ο παίχτης έχει d-
obtainable γνώση, τότε έχει µια εφικτή φιλαλήθης κυρίαρχη ενέργεια βαθµού 

. 3 d⋅
 
Σχόλια: Από τα παραπάνω θεωρήµατα προκύπτει το συµπέρασµα ότι και για 
τους δύο τύπους γνώσης υπάρχει σε µηχανισµούς βαθµού d εφικτή φιλαλήθης 
κυρίαρχη ενέργεια για τους παίχτες. Συνεπώς όταν οι παίχτες αποκτούν την 
γνώση τους µε κάποιο από τους παραπάνω τρόπους και οι χρονικοί περιορισµοί 
για τις συναρτήσεις προσφυγής δεν είναι πολύ µικροί, τότε παρακινούνται να 
αποκαλύψουν τους αληθούς τύπους τους στον µηχανισµό. Άρα τέτοιου είδους 
µηχανισµοί συµπεριφέρονται κατά τρόπο όµοιο µε τους κλασικούς φιλαλήθεις 
µηχανισµούς. Επίσης καθώς είναι βαθµού d δηλαδή πολυωνιµικού χρόνου είναι 
υπολογιστικά εφικτοί.   
 
3.1.5 Μέθοδοι Υλοποίησης  
 
Θεωρούµε δύο φυσικούς τρόπους για την υλοποίηση των συναρτήσεων 
προσφυγής.  
     Ο πρώτος τρόπος είναι να αφήσουµε τους παίχτες να υπολογίσουν οι ίδιοι τις 
προσφυγές τους και να δώσουν τα αποτελέσµατα στον µηχανισµό στον δεύτερο 
γύρο. Σε αυτή την µέθοδο ο τύπος κάθε παίχτη θα πρέπει να είναι γνωστός στους 
άλλους ώστε να µπορούν να εκτελέσουν τους υπολογισµούς.. Κάτι τέτοιο όµως 
δεν είναι γενικά επιθυµητό για τις περισσότερες εφαρµογές.  
     Ο δεύτερος τρόπος είναι  να εφοδιάσουµε τους παίχτες µε µία γλώσσα για την 
περιγραφή των προσφυγών τους και να εκτελεστεί ο υπολογισµός από την 
µηχανή του µηχανισµού. Και στις δύο µεθόδους µπορούµε να επιβάλουµε 
χρονικά όρια στους παίχτες ή να τους ζητούµε να πληρώνουν τον έξτρα χρόνο 
υπολογισµού. 
      Ένα άλλο ζήτηµα είναι οι περιορισµοί συµµετοχής. Συνήθως επιθυµούµε η 
utility ενός φιλαλήθη παίχτη να είναι πάντα θετική. Αυτή η ιδιότητα καλείται 
συνήθως περιορισµός συµµετοχής. Στη συνέχεια θα σχεδιάσουµε ένα µηχανισµό 
δεύτερης ευκαιρίας που θα ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα. 
     Υποθέτουµε ότι για κάθε παίχτη i υπάρχει τύπος iυ  έτσι ώστε για κάθε 

, να ισχύει ( 1υ υ , ,υ= … )n ( )( ) ( )i i
opt optg υ ,υ g υ− ≤ . Για παράδειγµα στους 

συνδυαστικούς πλειστηριασµούς ο τύπος αυτός ορίζεται ως ( )iυ s = 0  για κάθε 
συνδυασµό s από αντικείµενα. 
     Ο Clarke µηχανισµός είναι VCG µηχανισµός µε πληρωµές:  

( ) ( )( ) ( )i j
optj i

p w w opt w g υ , w−
≠

= −∑ i i

)i

. 

 
Υπενθυµίζουµε ότι συνάρτηση πληρωµής του VCG µηχανισµού έχει την µορφή 

, όπου  είναι µία αυθαίρετη συνάρτηση. 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση πληρωµής του Clarke είναι της κλάσης VCG 
όπου η αυθαίρετη συνάρτηση  είναι η  

( ) ( )( ) (i j i
j i

p w w k w h w−
≠

= +∑

(ih

( )ih

) ( )i i
opt υ , w−g− . 
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     Αποδεικνύεται ότι ο µηχανισµός αυτός ικανοποιεί τους περιορισµούς 
συµµετοχής. Όταν ο βέλτιστος αλγόριθµος του Clarke µηχανισµού 
αντικατασταθεί από άλλο που δεν είναι βέλτιστος τότε το αποτέλεσµα του 
αλγορίθµου µπορεί να βελτιωθεί αν αντικατασταθεί το   µε το iw iυ . Συνεπώς οι 
περιορισµοί συµµετοχής µπορεί πλέον να µην ικανοποιούνται. Αυτό όµως µπορεί 
να διορθωθεί. 
 
Ορισµός 3.1.30 Θα λέµε ότι ένας αλγόριθµος εξόδου k ικανοποιεί τους 
περιορισµούς συµµετοχής εάν για κάθε τύπο  και παίχτη i ισχύει ( 1υ υ , ,υ= … )n

( ) ( )( )i i
k kg υ g υ ,υ−≥ . 

 
Αποδεικνύεται η ακόλουθη πρόταση. 
 
Πρόταση 3.1.31  Εάν ο αλγόριθµος εξόδου k είναι βαθµού d, τότε υπάρχει 
αλγόριθµος εξόδου  βαθµού  που ικανοποιεί τους περιορισµούς 
συµµετοχής, έτσι ώστε για κάθε τύπο υ να ισχύει g . 

k� d 1+
( ) ( )kk υ g υ≥�

 
     ∆οθέντος ενός αλγορίθµου  που ικανοποιεί τους περιορισµούς συµµετοχής 
ορίζουµε την συνάρτηση πληρωµής του µηχανισµού δεύτερης ευκαιρίας που 
βασίζεται στον  ως 

k�

k� ( ) (i j i
opto g υ , w−= −∑

g w

)i

)
j ip w
≠

, όπου w είναι οι δηλώσεις 

των παιχτών και ο η επιλεγόµενη έξοδος. Καθώς  οι περιορισµοί 
συµµετοχής θα ικανοποιούνται. 

( ) (k,o g w≥ �

      Μπορούµε τώρα να παραθέσουµε τα βήµατα που πρέπει να ακολουθηθούν για 
τον σχεδιασµό ενός µηχανισµού µε βάση την συνολική µέθοδο που 
παρουσιάσαµε.  
• Αρχικά ο σχεδιαστής πρέπει να κατασκευάσει ένα αλγόριθµο k για το 

πρόβληµα βελτιστοποίησης που µελετά. Αυτό µπορεί να γίνει χωρίς 
περιορισµούς όσον αφορά την γενική συµπεριφορά του αλγορίθµου.  

• Μετά µπορεί να  µετασχηµατίσει τον k σε  αλγόριθµο  που ικανοποιεί τους 
περιορισµούς συµµετοχής.  

k�

• Το επόµενο βήµα είναι να προσδιορίσει τους χρονικούς περιορισµούς για τις 
προσφυγές, ή να σχεδιάσει µία γλώσσα για τις προσφυγές που θα εκφράζει 
την γνώση των παιχτών για τον αλγόριθµο.  

• Μετά ο σχεδιαστής θα δώσει τον µηχανισµό στους παίχτες για να 
πειραµατιστούν και να µάθουν τον  .  k�

• Τέλος όταν οι συµµετέχοντες είναι έτοιµοι  τότε µπορεί να εκτελεστεί ο 
µηχανισµός δεύτερης ευκαιρίας. 
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3.2 Multicast Transmissions 
 
Στην ενότητα αυτή  θα µελετήσουµε µηχανισµούς που µας επιτρέπουν να 
µοιράσουµε το κόστος των multicast transmissions οι οποίες λαµβάνουν χώρα σε 
ένα δίκτυο επικοινωνίας. Η ανάλυση και τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 
βασίζονται στο άρθρο [FPS00] των J. Feigenbaum, C. Papadimitriou και S. 
Shenker.  
 
3.2.1 Εισαγωγή 
 
Ο κλασσικός τρόπος για να διατρέξουµε το Internet είναι το unicast routing. Με 
τη µέθοδο αυτή κάθε µήνυµα που αποστέλλεται από την πηγή (source) 
λαµβάνεται από ένα παραλήπτη. Έτσι για να στείλει η πηγή το ίδιο µήνυµα σε 
διαφορετικούς παραλήπτες στέλνει ξεχωριστά σε κάθε παραλήπτη αντίγραφα του 
µηνύµατος. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα από τα links (συνδέσµους) του δικτύου που 
είναι κοντά στην πηγή να διέρχονται πολλά όµοια µηνύµατα και να επιβαρύνεται 
το δίκτυο µε περιττή πληροφορία.  
     Ένας άλλος τρόπος για να διατρέξουµε το δίκτυο είναι το multicast routing. 
Με τη µέθοδο αυτή το δίκτυο µοντελοποιείται από ένα γράφο G στους κόµβους 
του οποίου θεωρούµε ότι βρίσκονται οι παραλήπτες του µηνύµατος. Στη συνέχεια 
βρίσκουµε ένα δέντρο στο γράφο το οποίο συνδέει την πηγή µε όλους τους 
παραλήπτες. Η πηγή στέλνει αρχικά ένα αντίγραφο του µηνύµατος στα παιδία της 
βάση του δέντρου που έχει επιλεγεί. Στη συνέχεια οι κόµβοι αυτοί αντιγράφουν 
το µήνυµα και στέλνουν από ένα αντίγραφο στους γείτονες τους στο δέντρο, 
δηλαδή συµπεριφέρονται σαν πηγή για τους επόµενους παραλήπτες. Έτσι από 
κανένα link του δικτύου δεν διέρχονται πολλαπλά αντίγραφα του ίδιου 
µηνύµατος.  
     Η µέθοδος του multicast routing διευκολύνει την µετάδοση πληροφοριών µε 
µεγάλη ζήτηση, όπως µουσική και ταινίες, για τις οποίες ο αριθµός των 
παραληπτών θα είναι πολύ µεγάλος. Παρόλα αυτά όµως το κόστος µετάδοσης 
τέτοιας  πληροφορίας σε µεγάλο αριθµό αποδεκτών µπορεί να παραµένει υψηλό. 
Είναι λοιπόν αναγκαίο να βρούµε ένα τρόπο κατανοµής του κόστους µετάδοσης 
που να εξαρτάται από το πόσο µακριά από την πηγή βρίσκονται οι παραλήπτες 
του µηνύµατος. 
     Ένας cost-sharing µηχανισµός κάνει ακριβώς αυτό, καθορίζει ποιοι χρήστες 
έλαβαν την multicast µετάδοση και πόσο πρέπει να χρεωθούν. Έτσι: 
• Με  θα ορίζουµε το ποσό µε το οποίο έχει χρεωθεί ο χρήστης i.  ix ≥ 0

i

•  Με σi  θα δηλώνουµε αν έλαβε (ή όχι) την µετάδοση. Αν ο χρήστης έχει λάβει 
την µετάδοση τότε σ , αν δεν την έλαβε τότε .  i 1= iσ 0=

     Ας θεωρήσουµε την µετάδοση µίας ταινίας για παράδειγµα την µετάδοση 
κάποιας ταινίας στο δίκτυο. Η utility του χρήστη i για την ταινία είναι ui και 
εκφράζει το πόσο θέλει ο χρήστης i να δεί την ταινία. Το όφελος του χρήστη, 
αφού είδε την ταινία  και πλήρωσε γι' αυτή, είναι . Τα διανύσµατα 
σ και x για όλους τους χρήστες είναι συναρτήσεις του διανύσµατος utility u όλων 
των χρηστών. Ένας cost-sharing µηχανισµός ορίζεται από τις συναρτήσεις x(u) 

i i iw σ u x= −
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και σ(u). Θεωρούµε ότι οι τιµές των ui δεν είναι γνωστές στο δίκτυο καθώς είναι 
προσωπικές πληροφορίες των χρηστών και όχι του δικτύου. Έτσι ο µηχανισµός 
αναγκαστικά θα βασίζεται στις τιµές που θα του δηλώσουν οι χρήστες, η 
ειλικρίνεια των οποίων δεν θεωρείται δεδοµένη. Υποθέτουµε επίσης ότι οι 
χρήστες δεν συνεργάζονται µεταξύ τους. Οι χρήστες έχουν ως στόχο να 
µεγιστοποιήσουν το προσωπικό τους όφελος wi.   
     Επειδή υπάρχει περίπτωση οι χρήστες να ψεύδονται, το δίκτυο πρέπει να 
χρησιµοποιήσει ένα φιλαλήθη (strategyproof) cost-sharing µηχανισµό. Όπως 
έχουµε ήδη αναφέρει σε προηγούµενες ενότητες ένας µηχανισµός, είναι   
φιλαλήθης (strategyproof) εάν η κυρίαρχη στρατηγική των χρηστών είναι η 
αποκάλυψη των αληθών τιµών των ui. ∆ηλαδή οι χρήστες του δικτύου θα έχουν 
το µέγιστο κέρδος µόνο όταν είναι ειλικρινείς στο µηχανισµό. Σε ένα τέτοιο 
µηχανισµό ισχύει:  για κάθε υ( ) ( i

i iw u w u | υ≥ ) i και για όλα τα i, δηλαδή το 
όφελος του χρήστη είναι το µέγιστο µόνο όταν αποκαλύψει την αληθή τιµή του 
ui.  
 
Σηµείωση: Θα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό  για που µας 

δίνει την συνιστώσα j του χρήστη j στο διάνυσµα u στο οποίο  

αντικαταστήσαµε το  u  µε . Οµοίως ( . 

( )i
i jj

u | υ u=

i iυ υ

j i≠

u  

υi i )i
i

u | =

 
     Με βάση τα παραπάνω, όπως θα δείξουµε στη συνέχεια, θα οδηγηθούµε σε 
δύο φυσικούς cost-sharing µηχανισµούς: τον Marginal Cost (MC) και τον 
Shapley Value (SH). 
     Όπως αναφέραµε προηγουµένως, ένας cost-sharing µηχανισµός είναι το 
ζεύγος των x(u) και σ(u). Ο υπολογισµός των x(u) και σ(u) όµως δεν είναι πάντα 
εύκολος επειδή τα ui µεταδίδονται µέσα στο δίκτυο και τα αποτελέσµατα των 

 και σ  πρέπει να αποσταλούν στους χρήστες. Οι τιµές των u( )ix u ( )i u i πρέπει να 
σταλούν από τους χρήστες στο µηχανισµό καθώς ο µηχανισµός δεν τις γνωρίζει. 
Επίσης οι τιµές των  και  πρέπει να αποσταλούν στους χρήστες για 
να γνωρίζουν αν θα πάρουν το µήνυµα και πόσο πρέπει να πληρώσουν γι’ την 
µετάδοση του. Αναγκαστικά συνεπώς θα υπάρξει κάποια ανταλλαγή µηνυµάτων 
µεταξύ των παραληπτών και του µηχανισµού. Γι' αυτό το λόγο, δοθέντος ενός 
cost-sharing µηχανισµού, είναι αναγκαίο να οριστεί ο κατανεµηµένος cost-
sharing αλγόριθµος ή πρωτόκολλο που θα υλοποιεί τον µηχανισµό. ∆ηλαδή 
πρέπει να καθοριστεί η διαδικασία που θα ακολουθηθεί για την ανταλλαγή των 
µηνυµάτων που αναφέραµε ώστε να µπορεί να γίνει ο υπολογισµός του κόστους 
µετάδοσης.  

( )ix u ( )iσ u

     Στις επόµενες υποενότητες θα µελετήσουµε δύο συγκεκριµένους cost-sharing 
µηχανισµούς τον Marginal Cost (MC) και τον Shapley Value (SH). Θα µας 
απασχολήσει κυρίως η υπολογιστική πολυπλοκότητα των αλγορίθµων που 
υλοποιούν τους MC και SH µηχανισµούς. Θα δείξουµε ότι κάθε cost-sharing 
αλγόριθµος που υλοποιεί τον SH µηχανισµό, πρέπει να στείλει γραµµικό αριθµό 
µηνυµάτων σε καθ' ένα από τα γραµµικού αριθµού links, συνολικά 

 
 

73 



δευτεροβάθµιο αριθµό µηνυµάτων. Αντιθέτως για τον MC µηχανισµό υπάρχει 
αλγόριθµος που τον υλοποιεί, χρησιµοποιώντας µόνο δύο µηνύµατα για κάθε link  
 
3.2.2 Μοντέλο ∆ικτύου 
 
Θεωρούµε ένα σύνολο χρηστών P, ένα σύνολο κόµβων Ν και ένα σύνολο L από 
links δύο κατευθύνσεων (bi-directional). Κάθε χρήστης βρίσκεται σε κάποιο 
κόµβο του δικτύου . ∆οθέντος ενός συνόλου  από παραλήπτες και 
µιας πηγής , εφαρµόζουµε τη µέθοδο του multicast routing και 
κατασκευάζουµε ένα δέντρο (multicast tree) µε ρίζα το . Το  
συνδέει το µε όλους τους κόµβους στους οποίους βρίσκονται οι παραλήπτες 
του R. Θεωρούµε για κάθε χρήστη i ότι υπάρχει ένα σταθερά καθορισµένο (από 
το multicast routing) µονοπάτι T(i) που τον συνδέει µε την πηγή . Έτσι για 
κάθε σύνολο R από παραλήπτες, το δέντρο της µετάδοσης είναι απλώς η ένωση 
όλων των σταθερών µονοπατιών, .  

α N∈ R ⊆

L

P

)

)

)
)2

sα
( )T R ⊆

( )
i R

T i
∈

sα

sα

( )T R

sα

( )T R =∪
     Αυτή η προσέγγιση είναι σχετικά απλή στην υλοποίηση της και δίνει σταθερά 
multicast trees, αποκλείει όµως την χρήση πιο θεωρητικών κατασκευών όπως 
είναι τα Steiner trees. Επίσης αυτή η µορφή του multicast routing µπορεί να 
οδηγήσει σε δέντρα που δεν είναι βέλτιστα. Σε αυτή την κλάση δέντρων, το 
µονοπάτι µετάδοσης από την πηγή  προς κάποιο συγκεκριµένο χρήστη εξαρτάται 
από το ποιοι άλλοι χρήστες είναι παρόντες, στα  Steiner trees δεν συµβαίνει αυτό. 
     Το κόστος κάθε link l για την µετάδοση ενός µηνύµατος µέσω αυτού θα 
είναι,  και είναι γνωστό στους κόµβους των άκρων του. Το κόστος του 
δέντρου για την προσέγγιση ενός συνόλου παραληπτών R είναι:  
και το συνολικό όφελος (net worth) ορίζεται ως:  όπου 

και . 

L∈

( )( )R =

( )c l 0≥
(T R

R ii R
u u

∈∑

) ( )( )c T R
( ))R( ) (RNW R u c T= −

= (
( )l T R

c T c l
∈∑

     Πρέπει να σηµειώσουµε ότι το συνολικό όφελος δεν είναι το άθροισµα των 
ατοµικών οφελών και δεν εξαρτάται τα µερίδια κόστους για τους παραλήπτες. Το 
συνολικό όφελος µετρά το συνολικό κέρδος από την εκτέλεση της multicast 
µετάδοσης. Τα µερίδια κόστους απλά µεταδίδονται από το δίκτυο στους 
παραλήπτες και δεν αλλάζουν το συνολικό όφελος από την µετάδοση. Το γεγονός 
ότι  εγγυάται ότι το κόστος  είναι submodular 
συνάρτηση του συνόλου R που δεν είναι φθίνουσα. Κατά συνέπεια: 

( ) ( )
i R

T R T i
∈

=∪ ( )(c T R

( )( ) (( )c T R i c T R+ ≥  και 
( )( ) ( )( ) ( )( ) (( )1 2 1 2 1c T R c T R c T R R c T R R+ ≥ +∪ ∩

1 2R,R ,R P⊆
, για όλα τα 

. 
 
3.2.3 Cost-Sharing Μηχανισµοί 
 
Οι cost-sharing µηχανισµοί ορίζονται από τις συναρτήσεις  και . Για 
δοθέν cost-sharing µηχανισµό, ορίζουµε το σύνολο των παραληπτών 

( )ix u ( )iσ u
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( ) ( ){ iR u i P | σ u 1= ∈ =

( )w u

i 0=

( )i
iσ u | υ 1=

}

)

)i

, δηλαδή το σύνολο των χρηστών που λαµβάνουν την 
µετάδοση για δοθέν διάνυσµα utility u. Με  συµβολίζουµε 
το συνολικό όφελος που προκύπτει από τον µηχανισµό για διάνυσµα utility u. 
Θεωρούµε µόνο strategyproof  cost-sharing µηχανισµούς , έτσι θα ισχύει :  

( ) ( )(W u NW R u≡

0

ii P∈
=∑

( )( ) ( )u NW R≥

( )*R u

( i
i iw u | υ≥     για όλα τα u, i και υi. 

 
∆ηλαδή οι χρήστες του δικτύου θα έχουν το µέγιστο κέρδος µόνο όταν είναι 
ειλικρινείς στο µηχανισµό. Μας ενδιαφέρουν οι φιλαλήθεις µηχανισµοί διότι είναι 
η µόνη µέθοδος που µας εγγυάται ότι οι χρήστες θα αποκαλύψουν τις αληθείς 
τιµές τους στο µηχανισµό. 
     Υπάρχουν όµως και κάποιοι οικονοµικοί και υπολογιστικοί περιορισµοί που 
θα θέλαµε να ικανοποιούνται. Έτσι  προκύπτουν οι επόµενες συνθήκες : 
 

• No Positive Transfers (NPT): . ∆ηλαδή θεωρούµε ότι οι χρήστες 
πάντα πληρώνουν για να συµµετέχουν στην µεταβίβαση. ∆εν υπάρχουν 
παραλήπτες που να πληρώνονται για να δεχθούν την µετάδοση. 

( )ix u ≥

• Voluntary Participation (VP) (Εθελοντική συµµετοχή): . Οι 
χρήστες έχουν το δικαίωµα να µην λάβουν την µετάδοση και να µην 
χρεωθούν. Τότε το ατοµικό τους όφελος θα είναι 0. Έτσι έχουµε   
όταν σ . 

( )iw u 0≥

ix 0=

• Consumer Sovereignty (CS) (Ο καταναλωτής η ανώτατη αρχή): Για όλα 
τα u,  για αρκετά µεγάλο υi. Ο cost-sharing αλγόριθµος δεν 
µπορεί αυθαίρετα να αποκλείσει κάποιο χρήστη. Το δίκτυο είναι 
υποχρεωµένο να επιτρέψει στους χρήστες να λάβουν την µετάδοση αν είναι 
πρόθυµοι να πληρώσουν σηµαντικά µεγάλο κόστος. 

• Budget-balance (Ισορροπία προϋπολογισµού): .  
Με αυτή την συνθήκη εξασφαλίζουµε ότι τα χρήµατα που προέρχονται από 
τους παραλήπτες καλύπτουν το κόστος της µετάδοσης.  

( )( )( )x c T R u

• Efficiency (Αποδοτικότητα):  για όλα τα . 
Με την συνθήκη αυτή απαιτούµε το σύνολο των παραληπτών να 
µεγιστοποιεί το συνολικό κέρδος του δικτύου. Το σύνολο που µεγιστοποιεί 
το NW(R) καλείται αποδοτικό σύνολο.  

NW R R P⊆

 
Σηµείωση: Πρέπει να αναφέρουµε ότι δεν υπάρχει strategyproof cost-sharing 
µηχανισµός που να είναι ταυτόχρονα budget-balanced και αποδοτικός (efficient). 
Υπάρχει ένας µόνο strategyproof cost-sharing µηχανισµός που ικανοποιεί τις 
συνθήκες NPT και VP και είναι αποδοτικός, ο Marginal Cost (MC). Ο MC είναι 
ειδική περίπτωση της γενικής κλάσης των Vickrey-Clarke-Groves µηχανισµών. 
 
Marginal Cost µηχανισµός (MC): Έστω  το µεγαλύτερο αποδοτικό 
σύνολο. Το σύνολο αυτό είναι καλά ορισµένο επειδή η συνάρτηση κόστους είναι 
submodular και µας εγγυάται ότι η ένωση δύο αποδοτικών συνόλων είναι 
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αποδοτικό σύνολο. Θέτουµε  για όλα τα  και  για όλα τα 

. Έτσι . Το µερίδιο κόστους για τον χρήστη i 
(δηλαδή το ποσό που πρέπει να πληρώσει στο µηχανισµό)  δίνεται από τη σχέση      
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)

0

)

( )( u                               (3.2.1) 
 
Παρατηρήσεις: Η σχέση 3.2.1 έχει την εξής ερµηνεία. Αν ένας χρήστης δεν 
ανήκει στο  τότε δεν θα λάβει την µετάδοση και συνεπώς  . Αν ο i 
λάβει την µετάδοση τότε . Σε αυτή την περίπτωση όπως προκύπτει από 

την 3.2.1 ο µηχανισµός δίνει στον i ένα κέρδος . Ο όρος 

  αντιπροσωπεύει την συνεισφορά  του χρήστη i στο συνολικό 
όφελος , δηλαδή πόσο οφελείται ο µηχανισµός από την συµµετοχή του i. Eίναι η 
διαφορά του συνολικού οφέλους όταν ο i συµµετέχει στο  από το συνολικό 
όφελος όταν αγνοήσουµε τον χρήστη i. Ο µηχανισµός MC είναι αποδοτικός αλλά 
δεν είναι budget-balance.  

(*R

( iW u | 0

=

| 0( )u= −

(*R

 
Βudget-Βalance Μηχανισµοί:  Ενώ η απαίτηση για αποδοτικότητα µας έδωσε 
ένα µόνο φυσικό cost-sharing µηχανισµό, η συνθήκη budget-balance µας δίνει 
πολλούς πιθανούς µηχανισµούς. Η συνθήκη strategyproofness (η φιλαλήθεια 
είναι κυρίαρχη στρατηγική), δηλαδή ότι κανένας χρήστης δεν µπορεί να αυξήσει 
το κέρδος του µε το να δηλώσει ψευδή utility, είναι πολύ ισχυρότερη και 
καθορίζει πλήρως τους πιθανούς cost-sharing µηχανισµούς.  
      Κάθε budget-balance µηχανισµός ορίζεται από µία συνάρτηση 

P

0

Pf : 2
≥

6\  
για την οποία:  

ii f R∑  και  για όλα τα . ( )i j+ ≤

 
Η f είναι έχει ως πεδίο ορισµού όλα τα πιθανά υποσύνολα του P , δηλαδή όλα τα 
δυνατά υποσύνολα χρηστών R P . Η f δίνει ως τιµές από τον χώρο  

P

0≥
\  και 

είναι τα διανύσµατα των πληρωµών (τα µερίδια κόστους) των παραληπτων. 
Επίσης η συνθήκη  αντιπροσωπεύει την απαίτηση budget-

balance. Η συνθήκη  ουσιαστικά εκφράζει ότι για µεγαλύτερο 
αριθµό παραληπτών θα πρέπει τα µερίδια κόστους στους παραλήπτες να είναι 
µικρότερα. 

)

)

)

1
1

     Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση f για να ορίσουµε µε 
επαναληπτικό τρόπο τις x(u) και σ(u).  
Αρχικά .  ( ) ( )1 =

Στο κάθε βήµα k έχουµε: ,  και 

 εάν u x  και  εάν .  

( )
ii | σ −

i u 0=

( ) ( ) ( ) ( )( )k kx u R u

( )i i ui i i

Τα σύνολα  σχηµατίζουν µία µονότονη ακολουθία,  ( )kR ( ) ( )k kR R −⊆
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συγκλίνοντας µετά από πεπερασµένο αριθµό βηµάτων σε κάποιο σύνολο . 
Οι τιµές των x(u) και σ(u) στις οποίες καταλήγουµε, ορίζουν τον cost-sharing 
µηχανισµό και το σύνολο R u  ορίζει το σύνολο των παραληπτών. 

( )R̂ u

( )( )T R

( )ˆ

u x≥

i

R !

( )*W R u

 
Σχόλια: Αρχικά το R περιέχει όλους τους χρήστες . Σε κάθε βήµα k το σύνολο 
των παραληπτών ορίζεται ως και οι πληρωµές 

 προκύπτουν από την f για το . Οι τιµές που θα 
καθορίσουν τους παραλήπτες του k+1 βήµατος προκύπτουν συγκρίνοντας τις 
τιµές  και . Αν   τότε  δηλαδή ένα χρήστης θα 
παραµείνει παραλήπτης και για το k+1 βήµα αν έχει δηλώσει utility µεγαλύτερη 
από την πληρωµή που προέκυψε στο βήµα k. Αυτή η συνθήκη είναι απαραίτητη 
ώστε τελικά ο µηχανισµός να είναι budget-balance δηλαδή  . 
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Μπορούµε τώρα να ορίσουµε τον µηχανισµό Shapley Value.  
 
Shapley Value µηχανισµός (SH): Ο µηχανισµός αυτός χρησιµοποιεί ως 
συνάρτηση f την συνάρτηση Shapley Value. Η συνάρτηση αυτή για το cost-
sharing πρόβληµα σε ένα δίκτυο ορίζεται από τον τύπο:  
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Η γενική ερµηνεία του παραπάνω τύπου είναι ότι το κόστος ενός link l µοιράζεται 
εξίσου σε όλους τους παραλήπτες που βρίσκονται κάτω από το l. 
 
Σηµείωση: Κανένας από τους budget-balanced µηχανισµούς δεν µεγιστοποιεί  το 
ολικό όφελος, δηλαδή οι µηχανισµοί αυτοί δεν είναι αποδοτικοί.. Παρόλα αυτά ο 
Shapely Value ελαχιστοποιεί την απώλεια κέρδους για την χειρότερη περίπτωση. 
Η ποσότητα  που προκύπτει από τον Shapely 
Value, είναι σηµαντικά µικρότερη από τις αντίστοιχες ποσότητες οποιουδήποτε 
άλλου µηχανισµού της κλάσης αυτής. Αν επιµείνουµε στην συνθήκη budget-
balance, τότε είναι λογικό να επιλέξουµε εκείνο το µηχανισµό που ελαχιστοποιεί 
την απώλεια σε αποδοτικότητα. Έτσι ο Shapely Value είναι η λογικότερη επιλογή 
από την κλάση των budget-balance cost-sharing µηχανισµών. 

( )( )([uMax N NW R u−

 
     Για να είναι ένας cost-sharing µηχανισµός υλοποιήσιµος, πρέπει η επικοινωνία 
και οι τοπικοί υπολογισµοί που απαιτεί να είναι σχετικά περιορισµένοι. Η 
κατανοµή του κόστους στους χρήστες δεν είναι ο λόγος ύπαρξης του δικτύου, 
απλά υποστηρίζει µε ένα οικονοµικά βιώσιµο τρόπο τον κύριο στόχο που είναι η 
µετάδοση του υλικού στους παραλήπτες. Έτσι είναι απαραίτητη η ανάλυση της 
πολυπλοκότητας των αλγορίθµων που υλοποιούν τον καταµερισµό του κόστους 
στους χρήστες. 
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     Ένα στιγµιότυπο του cost-sharing προβλήµατος έχει µέγεθος  όπου n p m+ +
( )n T P= , p P=

{ }i i Pu ∈

 και m είναι το συνολικό µέγεθος της εισόδου 
. Το ιδανικό είναι ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων που 

ανταλλάσσει ο cost-sharing αλγόριθµος µε τους χρήστες να είναι Ο(n), και ο 
µέγιστος αριθµός µηνυµάτων που στέλνει στο link l, για όλα τα l L , να είναι 
Ο(1).  

( ){ }l Lc l ∈ ∪

∈

     Στις επόµενες υποενότητες µελετούµε κυρίως το κόστος επικοινωνίας των 
αλγορίθµων παρά  το τοπικό κόστος υπολογισµού. Υποθέτουµε ότι τα µηνύµατα 
πάντα φθάνουν στους αποδέκτες τους µέσα σε µικρό χρονικό διάστηµα. Επίσης 
θεωρούµε ότι τα µηνύµατα έχουν λογικό µέγεθος. Η τελευταία υπόθεση είναι 
σηµαντική. Για παράδειγµα δείχνουµε µία ανεπιτυχή υλοποίηση ενός µηχανισµού 
πολυωνιµικού χρόνου.  Κάθε κόµβος αφού λάβει ένα  µήνυµα από κάθε παιδί του, 
συγκεντρώνει τα µηνύµατα που έλαβε, όλες τις utility των παιχτών που 
βρίσκονται σε αυτόν καθώς και το κόστος του link που τον συνδέει µε τον πατέρα 
του και στέλνει το αποτέλεσµα στον πατέρα του. Όταν η ρίζα αs του T(P) λάβει 
όλες τις utilities και όλα τα κόστη, τότε υπολογίζει τις σ και x και τις στέλνει στα 
παιδιά της. Αυτός ο αλγόριθµος χρειάζεται Ο(1) µηνύµατα για κάθε link, αλλά το 
µέγιστο µέγεθος ενός µηνύµατος µπορεί να είναι Ω(m), που είναι πολύ µεγάλο.  
 
3.2.4 O Marginal Cost Μηχανισµός 
 
Θα εξετάσουµε τώρα το κόστος επικοινωνίας του αλγορίθµου που υλοποιεί τον 
µηχανισµό Marginal Cost. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει αλγόριθµος που υλοποιεί 
τον µηχανισµό και είναι βέλτιστος ως προς τον αριθµό των µηνυµάτων που 
ανταλλάσσει.  
 
Θεώρηµα 3.2.1 Ο MC µηχανισµός χρειάζεται ακριβώς δύο µηνύµατα για κάθε 
link. Υπάρχει αλγόριθµος που υπολογίζει τα µερίδια κόστους εκτελώντας µία 
διάσχιση του T(P) από τον πυθµένα προς τα πάνω (buttom-up), ακολουθούµενη 
από µια διάσχιση από την κορυφή προς τα κάτω (top-down). O αλγόριθµος αυτός 
είναι βέλτιστος σε σχέση µε τον αριθµό των µηνυµάτων που ανταλλάσει. 
 
Απόδειξη:  
      Συµβολισµοί: Θα συµβολίζουµε µε: 
• uα το άθροισµα των utilities των παιχτών που βρίσκονται στον κόµβο α.  
• cα το κόστος του link ακριβώς πάνω από τον κόµβο α στο δέντρο T(P). 
• Ch(a) τους κόµβους που είναι παιδιά του α στο T(P).  
• res(α) το σύνολο των χρηστών στον κόµβο α. 
•  την ένωση του υποδέντρου µε ρίζα τον κόµβο α και του link που 

συνδέει τον α µε τον πατέρα του p(α). 
( )αT P

 
     Μπορούµε να υπολογίσουµε το όφελος  του υποδέντρου µε 
ρίζα τον κόµβο α, που ισούται µε την διαφορά της συνολικής utility µείον το 
κόστος µε :  

( )αW u ( )αT P
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Εικόνα 3.2.1 
Bottom-Up ∆ιάσχιση: Yπολογισµός τιµών οφέλους 

 
Για τον κόµβο  ( )α V P∈

     Αφού ληφθεί το µήνυµα  από κάθε παιδί του ββA ( )Ch α∈  

           
( )( )α α β

β Ch αW u A c
∈

← + −∑ α

0

α

1

αc

          Εάν  τότε  αW ≥
          { 
                 για όλα τα  iσ 1← ( )i res α∈

                 Στείλε το  στον πατέρα p(α) αW
           } 
            Αλλιώς 
           { 
                 για όλα τα  iσ 0← ( )i res α∈
                 Στείλε 0 στον πατέρα p(α) 
            } 
 

( ) ( )
( ) ( )Ch | W u 0

W u u W u c
β

α α β

β∈ α ≥

 
= + −  

 
∑ . 

 
Παρατήρηση: Στον προηγούµενο τύπο το όφελος  το εκφράζουµε µε µία 
αναδροµική σχέση. Είναι το άθροισµα του όρου u c  για το link πάνω από τον 
α  συν το άθροισµα των οφελών  των υποδέντρων  µε , 
όπου β είναι τα παιδιά του κόµβου α . 

( )αW u
α α−

( )βW u ( )βT P ( )βW u 0≥

 
     Bottom-Up ∆ιάσχιση: Οι τιµές  υπολογίζονται µε την bottom-up 
διάσχιση που περιγράφεται στην εικόνα 3.2.1. Θα έχουµε , δηλαδή ο i θα 
λάβει την µετάδοση, εάν   για όλους τους κόµβους α στο µονοπάτι 
από τον χρήστη i προς την ρίζα. 

( )αW u

0
( )σ i =

( )αW u ≥

 

 
Ανάλυση: Στη bottom-up διάσχιση κάθε κόµβος α λαµβάνει ένα µήνυµα  από 
κάθε παιδί του . Το είναι το όφελος  του υποδέντρου 

 όπου β είναι τα παιδιά του κόµβου α . Στη συνέχεια υπολογίζεται το 

όφελος  του υποδέντρου δηλαδή ο όρος . Αν  

 τότε όλοι οι χρήστες που κατοικούν στον α θα λάβουν την µετάδοση, 
δηλαδή , για όλα τα . Υπενθυµίζουµε ότι τα  είναι τα bits 
που υποδεικνύουν εάν ο χρήστης i ανήκει ή όχι στο αποδοτικό σύνολο . 

βA

*R

( )β Ch α∈ βA

( )P

( )s α

( )βW u

β∈∑

iσ

( )βT P

αW ≥

αW

0
iσ =

αT

i re

( )( )α β
Ch α

u A+ −

( )u1 ∈
( )u
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Αν  τότε οι χρήστες του α δεν θα λάβουν την µετάδοση. Η βασική ιδέα 
είναι ότι τελικά θέλουµε να βρούµε το µεγαλύτερο αποδοτικό σύνολο 
παραληπτών .  Έτσι πρέπει να αποκλειστούν υποδέντρα µε αρνητικό 
όφελος. Η bottom-up διάσχιση τελικά εφαρµόζεται σε όλους τους κόµβους του 
T(P) .  

αW <

αW 0≥

( )x u

0

0

)

)
)

)

( )*R u

iσ 1=

( )βW u

(i iu y≤

i iu= −

(i iu y>
*R u

     Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι κάποιες από τις τιµές που ορίζονται µε 
την bottom-up διάσχιση µπορεί τελικά να είναι λανθασµένες. Αυτό συµβαίνει 
διότι οι τιµές των σ

iσ 1=

iσ 1=

i δεν ενηµερώνονται εκ’ νέου µε βάση τα αποτελέσµατα των 
επόµενων υπολογισµών.  Για παράδειγµα έστω κόµβος α για τον οποίο προέκυψε 

, τότε , για όλα τα . Ο επόµενος υπολογισµός της bottom-

up διάσχισης θα γίνει στον κόµβο p(α), τον πατέρα του α. Αν  οι 
χρήστες του p(α) θα αποκλειστούν αλλά τότε θα αποκλειστούν και όλοι οι κόµβοι 
του υποδέντρου του T(P) µε ρίζα τον α. Συνεπώς οι τιµές   για τα  
ήταν λανθασµένες. Όµως για οποιοδήποτε κόµβο οι τιµές όµως θα είναι 
πάντα σωστές. Οι τιµές  που υπολογίζονται µε την bottom-up διάσχιση θα 
θεωρούνται προσωρινές. 

( )i res α∈
( ) ( )p αW u <

i res∈

iσ 0=
( )α

iσ 1=

 
     Αφού υπολογιστούν τα , οι ακριβείς τιµές των  θα παραχθούν µε 
την top-down διάσχιση που θα περιγράψουµε στη συνέχεια.  

( )αW u ( )iσ u

Το µερίδιο κόστους  του χρήστη i υπολογίζεται από την εξίσωση  ( )ix u

( ) ( ) ( )( )i
i i ix u σ u W u W u | 0= − − . 

Για να υπολογιστεί το xi πρέπει να υπολογιστεί το που είναι το όφελος 
του δικτύου όταν παραλειφθεί ο i . Ας δούµε πως µπορούµε να κάνουµε τον 
υπολογισµό αυτό. Για κάθε κόµβο α και χρήστη  στον α, έστω  

το µικρότερο  των κόµβων β στο µονοπάτι από το α προς την ρίζα (µπορεί 
το µικρότερο όφελος να εµφανίζεται στον α). Τότε έχουµε δύο περιπτώσεις: 

( iW u | 0

( )*i R u∈ ( )iy u

 
1. Εάν , τότε η δοµή του δέντρου για το  είναι ίδια µε 

του δέντρου για το . Έτσι  η διαφορά  είναι ίση 

µε u

)u

W

( i*R u | 0

( ) ( iW u W u |−

( )α u
( )NW R u

( )*R u

( )W u

W u−

0

W

R= −
i διότι όταν παραλείπουµε τον χρήστη i το  µειώνεται κατά . 

Υπενθυµίζουµε ότι  και . 
Κατά συνέπεια ο χρήστης i πρέπει να πληρώσει 

. 

iu
)( )( )(NW R u≡

( )( )i| 0 0=

(c T R

( )u
 
2. Εάν , παραλείποντας τον χρήστη i καταλήγουµε στην αφαίρεση 

από το  του υποδέντρου µε συνολικό όφελος . Έτσι ο 
χρήστης i πρέπει να πληρώσει . Πιο συγκεκριµένα θα 
υπάρχει κάποιος πρόγονος α΄ του α, χαµηλότερα από το β, έτσι ώστε 

)u
( ) ( )iy u

( ) ( )i i ix u u y u= −
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Εικόνα 3.2.2 
Top-Down ∆ιάσχιση: Yπολογισµός συµµετοχής και µεριδίων  κόστους 

 
Αρχικοποίηση: Η ρίζα στέλνει το σε κάθε παιδί της. sα W
Για κάθε   { }sα α
     Αφού ληφθεί το µήνυµα Α από τον πατέρα p(α) 
          // Περίπτωση 1:  ( )α *T P T R∩
          // Θέσε τα ορθά σ  στον α και διέδωσε καµία-συµµετοχή προς τα κάτω. i

          Εάν σ , για όλα τα i r , ή A 0  τότε (es α∈
          { 
                 και  για όλα τα           i iσ 0←
                στείλε –1 στον β για όλα τα β  
           } 
           // Περίπτωση 2:  ( )α *T P T R∩
           //Υπολόγισε τα µερίδια κόστους και διέδωσε την ελάχιστη τιµή οφέλους προς τα κάτω.  
           Αλλιώς 
           { 
                  ( )αin A, W
                  Για κάθε  ( )i res α∈
                       , τότε , αλλιώς  A ix ← 0 Ai −
                  Για κάθε  ( )β Ch α∈
                        Στείλε το Α στο β 
             } 

sα

( )( )u

)

Ch∈

( )( )u

*R

αT ′′

( )V P∈ −

i 0=

x 0←

A m←

iu ≤

( )βT P

= ∅

<

( )i res α∈
( )α

≠ ∅

ix u←

( )αW u′

( )u

( )P

παραλείποντας τον χρήστη i το να γίνεται αρνητικό και το  
να παραλείπεται από το . Παραλείποντας το  µπορεί να 
καταλήξουµε σε αρνητικό όφελος για κάποιο πρόγονο α΄΄ του α΄ και 
τελικά να παραλειφθεί το   κ.τ.λ.π. Αυτή η αλυσιδωτή αντίδραση 
σταµατά µετά την αποµάκρυνση του υποδέντρου ελάχιστου-οφέλους 

.  

( )αT P′

iσ

( )αT P′

 
     Top-Down ∆ιάσχιση: Με την top-down διάσχιση υπολογίζουµε τις τιµές των  
σi και xi. Στη top-down διάσχιση θεωρούµε ότι κάθε κόµβος α γνωρίζει  τα 
στοιχεία από την bottom-up διάσχιση που προηγήθηκε, δηλαδή τα µηνύµατα που 
έλαβε από τα παιδιά του, το µήνυµα που έστειλε στον πατέρα του και τις τιµές  
για τους χρήστες που βρίσκονται σε αυτόν.  
 

 
Μερικές από τις τιµές  µπορεί εσφαλµένα να έχουν τεθεί 1 αλλά αυτό είναι 
προσωρινό και θα διορθωθούν από την top-down διάσχιση. Κατά την διάσχιση 

iσ
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αυτή πρέπει να µεταφερθεί αρκετή πληροφορία ώστε να µπορούν οι κόµβοι να 
υπολογίσουν τα µερίδια κόστους χρησιµοποιώντας την εξίσωση 3.2.1 και να 
διορθώσουν τις λανθασµένες τιµές των .  iσ

) = ∅

) ≠ ∅

)

 
Ανάλυση: Κάθε κόµβος α λαµβάνει από τον πατέρα του p(α)  ένα  µήνυµα Α που 
θα δούµε στη συνέχεια ποιες είναι οι τιµές του. Το Α είναι απαραίτητο για τον 
υπολογισµό των xi και σi.  
Για τον κόµβο α υπάρχουν δύο περιπτώσεις. 
 
• Περίπτωση 1: , δηλαδή κανένας κόµβος του  T , 

(της ένωσης του υποδέντρου µε ρίζα τον κόµβο α και του link που συνδέει τον 
α µε τον πατέρα του p(α)) δεν θα λάβει την µετάδοση. Η περίπτωση αυτή 
εµφανίζεται όταν , για όλα τα i r , ή όταν A 0 , όπου Α είναι η 

τιµή του . Τότε για όλους τους χρήστες στον α τα σ

( ) ( )(α *T P T R u∩

iσ 0= ∈
( ) ( )α u

( )α P

( )es α <
pW i και xi  είναι 

µηδέν αφού δεν µπορούν να συµµετέχουν στη µετάδοση. Συνεπώς η µόνη 
εργασία για τον α είναι να θέσει τις κατάλληλες τιµές στα  και να 
µεταδώσει ότι δεν υπάρχει προς τα κάτω άλλη συµµετοχή. Αν  Γι’ αυτό και το 
µήνυµα που στέλνει ο α στα παιδιά του είναι –1. Το µήνυµα είναι –1 για να 
αποκλείσει και τα παιδιά του από την µετάδοση.  

iσ

 
• Περίπτωση 2: T P  τότε υπάρχουν κόµβοι του  που 

συµµετέχουν στο δέντρο µετάδοσης. Τώρα ο α πρέπει να υπολογίσει τα 
µερίδια κόστους για τους χρήστες που µένουν σε αυτόν µε βάση την σχέση  

. Όπως αναφέραµε προηγουµένως για να 
υπολογίσει γρήγορα την σχέση αυτή πρέπει να βρεί το  που είναι το 

µικρότερο  των κόµβων β στο µονοπάτι από το α προς την ρίζα. Η 
τιµή του  είναι χρήσιµη και για τα παιδιά του άρα θα πρέπει να τους την 
µεταδόσει. Συνεπώς ο α υπολογίζει τα µερίδια κόστους µε βάση το Α και 
ορίζει ως µήνυµα για τα παιδιά του την ελάχιστη τιµή των Α και  

( ) ( )(α *T R u∩

( ) (( iu W u W u | 0−

( )βW u
)u

( )αT P

αW .

( )i i ix u σ= −

(iy

)
( )iy u

 
     Στην πράξη πρέπει να περάσουν δύο µηνύµατα από κάθε link του T(P) για 
υπολογιστεί σωστά ο καταµερισµός του κόστους, συνεπώς υπάρχει αλγόριθµος 
που υλοποιεί τον MC µηχανισµό και είναι βέλτιστος ως προς τον αριθµό των 
µηνυµάτων που ανταλλάσσει.                                                                                 ■                                  
 
     Το µοντέλο που ορίσαµε για την διάσχιση ενός δικτύου, απαιτεί όλα τα δέντρα 
να είναι υποδέντρα του δέντρου που συνδέει την πηγή µε όλους τους χρήστες. Το 
µοντέλο αυτό είναι απλό και σταθερό σε βελτιστοποίηση. Υπάρχουν όµως και 
άλλα περιβάλλοντα όπου η βελτιστοποίηση είναι ο κύριος στόχος. Ένα 
παράδειγµα είναι η εγκατάσταση γραµµών επικοινωνίας για να συνδεθούν κάποια 
ινστιτούτα µεταξύ τους. Μετά από µία εγκατάσταση, η κατάσταση είναι σταθερή 
και κατά συνέπεια το κύριο πρόβληµα δεν είναι η σταθερότητα, αλλά η 

 
 

82 



ελαχιστοποίηση του κόστους. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο δεν υπάρχει η έννοια του 
παίχτη που βρίσκεται σε κάποιο κόµβο. Κάθε ινστιτούτο αντιστοιχεί σε ένα 
κόµβο και έχει µία τιµή (utility), ο κόµβος είτε θα συνδεθεί µε το δέντρο 
διανοµής, είτε όχι.   
     Μέσα σε αυτό το πλαίσιο θα µελετήσουµε µία γενίκευση του MC µηχανισµού. 
Το σύνολο Ν των κόµβων και το σύνολο L των links σχηµατίζουν ένα 
κατευθυνόµενο γράφο. Η πηγή s είναι στοιχείο του Ν. Κάθε υποδέντρο Τ του 

 µε ρίζα το s είναι δέντρο µετάδοσης διότι µέσα σε αυτό το πλαίσιο 
ταυτίζουµε τους κόµβους µε τους χρήστες. Το T ορίζει το σύνολο V(T) των 
παραληπτών και το συνολικό όφελος είναι η διαφορά του αθροίσµατος των utility 
των κόµβων του T και του αθροίσµατος από τα κόστη των link του Τ. Το 
ερώτηµα που προκύπτει είναι εάν είναι υπολογιστικά εφικτός ο εντοπισµός του 
δέντρου µετάδοσης µε το µέγιστο όφελος.   

(N, L)

N

]−

      Πιο αυστηρά, έστω T (R) το σύνολο όλων των δέντρων που συνδέουν την 
πηγή µε το σύνολο R των αποδεκτών. ∆οθέντος του συνόλου R επιλέγουµε το 
δέντρο  που ελαχιστοποιεί το c(T), ορίζουµε . 
Το αποδοτικό σύνολο  είναι εκείνο που µεγιστοποιεί το . 
Τώρα το µεγαλύτερο αποδοτικό σύνολο δεν είναι πλέον µοναδικό, διότι η 
συνάρτηση κόστους C(R) δεν είναι submodular.  

( )T T R∈ ( ) ( ) ( )T T RC R min c T∈=

( )Ru C R−*R ⊆

     Έστω  , όπου r είναι η ρίζα , η 
βέλτιστη αποδοτικότητα. Για δοθείσα συλλογή αποδοτικών συνόλων , η 
εξίσωση  ορίζει τα µερίδια κόστους για τον 
MC strategyproof µηχανισµό ικανοποιώντας τις συνθήκες NPT, VP και CS. Ο 
υπολογισµός του W( ) είναι NP-hard διότι είναι ισοδύναµος µε την net-worth 
maximization εκδοχή του Prize Collecting Steiner Tree προβλήµατος. Θα 
δείξουµε ότι η προσέγγιση του W( ) για οποιοδήποτε σταθερό παράγοντα είναι 
NP-hard ακόµα και για φραγµένου βαθµού γραφήµατα. 

( ) { } ( )[R N r RW N,L,c,u, r max u C R⊆ −=

( ) ( ) ( )( )i
i i ix u σ u W u W u | 0= − −

( )*R u

 
Σηµείωση: Θα λέµε ότι ο αλγόριθµος Α προσεγγίζει το f εντός  λόγου ε ( 0 ) 
αν για όλα τα x, 

ε 1< <
( ) ( )ε A x f x 1 ε≤

( ) ( )
≤ . ∆ηλαδή για όλα τα στιγµιότυπα x του 

προβλήµατος ισχύει ( )ε f x A x f x ε⋅ ≤ ≤ . Το f είναι η συνάρτηση που 
περιγράφει το πρόβληµα και δίνει τις βέλτιστες τιµές. 
 
Θεώρηµα 3.2.2 Έστω γράφηµα ,  ένας κόµβος-ρίζα, 

 η συνάρτηση κόστους των links και  η συνάρτηση 
utility των κόµβων. Για , έστω C(R) είναι το κόστος του ελαχίστου 
κόστους δέντρου το οποίο περιέχει τα r και R. Τότε για κάθε σταθερά ε, µε 

, η προσέγγιση εντός λόγου ε της συνάρτησης  

( )G N,L= r N∈

u : N0c : L ≥→\

0 ε 1< <

0≥→\
{ }R N r⊆ −

( ) { } ( )[ ]R N r RW N,L,c,u, r max u C R⊆ −= −  
είναι πρόβληµα NP-hard. Επιπλέον το πρόβληµα παραµένει NP-hard ακόµα και 
αν το (N,L) είναι γράφηµα φραγµένου βαθµού. 
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Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε την ακόλουθη αναγωγή. Έστω  
ένα στιγµιότυπο του SAT. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι ο τύπος 
περιέχει µία clause (φράση)

( )1 n 1 mx , x ,C , C… …

(  για όλα τα 1 i .  )i ix x∨ n≤ ≤
Το ισοδύναµο γράφηµα έχει τέσσερα επίπεδα (εικόνα 3.2.3):  
 

• Το πρώτο επίπεδο περιέχει την ρίζα r, µε utility ε3. 
• Το δεύτερο επίπεδο περιέχει τον κόµβο r΄, µε utility µηδέν, που συνδέεται 

µε τον r  µε link κόστους , όπου . m K n 1⋅ − − K m�
• Το τρίτο επίπεδο περιέχει 2n κόµβους, ένα για κάθε  και ix ix ,. Όλοι έχουν 

utility µηδέν και όλοι συνδέονται µε τον r΄ µε links µοναδιαίου κόστους. 
• Τέλος το τέταρτο επίπεδο περιέχει m κόµβους, έναν για κάθε clause. Κάθε 

κόµβος έχει utility Κ. Καθένας από αυτούς συνδέεται µε τους κόµβους του 
3ου επιπέδου που αντιστοιχούν στα λεκτικά (literals) που περιέχει, µέσω 
µηδενικού κόστους links. 

 
 

m K n 1⋅ − − K m�

nx

    r    ε3 

,   
      r΄   0 

  1 
     0 

     xn    0 0   x1    0

 C1    K 

Οι n-c

 
 

Εικόνα 3.2.3
           
 
      
     Κάθε γράφηµα αυ
περιέχει µόνο την ρίζ
οπωσδήποτε να περιλ
να περιληφθούν όλο
όφελος µεγαλύτερο τ

 
 

1x    
x

0      0 0 

  Cn 

lause ( i

: Ο Ισοδ

τής της µ
α r. Οπο
αµβάνει 
ι οι κόµβ
ου ε3. Όµ
0

 x∨  

 Cm     K  Cn+1   Κ     K 

Oι υπόλοιπες clause )  i

ύναµος γράφος των τεσσάρων επιπέδων. 

ορφής έχει µια τετριµµένη λύση µε όφελος ε3 που 
ιαδήποτε λύση µε όφελος µεγαλύτερο του ε3 πρέπει 
το link ( . Αυτό όµως αναγκαστικά οδηγεί στο 
οι του 4

)r, r′
ου επιπέδου ώστε να µπορούµε να έχουµε 

ως θα πρέπει να πάρουµε το πολύ n links από το r΄ 
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προς τους κόµβους του 3ου επιπέδου διότι µε n 1  links του 3+
n⋅ −

ου επιπέδου έχουµε 
όφελος .  ( ) ( ) ( )( )2 2

RW u C R ε m K m K 1 n 1 ε= − = + ⋅ − − + + =

ix

i

( )i ix x∨

3ε

3ε+

jC

1+

( )i ix x∨

( )( )T P

αp

iu c>

      Η λύση θα πρέπει να περιέχει είτε ένα από τους -κόµβους  είτε ένα από 
τους x -κόµβους, για κάθε i, ώστε να  φθάσουµε στον κόµβο του 4ου επιπέδου 
που αντιστοιχεί στην clause . Συνεπώς µία λύση που δίνει όφελος 
µεγαλύτερο του ε3 θα αντιστοιχεί σε ανάθεση που ικανοποιεί τον τύπο. Για την 
ακρίβεια τέτοια λύση θα δίνει όφελος ακριβώς . Μη ικανοποιήσιµοι τύποι 
αντιστοιχούν σε γράφους µε µέγιστο όφελος ε3. Γι' αυτούς ένας ε-προσεγγιστικός 
αλγόριθµος για το W( ) θα δίνει τιµές µικρότερες ή ίσες του ε2. Ικανοποιήσιµοι 
τύποι αντιστοιχούν σε γράφους µε µέγιστο όφελος 1 , για τους οποίους ένας ε- 
προσεγγιστικός αλγόριθµος θα δίνει τιµές µεγαλύτερες ή ίσες του . 
Κατά συνέπεια η ε-προσέγγιση του W( ) είναι NP-hard. 

( )3ε 1 ε ε+ >

     Για να δείξουµε ότι το πρόβληµα παραµένει NP-hard και για φραγµένου 
βαθµού  γράφους θα τροποποιήσουµε την αναγωγή. Πρώτα αντικαθιστούµε τα 2n 
links που συνδέουν τον r΄µε τους κόµβους-λεκτικών του 3ου επιπέδου, µε ένα 
δυαδικό δέντρο του οποίου η ρίζα είναι ο r΄και τα φύλλα του είναι οι 2n κόµβοι 
των λεκτικών. Όλοι οι κόµβοι σε αυτό το δυαδικό δέντρο έχουν utility µηδέν και 
όλα τα links έχουν κόστος µηδέν, εκτός από τα 2n links που συνδέουν τους 
κόµβους-λεκτικών µε τους γονείς τους. Κάθε ένα από αυτά έχει κόστος 1. Μετά 
θεωρούµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι κάθε clause  είναι ή διάζευξη 
τριών λεκτικών ή της µορφής . Για κάθε λεκτικό y χρησιµοποιούµε ένα 
δυαδικό δέντρο που συνδέει τους κόµβους λεκτικών που αντιστοιχούν στο y µε 
όλους τους κόµβους που αντιστοιχούν στις clause που εµφανίζεται το y. Όλα τα 
links σε αυτά τα δέντρα έχουν κόστος µηδέν και όλοι οι κόµβοι έχουν utility 
µηδέν εκτός από τους κόµβους των clause που έχουν utility K.                             ■  
                                            
3.2.5 Ο Μηχανισµός Sharpley Value 
 
Ο καταµερισµός του κόστους σε ένα SH µηχανισµό µπορεί να υπολογιστεί από 
ένα brute-force αλγόριθµο που στην χειρότερη περίπτωση ανταλλάσσει  
µηνύµατα, µε τουλάχιστον p µηνύµατα πάνω σε συγκεκριµένα links, όπου p είναι 
ο συνολικός αριθµός των χρηστών. Οι J. Feigenbaum, C. Papadimitriou και S. 
Shenker στο άρθρο τους [FPS00] κάνουν την εικασία ότι αυτή η πολυπλοκότητα 
είναι η καλύτερη δυνατή. Αρχικά θα παρουσιάσουµε τον brute-force αλγόριθµο. 

( )Θ n p⋅

     Η απλούστερη περίπτωση του SH cost-share προβλήµατος είναι εκείνη όπου 
όλα τα ui είναι αρκετά µεγάλα και έτσι όλοι οι χρήστες του P λαµβάνουν την 
µετάδοση. Για παράδειγµα θα αρκούσε αν  για όλα τα i. Για την 
περίπτωση αυτή τα µερίδια κόστους του SH µπορεί να υπολογιστούν ως εξής.  
• Αρχικά εκτελούµε µία bottom-up διάσχιση στο δέντρο  η οποία 

καθορίζει για κάθε κόµβο α, τον αριθµό των χρηστών  στο υποδέντρο µε 
ρίζα το α. 

( )T P

•  Μετά εκτελούµε µία top-down διάσχιση κατά την οποία η ρίζα αρχικοποιεί 
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στέλνοντας τον αριθµό  στα παιδιά της. Ο κόµβος α αφού λάβει το 

µήνυµα md, υπολογίζει το 

md 0=
( )

α

c l md
p

 = + 
 

md′ , όπου l είναι το link µεταξύ του 

α και του πατέρα του. Μετά δίνει το µερίδιο κόστους md΄σε κάθε χρήστη που 
βρίσκεται σε αυτόν και στέλνει το md΄σε κάθε παιδί του. Έτσι κάθε χρήστης 
καταλήγει να πληρώνει ένα κλάσµα του κόστους από κάθε link του 
µονοπατιού που τον συνδέει µε την πηγή. Το κλάσµα του κόστους για κάθε 
link εξαρτάται από τον αριθµό των χρηστών που µοιράζονται το link.  

 
     Για την γενική περίπτωση, η εφαρµογή του brute-force αλγορίθµου θα γίνει µε 
ένα επαναληπτικό τρόπο.  
• Αρχικά ξεκινούµε µε R P  και υπολογίζουµε τα µερίδια κόστους όπως στην 

προηγούµενη περίπτωση. Για την γενική περίπτωση δεν µπορούµε να 
υποθέσουµε ότι  για όλα τα i.  Συνεπώς υπάρχει περίπτωση κάποιοι 
από τους χρήστες να µην επιθυµούν να λάβουν την µετάδοση.  

=

md′iu ≥

• Έτσι µετά από µία επανάληψη ενηµερώνουµε το R αφαιρώντας όλους τους 
χρήστες i για τους οποίους  και επαναλαµβάνουµε.  iu md′<

• Ο αλγόριθµός τερµατίζει όταν δεν υπάρχουν χρήστες που πρέπει να 
αφαιρεθούν.  

 
     Στη χειρότερη περίπτωση θα πρέπει να αφαιρεθούν όλοι οι χρήστες µε ένα 
χρήστη να αφαιρείται σε κάθε επανάληψη. Τότε θα έχουµε p επαναλήψεις µε 

συνολικό αριθµό µηνυµάτων.  (Ω n p⋅ )

)

 
Θεώρηµα 3.2.3 Ο brute-force αλγόριθµος υλοποιεί τον SH µηχανισµό 
ανταλλάσσοντας Θ  µηνύµατα. (n p⋅
 
     Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι ο brute-force αλγόριθµος είναι βέλτιστος και ότι 
η δευτεροβάθµια εξάρτηση είναι έµφυτη στο µηχανισµό SH. 
 
Κάτω Φράγµα  
 
Μπορεί να αποδειχθεί ένα κάτω φράγµα στον αριθµό των µηνυµάτων του SH για 
την κλάση των κατανεµηµένων αλγορίθµων. Οι αλγόριθµοι αυτοί αρχικά θέτουν 
πραγµατικές µεταβλητές στους κόµβους και µετά αρχίζουν να ανταλλάσσουν 
µηνύµατα µεταξύ των κόµβων και ταυτόχρονα κάνουν κάποιους τοπικούς 
υπολογισµούς. Κάθε µήνυµα είναι ένας πραγµατικός αριθµός, ένας γραµµικός 
συνδυασµός των µεταβλητών του κόµβου-αποστολέα και των µηνυµάτων που 
ελήφθησαν από τον κόµβο-αποστολέα στα προηγούµενα βήµατα. Εάν οι 
συντελεστές που υπάρχουν σε αυτό το γραµµικό συνδυασµό είναι σταθεροί και 
καθορισµένοι εκ' των προτέρων τότε ο αλγόριθµος καλείται oblivious linear 
distributed αλγόριθµος.  
     Μία πιο γενική κατηγορία αλγορίθµων είναι εκείνη στην οποία το επόµενο 
µήνυµα που πρόκειται να σταλεί από ένα κόµβο, είναι ένα δέντρο απόφασης, µε 
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συγκρίσεις ανάµεσα στους γραµµικούς συνδυασµούς των τοπικών µεταβλητών 
και στα µηνύµατα που έχουν ήδη ληφθεί. Τα φύλλα αυτού του δέντρου 
υπολογίζουν γραµµικούς συνδυασµούς των τοπικών µεταβλητών και των 
µηνυµάτων. Αυτοί οι αλγόριθµοι καλούνται non-oblivious linear distributed  ή 
απλά linear distributed. Οι αλγόριθµοι που αναφέραµε µέχρι τώρα ανήκουν      
στην κλάση αυτή.   
     Μπορεί να αποδειχθεί το επόµενο θεώρηµα από το οποίο συµπεραίνουµε ο 
brute-force αλγόριθµος είναι ουσιαστικά βέλτιστος ως προς τον αριθµό των 
µηνυµάτων που ανταλλάσει. Μπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 3.2.4 Υπάρχει µία άπειρη οικογένεια multicast υπολογισµών, µε n 
κόµβους και O(n) χρήστες, έτσι ώστε κάθε linear distributed αλγόριθµος που 
υλοποιεί τον SH µηχανισµό να απαιτεί την ανταλλαγή  µηνυµάτων. ( 2Ω n )
 
3.3 Online Πλειστηριασµοί 
 
Στην ενότητα που ακολουθεί θα µελετήσουµε µία ειδική κατηγορία 
πλειστηριασµών τους on-line πλειστηριασµούς. Η ανάλυση βασίζεται στο άρθρο 
[LN00] των Ron Lavi και Noam Nisan.  
 
3.3.1 Εισαγωγή 
 
Στους κλασικούς πλειστηριασµούς έχουµε ένα αριθµό υποψήφιων αγοραστών 
(πλειοδότες) που επιθυµούν να αγοράσουν το ίδιο αντικείµενο ή ένα σύνολο 
αντικειµένων από τον πλειστηριαστή. Οι πλειοδότες  βρίσκονται συνήθως στον 
ίδιο χώρο µε τον πλειστηριαστή και οι προσφορές που κάνουν είναι ανοιχτές, 
δηλαδή κάθε πλειοδότης έχει γνώση για τις προσφορές των υπολοίπων. Ο στόχος 
του πλειστηριαστή είναι να  πουλήσει το αντικείµενο αυτό σε όσο το δυνατό 
υψηλότερη τιµή. Οι πλειοδότες του ανακοινώνουν πρώτα τις προσφορές τους και 
εκείνος πουλά το αντικείµενο σε εκείνον µε την υψηλότερη προσφορά.  
     Εκτός όµως από τους κλασικούς πλειστηριασµούς υπάρχουν και άλλα είδη 
πλειστηριασµών. Ένα παράδειγµα είναι οι Vickrey πλειστηριασµοί στους οποίους 
αναφερθήκαµε στο κεφ.1, καθώς και οι συνδυαστικοί πλειστηριασµοί που 
µελετήσαµε στην ενότητα 3.1.2. Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουµε ένα 
διαφορετικό είδος πλειστηριασµών, τους on-line πλειστηριασµούς. 
      Τα τελευταία χρόνια έχουν προκύψει νέες εφαρµογές των πλειστηριασµών, 
κυρίως µέσω του internet, σε αυτούς ο αριθµός των πλειοδοτών είναι πολύ 
µεγάλος και δεν συµµετέχουν όλοι ταυτόχρονα στον πλειστηριασµό. Στην 
ενότητα αυτή θα µελετήσουµε  πλειστηριασµούς όπου οι πλειοδότες φθάνουν σε 
διαφορετικές χρονικές στιγµές και ο µηχανισµός του πλειστηριασµού θα πρέπει 
να αποφασίσει για κάθε προσφορά την στιγµή που γίνεται. Στους κλασσικούς 
πλειστηριασµούς ο πωλητής λαµβάνει πρώτα όλες τις προσφορές και µετά 
αποφασίζει σε ποιους θα πωλήσει τα αντικείµενα. Επίσης οι συµµετέχοντες είναι 
διατεθειµένοι να περιµένουν για κάποιο χρονικό διάστηµα ώστε να 
συγκεντρωθούν οι προσφορές και να αποφασιστεί η πώληση. Στους on-line 
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πλειστηριασµούς όµως οι συµµετέχοντες απαιτούν µία άµεση απάντηση στην 
προσφορά τους και δεν µπορούν να περιµένουν.  
     Στο µοντέλο που θα µελετήσουµε, k διαφορετικά αντικείµενα πρόκειται να 
πωληθούν σε µία δηµοπρασία. Κάθε πλειοδότης έχει µία αποτίµηση για κάθε 
υποσύνολο των αντικειµένων, την όποία γνωρίζει µόνο αυτός και αντιπροσωπεύει 
την µεγαλύτερη προσφορά που είναι διατεθειµένος να κάνει. Ο πλειοδότης 
µαθαίνει την αποτίµηση κάποια συγκεκριµένη στιγµή και πρέπει αµέσως να κάνει 
την προσφορά του. Ο µηχανισµός του πλειστηριασµού µόλις πάρει την προσφορά 
πρέπει να αποφασίσει άµεσα (χωρίς να ξέρει τις µελλοντικές προσφορές) πόσα 
αντικείµενα θα δώσει στον πλειοδότη και σε ποια τιµή. Οι πλειστηριασµοί αυτοί 
καλούνται on-line (άµεσοι).  
 
3.3.2 Το Μοντέλο 
 
Θεωρούµε τον πλειστηριασµό k διαφορετικών και αδιαίρετων αντικειµένων, σε 
ένα σύνολο παιχτών. ∆ιακρίνουµε την περίπτωση αυτή από εκείνη όπου το k 
είναι πολύ µεγάλο και έτσι µπορούµε να θεωρήσουµε ότι έχουµε µία ενιαία 
ποσότητα Q από ένα προϊόν που µπορεί να διαιρεθεί.  
• Κάθε παίχτης έχει κάποιο θετικό όφελος από την απόκτηση κάποιας 

ποσότητας αντικειµένων. Το όφελος αυτό το γνωρίζει µόνο ο παίχτης. Θα 
καλούµε µε  την περιθωριακή αποτίµηση (marginal valuation) του 
παίχτη i που αντιπροσωπεύει το πρόσθετο όφελος του παίχτη i από την 
απόκτηση του q-οστού αντικειµένου. Η  αντιπροσωπεύει το πόσο θέλει 
το q-οστό αντικείµενο ο παίχτης i. Η συνολική αποτίµηση για q αντικείµενα 
είναι . Κάθε  παίχτης i έχει µία συνάρτηση περιθωριακής 

αποτίµησης (marginal valuation function) που δεν είναι αύξουσα, για την 
οποία ισχύει: ∀ + . 

( )iυ q

( )i j

i,q :

( )iυ q

q
j 1
υ

=∑

( ) (i iυ q 1 υ q≤ )

i−

• Όταν ο παίχτης i λάβει q αντικείµενα θα πληρώσει γι' αυτά Pi  και η utility του 
θα είναι . Στόχος κάθε παίχτη είναι η 

µεγιστοποίηση αυτής της ποσότητας.  

( ) ( )q
i i ij 1

U q, P υ j P
=

= ∑

• Το on-line παίγνιο έχει την ακόλουθη δοµή. Αρχικά το σύνολο των παιχτών 
δεν είναι γνωστό στο πλειστηριαστή και κανένας παίχτης δεν γνωρίζει την 
αποτίµηση του. Σε κάποιο χρόνο ti , παίχτης i µαθαίνει την αποτίµησή του και 
πρέπει άµεσα να κάνει την προσφορά του. Επικεντρώνουµε την µελέτη µας 
στους µηχανισµούς άµεσης αποκάλυψης (direct revelation mechanisms), όπου 
οι παίχτες απλά δηλώνουν τις συναρτήσεις της περιθωριακής αποτίµησης. Η 
προσφορά (bid) του παίχτη i περιγράφεται από µία  συνάρτηση , που 
δεν είναι αύξουσα, της µορφής ,. Οποιοσδήποτε παίχτης 
µπορεί να ψεύδεται, δηλώνοντας κάποιο , µε σκοπό να αυξήσει 
την προσωπική του utility. Ο πλειστηριαστής πρέπει να απαντήσει αµέσως 
στην προσφορά του παίχτη i πριν να γίνει η επόµενη προσφορά. Η απάντηση 
του πλειστηριαστή είναι η ποσότητα που θα πουλήσει στον παίχτη και σε ποια 

( )ib q
[ ]ib : 1 k →… R

( )ib q υ≠ ( )i q
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τιµή. Αν στον παίχτη δεν δοθεί κάποια ποσότητα, τότε η συνολική πληρωµή 
είναι µηδέν. Το παίγνιο σταµατά όταν ο πλειστηριαστής πουλήσει όλα τα 
αντικείµενα ή όταν και ο τελευταίος παίχτης ανακοινώσει την προσφορά του.  

• Θα µελετήσουµε µηχανισµούς που είναι φιλαλήθεις υλοποιήσεις µε κυρίαρχες 
στρατηγικές (φιλαλήθεις µηχανισµοί, Κεφ.1) και καλούνται φιλαλήθεις 
µηχανισµοί (incentive compatible ή strategyproof). Η στρατηγική (δηλαδή η 
προσφορά)  του παίχτη i θα καλείται κυρίαρχη εάν για κάθε άλλη 

προσφορά  και για οπιαδήποτε ακολουθία από προηγούµενες ή 
µελλοντικές προσφορές των άλλων παιχτών να ισχύει: . 
Με  και  συµβολίζουµε τις ποσότητες που πωλούνται στον παίχτη i όταν 

δηλώσει , και  αντίστοιχα και µε  και  τις πληρωµές που 
αντιστοιχούν στις ποσότητες αυτές. ∆ηλαδή για οποιαδήποτε ακολουθία 
προσφορών των άλλων παιχτών, η utility του παίχτη i θα µεγιστοποιείται αν 
κάνει την προσφορά  (όταν είναι φιλαλήθης). Ένας µηχανισµός άµεσης 
αποκάλυψης είναι φιλαλήθης (incentive compatible ή strategyproof), εάν η 
στρατηγική της αποκάλυψης της αληθούς αποτίµησης εκ' µέρους των παιχτών 
είναι κυρίαρχη. 

( )ib q

( )ib q�

iq�

( )q

( ) ( )i i i i i iU q , P U q , P≥ ��

iP�
iq

ib ( )ib q�

( )ib q

iP

 
3.3.3 Supply Curves σε On-Line Πλειστηριασµούς 
 
Ορισµός 3.3.1 (Supply Curves) Θα λέµε ότι ένας on-line πλειστηριασµός 
«βασίζεται σε εφαρµογή καµπυλών» (based on supply curves) εάν πριν λάβει την i-
οστή προσφορά καθορίζει µία συνάρτηση (supply curve)  βάση των 
προηγούµενων προσφορών και  

( )ip q

1. Η ποσότητα qi που πωλείται στον πλειοδότη i είναι εκείνη η ποσότητα q 
που µεγιστοποιεί το άθροισµα , δηλαδή την utility του 

πλειοδότη.  

( ) ( )(q
i ij 1

b j p j
=

−∑ )

2. Η τιµή που πρέπει να πληρώσει ο παίχτης i είναι ∑ . ( )q
ij 1

p j
=

 
Ένας απλός τύπος εφαρµογής καµπυλών είναι εκείνος όπου κάθε εφαρµοζόµενη 
καµπύλη  δεν είναι φθίνουσα. Για µία τέτοια καµπύλη η ποσότητα q( )ip q

dq

i είναι η 
µεγαλύτερη ποσότητα q για την οποία . Για την περίπτωση  
διαιρετών αγαθών ο παραπάνω τύπος µπορεί να οριστεί µε όµοιο τρόπο. Η 
εφαρµοζόµενη καµπύλη  θα είναι µία πραγµατική και όχι φθίνουσα 
συνάρτηση, η ποσότητα q

( ) ( )i ib q p q≥

( )ip q

( )ip q

i

(i ip q=

i καθορίζεται όπως πριν και η πληρωµή είναι 

. Εάν επιπλέον οι  και  είναι συνεχείς τότε η q( )iq
i0

p q∫ ( )b q

)

i είναι η 

µοναδική λύση της  ( )b q
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Εικόνα 3.3.1 : Παράδειγµα εφαρµογής καµπυλών 

 
Παράδειγµα: Ένα παράδειγµα έχουµε στην εικόνα 3.3.1, όπου  είναι η 
εφαρµοζόµενη καµπύλη και  είναι η προσφορά. Σύµφωνα µε τον ορισµό 
3.3.1, η ποσότητα που θα λάβει ο παίχτης είναι ίση µε  και η συνολική 
πληρωµή  είναι η περιοχή, που σηµειώνεται µε οριζόντιες γραµµές, κάτω από την 

. Η αποτίµηση του παίχτη για την ποσότητα  είναι η περιοχή κάτω από 
την . Η utility του παίχτη που προκύπτει είναι η περιοχή µεταξύ της   

 και της  που σηµειώνεται µε τις κάθετες γραµµές. Μετά την πώληση 
ο µηχανισµός συνεχίζει µε τον επόµενο παίχτη χρησιµοποιώντας µία νέα καµπύλη 

.  

( )1p q
( )1b q

1q

( )1p q

1

( )1b q

( )2p q

1q
( )b q

( )1p q

 
Σχόλια:  
1. Στην ανάλυση που κάνουµε όταν αναφερόµαστε στον on-line πλειστηριασµό  
ουσιαστικά εννοούµε τον µηχανισµό που τον υλοποιεί. Η χρήση µηχανισµού για 
την λύση του προβλήµατος είναι αναγκαία διότι ο πλειστηριαστής δεν γνωρίζει 
τις αληθείς αποτιµήσεις των πλειοδοτών. Τελικά ο στόχος του πλειστηριαστή θα 
είναι ο σχεδιασµός ενός φιλαλήθη µηχανισµού που θα υλοποιεί το πρόβληµα και 
θα του παρέχει τις αληθείς αποτιµήσεις των παιχτών. Εκτός όµως από το 
έλλειµµα πληροφορίας πρέπει να αντιµετωπίσει και το γεγονός ότι το πρόβληµα 
είναι on-line. Ο πλειστηριαστής όχι µόνο δεν γνωρίζει τις αποτιµήσεις των 
παιχτών αλλά δεν ξέρει ούτε ποιοι ή πόσοι είναι οι παίχτες. Ο µηχανισµός που θα 
σχεδιάσει θα πρέπει να είναι κατά κάποιο δυναµικό τρόπο φιλαλήθης δηλαδή να 
παραµένει φιλαλήθης συνεχώς κατά την εξέλιξη του πλειστηριασµού. Αυτό το 
πρόβληµα έρχονται να λύσουν  οι συναρτήσεις . Η  ορίζεται κάθε 
φορά από τις προσφορές που έχουν γίνει µέχρι τη στιγµή που εµφανίστηκε ο i, 
έτσι για κάθε παίχτη i σχεδιάζεται και διαφορετική .  

( )ip q

(ip q

( )ip q

)
2. Η συνθήκη 1 του ορισµού θα µας οδηγήσει , όπως θα δείξουµε στη συνέχεια, 
σε φιλαλήθεις µηχανισµούς. Αυτό είναι αναµενόµενο διότι κάθε παίχτης έχει ως 
στόχο να µεγιστοποιήσει την utility του. Άρα θα είναι ειλικρινής όταν ο 
µηχανισµό του προσφέρει την δυνατότητα αυτή. Αυτό µας το παρέχει η συνθήκη-
1.   
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Θεώρηµα 3.3.2 Ένας on-line πλειστηριασµός είναι φιλαλήθης ανν βασίζεται σε 
εφαρµογή καµπυλών. 
 
Απόδειξη: Θα αποδείξουµε τα ακόλουθα λήµµατα. 
 
Λήµµα 3.3.3 Ένας on-line πλειστηριασµός που βασίζεται σε εφαρµογή καµπύλων 
είναι φιλαλήθης. 
 
Απόδειξη: Η utility του παίχτη i όταν λάβει κάποια ποσότητα q είναι 

. Έστω  κάποια προσφορά, για την 

οποία  η ποσότητα που θα πουληθεί είναι . Επίσης έστω  η ποσότητα που θα 
πωληθεί στον παίχτη αν είναι ειλικρινής και δηλώσει  Τότε 

 από την συνθήκη 1 του ορισµού 3.3.1 διότι όταν η προσφορά 
είναι αληθής τότε ο όρος που µεγιστοποιείται είναι ίσος µε . Άρα ο 
πλειστηριασµός είναι  φιλαλήθης.                                                                           ■ 

( ) ( ) ( )( )q
i ij 1

U q υ j p j
=

= −∑

( ) ( )i i i iU q U q≥ �

i ( ) ( )i ib q υ q≠

iq� iq
( )iυ q .

( )iU q

 
Λήµµα 3.3.4 Κάθε φιλαλήθης on-line πλειστηριασµός βασίζεται σε εφαρµογή 
καµπυλών. 
 
Απόδειξη: Κάνουµε την υπόθεση ότι σε κάθε φιλαλήθης on-line πλειστηριασµό 
Α, η συνολική πληρωµή του παίχτη i καθορίζεται κατά µοναδικό τρόπο από την 
συνολική ποσότητα που πουλήθηκε σε αυτόν και από τις προηγούµενες 
προσφορές. Αν δεν ισχύει η υπόθεση τότε θα υπάρχουν δύο διαφορετικές 
προσφορές  και  για τις οποίες η ποσότητα που θα πωληθεί να είναι η 
ίδια, αλλά η συνολική  πληρωµή διαφορετική. Έστω P η συνολική πληρωµή όταν 
ο παίχτης δηλώσει  και P  η συνολική πληρωµή όταν δηλώσει . 
Υποθέτουµε ότι P P . Τότε όµως ο παίχτης µε αποτίµηση  θα αυξήσει την 
utility του αν δηλώσει ( έτσι θα λάβει την ίδια ποσότητα αντικειµένων και 
θα πληρώσει συνολικά λιγότερο), δηλαδή θα κερδίσει ψευδόµενος. Καταλήγουµε 
συνεπώς σε αντίφαση, διότι ο Α είναι φιλαλήθης.  

( )υ q ( )υ q�

( )υ q ,
�

(υ q

� ( )υ q�
< ( )υ q�

)

      Την συνολική πληρωµή του παίχτη i θα την συµβολίζουµε µε . 
Παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε τον ορισµό 3.3.1, η  είναι 
η εφαρµοζόµενη καµπύλη (η συνολική πληρωµή και η συνολική ποσότητα 
καθορίζονται σύµφωνα µε τις συνθήκες του ορισµού). Η συνολική πληρωµή 
ικανοποιεί τον ορισµό 3.3.1 διότι το  προκύπτει από το  και 

, όπου . Για την συνολική ποσότητα τώρα, 

έστω q

( )iP q
)1−

( )q

i

(b q

( ) ( ) (i i ip q P q P q= −

iP

( ) ( )q
i ij 1

υ q P q
=

= −∑

i iq q≠�

( )ip q

0( ) ( ) ( )q
i i ij 1

P q P 0 p q
=

= + ∑

( )iυ q

( )iP 0 =

i η ποσότητα που µεγιστοποιεί το  (ο όρος 

αυτός είναι ίσος µε τον όρο στη συνθήκη 1 του ορισµού 3.3.1). Έστω  
κάποια προσφορά για την οποία ο Α πουλά την ποσότητα q

( )U q

)

i. Αν τώρα ο Α για την 
αληθή προσφορά  πουλήσει την ποσότητα , τότε ο παίχτης i θα 

 
 

91 



αύξανε την utility του δηλώνοντας , άτοπο , διότι ο Α είναι φιλαλήθης.       ■                                  ( )b q

( )i q υ=

Από  τα παραπάνω λήµµατα το θεώρηµα 3.3.2 προκύπτει άµεσα.                         ■ 
                         
     Μία ενδιαφέρουσα περίπτωση έχουµε όταν οι αποτιµήσεις των παιχτών είναι 
σταθερές περιθωριακές αποτιµήσεις. Σε αυτή την περίπτωση οι περιθωριακές 
αποτιµήσεις είναι του τύπου  για όλα τα i, q. ∆ηλαδή κάθε παίχτης 
κάνει την ίδια προσφορά για όλα τα αντικείµενα. Γι’ αυτή την περίπτωση 
µπορούµε να χαρακτηρίσουµε µε µεγαλύτερη ακρίβεια τις εφαρµοζόµενες 
καµπύλες. Αποδεικνύεται το ακόλουθο λήµµα. 

i

i

υ

 
Λήµµα 3.3.5 Υποθέτουµε ότι όλες οι περιθωριακές αποτιµήσεις είναι της µορφής 

. Τότε κάθε φιλαλήθης on-line πλειστηριασµός βασίζεται σε 
εφαρµοσµένες καµπύλες που δεν είναι φθίνουσες. 

( )iυ q υ=

 
      Στο γενικό µοντέλο που περιγράψαµε δεν υπάρχει κάποια σχέση που να 
συνδέει τις διαφορετικές εφαρµοζόµενες καµπύλες που ορίζονται κατά την 
διάρκεια ενός πλειστηριασµού. Μία ενδιαφέρουσα και χρήσιµη κατασκευή είναι 
εκείνη όπου όλες οι εφαρµοζόµενες καµπύλες προκύπτουν από κάποια ολική 
εφαρµοζόµενη καµπύλη. 
 
Ορισµός 3.3.6 (Ολική Εφαρµοζόµενη Καµπύλη)  
Ένας on-line πλειστηριασµός θα «βασίζεται σε ολική εφαρµοζόµενη καµπύλη 
p(q)» (global supply curve) εάν βασίζεται σε εφαρµοζόµενες καµπύλες και αν 

, όπου  είναι η ποσότητα που πωλείται στον j-οστό 

πλειοδότη. 

( ) ( )i 1
i j 1

p q p q q−

=
= + ∑ j jq

 
Ερµηνεία: Η i-οστή εφαρµοζόµενη καµπύλη είναι η µετατόπιση προς τα 
αριστερά κατά  της (i-1)-οστής εφαρµοζόµενης καµπύλης. Έτσι ο i-οστός 
πλειοδότης θα λάβει την ποσότητα σύµφωνα µε την εφαρµοζόµενη καµπύλη p

i 1q −

1(q) 
µείον την ποσότητα που έχει πουληθεί προηγουµένως.  
 
     Θα δώσουµε τώρα τους ορισµούς του εσόδου και της κοινωνικής 
αποδοτικότητας. Για την worst-case ανάλυση θεωρούµε ότι όλες οι περιθωριακές 
αποτιµήσεις προέρχονται από κάποιο διάστηµα [p, p]  χωρίς να υποθέτουµε 
κάποια κατανοµή σε αυτές. Θεωρούµε ότι p  είναι η τιµή εκκίνησης (που ορίζει ο 
πλειστηριαστής) µε p 0> . 
 
Ορισµός 3.3.7 (Έσοδο) Το έσοδο (revenue) του πλειστηριασµού Α για 
ακολουθία αποτιµήσεων σ ορίζεται ως . Είναι η προκύπτουσα utility του 
πλειστηριαστή, δηλαδή η συνολική πληρωµή που έλαβε συν την αποτίµηση της 
ποσότητας που δεν πούλησε. Συγκεκριµένα, έστω  η ποσότητα που πουλήθηκε 
στον i-οστό παίχτη της σ και P

( )AR σ

iq
i η συνολική τιµή που πλήρωσε ο i-οστός  παίχτης ,  
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τότε:                                  ( ) ( )A ii i
R σ P p k q= + −∑ ∑ i  

 
Το έσοδο εκφράζει το συνολικό κέρδος του πλειστηριαστή από τον 
πλειστηριασµό. Για την ποσότητα που δεν πούλησε κρατούµε την τιµή εκκίνησης 
που εκφράζει την µικρότερη τιµή που ορίζει ο πλειστηριαστής για αυτή την 
ποσότητα. 
 
Ορισµός 3.3.8 (Κοινωνική αποδοτικότητα) Η κοινωνική αποδοτικότητα (social 
efficiency)  του πλειστηριασµού Α για ακολουθία αποτιµήσεων σ, ορίζεται ως 

 και είναι το άθροισµα όλων των utilities που προκύπτουν 
συµπεριλαµβανοµένου και του πλειστηριαστή. Επίσης είναι ίσο µε το άθροισµα 
των αποτιµήσεων των παιχτών  για τις ποσότητες που έλαβαν 
(συµπεριλαµβανοµένου και του πλειστηριαστή). Έχουµε: 

( )AΕ σ

( ) ( ) ( )iq
A ii j 1 i

Ε σ υ j p k q
=

= + −∑ ∑ ∑ i

i−

 

Η utility κάθε παίχτη είναι   και του πλειστηριαστή 

είναι 

( ) ( )q
i i ij 1

U q, P υ j P
=

= ∑
( ) (A ii

R σ P p k= +∑ )ii
q− ∑ . Το άθροισµα των σχέσεων αυτών µας δίνει 

τη σχέση της κοινωνικής αποδοτικότητας.  
 
     Για τη συνέχεια η µελέτη µας θα γίνει µε  competitive ανάλυση. Θα  
συγκρίνουµε  το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα που προκύπτει από ένα 
on-line πλειστηριασµό µε εκείνα που προκύπτουν από ένα off-line Vickrey 
πλειστηριασµό. Η σύγκριση µε ένα off-line Vickrey πλειστηριασµό γίνεται διότι 
είναι ο µόνος πλειστηριασµός µε κυρίαρχες στρατηγικές. Επίσης ο Vickrey 
πλειστηριασµός είναι πάντα βέλτιστος όσον αφορά την κοινωνική 
αποδοτικότητα. 
 
Ορισµός 3.3.9 (Ανταγωνιστικότητα) (Competitiveness)  

1. O on-line πλειστηριασµός Α είναι c-ανταγωνιστικός όσον αφορά το έσοδο 
εάν για κάθε ακολουθία αποτιµήσεων σ,  ( ) ( )A vicR σ R σ c≥ . 

2. O on-line πλειστηριασµός Α είναι c-ανταγωνιστικός όσον αφορά την 
κοινωνική αποδοτικότητα, εάν για κάθε ακολουθία αποτιµήσεων σ, 

( ) ( )A vicΕ σ Ε σ c≥ . 
 
Με τους παραπάνω ορισµούς εννοούµε ότι ένας c-ανταγωνιστικός 
πλειστηριασµός Α δεν θα δίνει ποτέ χειρότερα αποτελέσµατα από το 1/c των 
αντίστοιχων αποτελεσµάτων του off-line Vickrey πλειστηριασµού. 
 
3.3.4 ∆ιαιρέσιµα Αντικείµενα 
 
     Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου έχουµε ένα διαιρέσιµο 
αντικείµενο (εµπόρευµα). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούµε ότι . Θα 
περιγράψουµε µία ολική εφαρµοζόµενη καµπύλη που είναι 

Q 1=
( )( )Θ lo pg p -
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ανταγωνιστική όσον αφορά το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα. 
Υπενθυµίζουµε ότι όλες οι περιθωριακές αποτιµήσεις προέρχονται από κάποιο 
διάστηµα [p, p]  όπου p  είναι η τιµή εκκίνησης (που ορίζει ο πλειστηριαστής) µε 
p 0> . 
 
     Έστω c η µοναδική λύση της εξίσωσης: 

( )p p 1
c ln

c 1
−

=
−

.                                               (3.3.1) 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι ((c Θ log p p= )) . Για παράδειγµα αν ( )p p 2=  τότε 
, ανc 1.28= ( )p p 8=  τότε . c 1.97=

 
Ορισµός 3.3.10 (Ανταγωνιστικός Οn-line Πλειστηριασµός) 

• Ορίζουµε την Ανταγωνιστική Εφαρµοζόµενη Καµπύλη (Competitive Supply 
Curve) ως:  

( ) ( )( c qp q p 1 c 1 e ⋅= + − ) .                                    (3.3.2) 
• Ο Ανταγωνιστικός Οn-line Πλειστηριασµός (Competitive On-line Auction) 

έχει την Ανταγωνιστική Εφαρµοζόµενη Καµπύλη ως ολική εφαρµοζόµενη 
καµπύλη. 

 
     Έστω  η αντίστροφη συνάρτηση της p(q) και 

. Μπορούµε να δείξουµε ότι η q(p) είναι η συνολική ποσότητα 

που πωλείται από τον Ανταγωνιστικό Οn-line Πλειστηριασµό όταν η τελευταία 
αποτίµηση τέµνει την τελευταία εφαρµοζόµενη καµπύλη στην τιµή p. Τότε r(p) 
είναι η συνολική του πλειστηριασµού για αυτή την ακολουθία. 

( ) ( )1q p p q−=

( )p x dx( )
( )q p

0
r p = ∫

 
Αποδεικνύονται τα ακόλουθα λήµµατα. 
 
Λήµµα 3.3.11 (El-Yaniv,Fiat,Karp και Turpin) 
Για τις συναρτήσεις q(p) και r(p) ισχύει: 
 

1. ( ) ( )p c p : q p 0, r p 0∀ ≤ ⋅ = =  
2. ( ) ( )( )p c p : r p p 1 q p p c∀ > ⋅ + ⋅ − =  
3. ( )q p 1=  

 
όπου το c ορίζεται από την εξίσωση 3.3.1. 
 
Λήµµα 3.3.12 (El-Yaniv,Fiat,Karp και Turpin) 
Για κάθε σταθερά c c , δεν υπάρχει συνάρτηση για την οποία να ισχύει: <� ( )q p�

[ ] ( ) ( )( )p p, p ,  r p p 1 q p p∀ ∈ + ⋅ − ≥� � c�  

όπου  και  είναι η αντίστροφη συνάρτηση της ( ) ( )
( )q p

0
r p p x dx= ∫

�
� � ( ) ( )1p q q p−=� �
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( )q p� . 
 
Με βάση τα παραπάνω µπορούν να αποδειχθούν τα ακόλουθα λήµµατα. 
 
Λήµµα 3.3.13 Για κάθε ακολουθία αποτιµήσεων σ έχουµε ( ) ( )cola vicR σ R σ c≥ , 
όπου «cola» σηµαίνει Competitive On-line Auction (Ανταγωνιστικός Οn-line 
Πλειστηριασµός). 
 
Λήµµα 3.3.14 Για κάθε ακολουθία αποτιµήσεων σ έχουµε ( ) ( )cola optΕ σ Ε σ c≥ , 
όπου  είναι η βέλτιστη κοινωνική αποδοτικότητα για την σ. ( )optΕ σ
 
Από τα παραπάνω λήµµατα προκύπτει το συµπέρασµα ότι: 
 
Θεώρηµα 3.3.15 Ο Ανταγωνιστικός Οn-line Πλειστηριασµός είναι c-
ανταγωνιστικός όσον αφορά το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα. 
 
     Επίσης αποδεικνύονται ότι ο λόγος ανταγωνισµού του Ανταγωνιστικού Οn-
line Πλειστηριασµού είναι ο καλύτερος που µπορούµε να επιτύχουµε. 
 
Θεώρηµα 3.3.16 Κάθε φιλαλήθης on-line πλειστηριασµός έχει λόγο 
ανταγωνισµού τουλάχιστον c όσον αφορά είτε το έσοδο είτε την κοινωνική 
αποδοτικότητα. Όπου το c είναι η λύση της εξίσωσης 3.3.1. 
 
     Αν περιορίσουµε τώρα το on-line µοντέλο θεωρώντας ότι είναι γνωστός εκ’ 
των προτέρων ο συνολικός αριθµός n των παιχτών, τότε αποδεικνύεται ότι ο 
λόγος ανταγωνισµού οποιουδήποτε on-line αλγορίθµου έχει κάτω φράγµα τον 

όρο cn  όπου 
( )

n 2
n

cc
p p

=   και το c είναι η λύση της εξίσωσης 3.3.1. 

 
Λήµµα 3.3.17 Κανένας on-line πλειστηριασµός µε n παίχτες δεν είναι καλύτερος 
από cn-ανταγωνιστικός όσον αφορά το έσοδο του Vickrey πλειστηριασµού.    
 
3.3.5 Αδιαίρετα Αντικείµενα 
 
Στην συνέχεια θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου τα αντικείµενα προς πώληση 
είναι διακριτά.  
 
Ι) Πιθανοτικός  πλειστηριασµός για ένα αδιαίρετο αντικείµενο 
Χρησιµοποιώντας πιθανότητες µπορούµε όπως θα δείξουµε να έχουµε 
αναµενόµενο έσοδο και κοινωνική αποδοτικότητα που να είναι c-ανταγωνιστικά. 
Η συνάρτηση  είναι η αντίστροφη συνάρτηση της Ανταγωνιστικής 
Εφαρµοζόµενης Καµπύλης, µπορούµε να την σκεφτόµαστε ως αθροιστική 
συνάρτηση κατανοµής στο διάστηµα 

( ) ( )1q p p q−=

[ ] . p, p
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     Αν θεωρήσουµε ότι έχουµε ένα µόνο αδιαίρετο αντικείµενο, τότε η ολική 
εφαρµοζόµενη καµπύλη γι’ αυτή την περίπτωση είναι απλά µία συγκεκριµένη 
τιµή γι’αυτό το αντικείµενο. 
 
Ορισµός 3.3.18 (Πιθανοτικός On-Line Πλειστηριασµός για ένα αντικείµενο) 
Πριν ληφθεί οποιαδήποτε προσφορά, ο πλειστηριαστής επιλέγει πιθανοτικά 
κάποια συγκεκριµένη τιµή p* , χρησιµοποιώντας την αθροιστική συνάρτηση 
κατανοµής q(p). Μετά ο πλειστηριαστής πουλά το αντικείµενο στον πρώτο 
παίχτη µε αποτίµηση τουλάχιστον p*, σε τιµή p*. 
 
     Μπορούµε να επαληθεύσουµε ότι ο παραπάνω πλειστηριασµός είναι 
φιλαλήθης µε την ακόλουθη έννοια του όρου: Για κάθε πιθανοτική επιλογή ο 
παίχτης θα µεγιστοποιήσει την utility του αν αποκαλύψει την αληθή αποτίµηση. 
Μπορούµε να θεωρήσουµε µία ασθενέστερη συνθήκη στην οποία ο παίχτης 
µεγιστοποιεί την αναµενόµενη utility του (µε βάση την κατανοµή των 
πιθανοτικών επιλογών) αν δηλώσει την αληθή αποτίµηση. Σε αυτή την περίπτωση 
πρέπει να θεωρήσουµε ότι ο παίχτης είναι oblivious δηλαδή αγνοεί τα 
αποτελέσµατα της πιθανοτικής συνάρτησης.       
     Ο πλειστηριασµός αυτός αποδεικνύεται ότι είναι c-ανταγωνιστικός σχετικά µε 
το αναµενόµενο έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα. Έτσι σε κάποιες 
περιπτώσεις µπορεί οι τιµές του on-line εσόδου και της κοινωνικής 
αποδοτικότητας να είναι µικρότερες του 1  των αντίστοιχων τιµών του Vickrey 
πλειστηριασµού. Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις και για οποιαδήποτε 
ακολουθία αποτιµήσεων, οι αναµενόµενες on-line τιµές εσόδου και κοινωνικής 
αποδοτικότητας θα είναι τουλάχιστον το 

c

1  των αντίστοιχων τιµών του Vickrey 
πλειστηριασµού.    

c

 
II) Ντετερµινιστικός πλειστηριασµός για k αδιαίρετα αντικείµενα 
Τώρα θα εξετάσουµε την ντετερµινιστική περίπτωση. Αρχικά θεωρούµε  την 
περίπτωση για . Από το θεώρηµα 3.3.2 προκύπτει ότι ο on-line 
πλειστηριασµός θα πρέπει να καθορίσει µία τιµή κράτησης p

k 1=
i για τον i-οστό 

παίχτη. Έτσι το αντικείµενο θα πωληθεί στον i-οστό παίχτη σε τιµή pi αν 
.  Για την γενική περίπτωση όπου k 1 παραθέτουµε συνοπτικά τα 

ακόλουθα αποτελέσµατα. 
( )iυ 1 p> i ≥

 
Ορισµός 3.3.19 (Ο ∆ιακριτός On-Line Πλειστηριασµός) 
Ο ∆ιακριτός On-Line Πλειστηριασµός βασίζεται στην ακόλουθη ολική 
εφαρµοζόµενη καµπύλη: 

( )
j

k 1p j p φ  ,  για   j 1, , k+= ⋅ = … , όπου φ . p p=
 
Τα ακόλουθα θεωρήµατα καθορίζουν την ανταγωνιστικότητα του παραπάνω 
πλειστηριασµού και το κάτω φράγµα της. 

Θεώρηµα 3.3.20 Ο ∆ιακριτός On-Line Πλειστηριασµός είναι 
1

k 1k φ  +⋅ -
ανταγωνιστικός σε σχέση µε το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα. Όταν 
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k 2 lnφ≥ ⋅  τότε ο ∆ιακριτός On-Line Πλειστηριασµός είναι -
ανταγωνιστικός όσον αφορά το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα. 

( )( )2 e ln φ 1⋅ ⋅ +

 
Θεώρηµα 3.3.21 Κάθε φιλαλήθης on-line πλειστηριασµός k αντικειµένων έχει 

λόγο ανταγωνισµού τουλάχιστον { 1
k 1m max φ , c+= }  σχετικά µε το έσοδο και την 

κοινωνική αποδοτικότητα, όπου το c δίνεται από την εξίσωση 3.3.1. 
 
3.4 Συµπεράσµατα, µελλοντικές κατευθύνσεις 
 
Στην ενότητα 3.1 Εξετάσαµε τους συνδυαστικούς πλειστηριασµούς και τα 
προβλήµατα ελαχιστοποίησης κόστους. Τα προβλήµατα αυτά είναι NP-Complete 
δηλαδή ο υπολογισµός της βέλτιστης λύσης είναι δύσκολος. Κατά συνέπεια  
οποιοσδήποτε µηχανισµός τα υλοποιεί χρησιµοποιώντας κάποιο βέλτιστο 
αλγόριθµο εξόδου θα είναι υπολογιστικά ανέφικτος.  
     Με σκοπό να κατασκευάσουµε υπολογιστικά εφικτούς µηχανισµούς, ορίσαµε 
τους VCG-based µηχανισµούς, που προκύπτουν όταν αντί για βέλτιστο αλγόριθµο 
εξόδου χρησιµοποιήσουµε κάποιο προσεγγιστικό αλγόριθµο. Το πρόβληµα που 
δηµιουργείται από αυτή την αντικατάσταση είναι ότι οι µηχανισµοί που 
προκύπτουν δεν πάντα φιλαλήθεις και γενικά παρουσιάζουν ανώµαλη 
συµπεριφορά. Ορίζοντας την έννοια του λογικού µηχανισµού  για συνδυαστικούς 
πλειστηριασµούς οδηγηθήκαµε στο συµπέρασµα ότι κάθε φιλαλήθης  αλλά όχι 
βέλτιστος VCG-based µηχανισµός για συνδυαστικούς πλειστηριασµούς δεν είναι 
λογικός. Ανάλογη ανώµαλη συµπεριφορά δείξαµε (µέσω της έννοιας του 
εκφυλισµένου αλγορίθµου) ότι έχουν και οι φιλαλήθεις VCG-based µηχανισµοί για  
προβλήµατα ελαχιστοποίησης κόστους.  
     Στη συνέχεια µε σκοπό να ξεπεράσουµε τα προβλήµατα αυτά ορίσαµε την 
έννοια της εφικτής κυρίαρχης ενέργειας, της στρατηγικής γνώσης  καθώς και τον 
µηχανισµό δεύτερης ευκαιρίας που χρησιµοποιεί τις συναρτήσεις προσφυγής. Ο 
µηχανισµός αυτός είναι µία τροποποίηση του VCG-based µηχανισµού όπου οι 
παίχτες εκτός από τις δηλώσεις των τύπων τους µπορούν να υποβάλουν  και 
συναρτήσεις προσφυγής. Έτσι δείξαµε ότι υπό κάποιες προϋποθέσεις για τους 
παίχτες, αυτή η προσθήκη των συναρτήσεων προσφυγής είναι αρκετή για να 
δώσει εφικτή φιλαλήθεια. Αποδείξαµε ότι εάν όλες οι συναρτήσεις στρατηγικής 
γνώσης των παιχτών είναι υπολογιστικά περιορισµένες και αν ο αλγόριθµος 
εξόδου είναι επίσης υπολογιστικά περιορισµένος, τότε ο µηχανισµός δεύτερης 
ευκαιρίας είναι εφικτά φιλαλήθης.  
     Στην ενότητα 3.2 µελετήσαµε το πρόβληµα της κατανοµής του κόστους για 
multicast µεταδόσεις. Υποθέσαµε ότι ο strategyproof cost-sharing µηχανισµός θα 
πρέπει να ικανοποιεί τις συνθήκες NPT, CS και VP. Καθώς δεν υπάρχει 
strategyproof cost-sharing µηχανισµός που να είναι ταυτόχρονα budget-balanced 
και αποδοτικός (efficient), µελετήσαµε δύο cost-sharing µηχανισµούς τον 
Marginal Cost και τον Shapley Value. Σκοπός µας ήταν το κατά πόσο µπορούν οι 
µηχανισµοί αυτοί να υλοποιηθούν αποτελεσµατικά σε ένα δίκτυο. Έτσι 
εξετάσαµε την υπολογιστική τους πολυπλοκότητα και βρήκαµε ότι ο MC είναι 
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πολύ πιο αποδοτικός από τον SH.  
     O MC υλοποιείται από ένα αλγόριθµο που απαιτεί την µετάδοση ενός µόνο 
µηνύµατος για κάθε κατεύθυνση καθενός link στο δέντρο T(P). Θα καλούµε ένα 
µηχανισµό αδιαχώριστο (nonseparable) εάν τα µερίδια κόστους του παίχτη 
εξαρτώνται από εκείνα των άλλων παιχτών που µοιράζονται το link. Έτσι εάν για 
κάθε i, j µε , υπάρχουν διανύσµατα utility u και υ µε  για 
όλα τα k j, έτσι ώστε  ή . Η υλοποίηση ενός 
αδιαχώριστου µηχανισµού απαιτεί τουλάχιστον ένα µήνυµα να διασχίζει κάθε 
link στο T(P). Το αποτέλεσµα που δείξαµε είναι ότι ο MC είναι εύκολο να 
υλοποιηθεί όπως κάθε άλλος αδιαχώριστος µηχανισµός. Θα χρησιµοποιούµε τον 
όρο «minimal» για να περιγράφουµε µηχανισµούς που η υλοποίηση τους απαιτεί  
Ο(1) µηνύµατα να διασχίζουν κάθε link. Σε αντίθεση µε τον MC υπάρχει µία 
άπειρη οικογένεια περιπτώσεων για τις  οποίες ο SH απαιτεί γραµµικό αριθµό 
µηνυµάτων σε γραµµικού αριθµού links. Θα χαρακτηρίζουµε ως «maximal» 
µηχανισµούς που απαιτούν τέτοιο αριθµό µηνυµάτων. 

( ) ( )T i T j ≠ ∅∩
≠

ku = υk

υ( ) ( )i ix u x≠ υ ( ) ( )i iuσ ≠ σ

     Από την ανάλυση µας προκύπτει µια σειρά ερωτηµάτων. Κατ’ αρχάς 
γνωρίζουµε πολύ λίγα για τους minimal και maximal µηχανισµούς. Μερικά 
ερωτήµατα είναι τα εξής: Είναι όλοι οι αδιαχώριστοι strategyproof budget-
balanced µηχανισµοί (που ικανοποιούν τις CS, VP και NPT ) maximal; ∆ηλαδή 
το ερώτηµα είναι αν η budget-balanced απαίτηση οδηγεί από τη φύση της σε 
µηχανισµούς που δεν είναι εφικτοί. Ένα άλλο ερώτηµα είναι το αν υπάρχει 
κάποιος άλλος µηχανισµός εκτός από τον MC που να είναι αποδοτικός και 
strategyproof. Υπενθυµίζουµε ότι ο MC είναι ο µοναδικός αποδοτικός και 
strategyproof  µηχανισµός που ικανοποιεί τις VP και NPT . Μήπως 
«χαλαρώνοντας» την απαίτηση µας για την VP ή NPT συνθήκη οδηγούµαστε σε 
µηχανισµούς που υλοποιούνται πιο δύσκολα από τον MC; 
     Στην ενότητα 3.3 µελετήσαµε τους on-line πλειστηριασµούς. Στους 
πλειστηριασµούς αυτούς οι πλειοδότες φθάνουν σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 
και ο µηχανισµός του πλειστηριασµού θα πρέπει να παίρνει τις αποφάσεις την 
στιγµή που γίνεται µία προσφορά Ο µηχανισµός µόλις πάρει την προσφορά 
πρέπει να αποφασίσει άµεσα (χωρίς να ξέρει τις µελλοντικές προσφορές) πόσα 
αντικείµενα θα δώσει στον πλειοδότη και σε ποια τιµή. Το µοντέλο βασίστηκε 
στους on-line πλειστηριασµούς που βασίζονται σε εφαρµογή καµπυλών. Καθώς η 
φιλαλήθεια των παιχτών δεν µπορεί να θεωρηθεί δεδοµένη µας ενδιέφερε κυρίως 
πότε και µε ποιο τρόπο ένας πλειστηριασµός είναι strategyproof. Έτσι αρχικά 
αποδείξαµε ότι ένας on-line πλειστηριασµός είναι strategyproof αν και µόνο αν 
βασίζεται σε εφαρµογή καµπυλών.  
     Επειδή το πρόβληµα είναι on-line χρησιµοποιήσαµε competitive ανάλυση. 
Ορίσαµε τις έννοιες του εσόδου και της κοινωνικής αποδοτικότητας µε σκοπό να 
µπορούµε να συγκρίνουµε οποιοδήποτε on-line πλειστηριασµό µε τον off-line 
Vickrey πλειστηριασµό. Έτσι ορίσαµε την  c- ανταγωνιστικότητα πλειστηριασµού 
Α ως προς το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα.  
     Για την περίπτωση πλειστηριασµού ενός διαιρετού αντικειµένου ορίσαµε τον 
Ανταγωνιστικό On-Line Πλειστηριασµό. Το βασικό αποτέλεσµα στο οποίο 
καταλήξαµε είναι ότι ο  Ανταγωνιστικός On-Line Πλειστηριασµός είναι c-
ανταγωνιστικός ως προς το έσοδο και την κοινωνική αποδοτικότητα του off-line 
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Vickrey πλειστηριασµού. Κανένας άλλος on-line πλειστηριασµός δεν έχει 
καλύτερο λόγο ανταγωνισµού είτε ως προς το έσοδο είτε ως προς την κοινωνική 
αποδοτικότητα.  
     Τέλος εξετάσαµε την περίπτωση πλειστηριασµού k αδιαίρετων αντικειµένων 
και ορίσαµε τον Πιθανοτικός On-Line Πλειστηριασµός για ένα αντικείµενο 
καθώς και τον ∆ιακριτό On-Line Πλειστηριασµό για την ντετερµινιστική 
περίπτωση δίνοντας  τον λόγο ανταγωνισµού του. 
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