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dþ PERIEQ�OMENA



EÊsagwg�<H Jewr�a Sunìlwn âmfan�sthke st� tèlh toÜ 19ou aÊÀna, �pä t� doulei� ánä�nalÔsta, toÜ Georg Cantor, p�nw stä jèma t¨ plhjikìthta t¨ pragmati-k¨ eÎje�a. >EnÀ ímw å Édrut� t¨ Jewr�a Sunìlwn ândiaferìtan kur�wgi� t� melèth tÀn plhjar�jmwn, p�nw st�n åpo�a êkane polÌ shmantik� dou-lei�, éna mèro t¨ majhmatik¨ koinìthta (oÉ sqolà toÜ logikismoÜ kaÈ toÜformalismoÜ), br¨ke piä ândiafèrousa mi� �llh kateÔjunsh: t� jemel�wshtÀn MajhmatikÀn st� b�sh tÀn sunìlwn. CW tìte, korwn�da tÀn Majhma-tikÀn jewreØto � Jewr�a >ArijmÀn. <H nèa jewr�a mporoÜse n� leitourg sei± âpèktash t¨ prohgoÔmenh, �foÜ t�n kataskeÔaze ílh st� pla�si� thkaÈ tautìqrona mporoÜse n� kataskeu�sei éna pl¨jo tÀn sun jwn majhmati-kÀn �ntikeimènwn. ^Etsi, ÉkanopoioÜntan oÉ stìqoi tìso toÜ formalismoÜ ísokaÈ toÜ logikismoÜ. >Idia�tera, oÉ Bertrand Russell kaÈ David Hilbert êdeixanmeg�lh Ípost rixh st� nèa jewr�a.DustuqÀ, � kantorian� Jewr�a Sunìlwn êqase stän tomèa t¨ aÎtoje-mel�ws  th. Tr�a shmantik� par�doxa, kat� t�n �llag� toÜ aÊÀna �pèdeixant�n �sunèpei� th kaÈ t�n katèsthsan �kat�llhlh gi� n� �potelèsei b�sh tÀnMajhmatikÀn. >Exait�a tÀn paradìxwn, dìjhke st�n kantorian� Jewr�a Su-nìlwn å upotimhtikä (kaÈ m�llon �diko) qarakthrismä t¨ �feloÜ Jewr�aSunìlwn.VOmw, t� âpiteÔgmata toÜ Cantor, kaÈ tÀn �llwn �njr¸pwn poÌ �sqo-l jhkan ªtan shmantik� gi� n� qajoÜn. ^Etsi, � majhmatik� koinìthta âpa-nadrasthriopoi jhke gi� n� âpanajemeli¸sei âxarq¨ t� J. Sunìlwn. \Htanfanerä íti tä prìblhma æfe�leto stä �x�wma-sq¨ma pl rou sullektikìthta,poÌ kataskeu�zei sÔnolwn �pä Êdiìthte (« sullektik� �rq�) toÜ Cantor: Gi�k�je tÔpo φ(x) t¨ prwtob�jmia gl¸ssa tÀn sunìlwn, år�zetai tä sÔnolo
{x | φ(x)} ílwn tÀn �ntikeimènwn poÌ t�n ÉkanopoioÜn. Mà �lla lìgia, �êktash (extention) k�je tÔpou eÚnai sÔnolo. <H basik� Êdèa gi� t�n âpanaje-mel�wsh, loipìn, sun�stato st�n �ntikat�stash t¨ sullektik¨ �rq¨ �pä�lle, �sjenèstere, �f� ánä màn �rket� �sjeneØ ¹ste n� m�n ådhgoÜn sà�ntif�sei, �f� átèrou dà �rket� Êsqurà ¹ste n� âpitrèpoun t� diat rhshánä meg�lou mèrou t¨ Íp�rqousa jewr�a.OÉ kateujÔnsei gi� t�n Ílopo�hsh aÎt¨ t¨ Êdèa ªtan dÔo:1. <O periorismä t¨ âfarmog¨ t¨ sullektik¨ �rq¨ sà sugkekrimè-eþ



�þ PERIEQ�OMENAnou prwtob�jmiou tÔpou, kat�llhla âpilegmènou ¹ste n� m�n dhmiour-goÜn prìblhma. <H Êdèa xek�nhse �pä tän Òdio tän Russell, å åpoØo prìteineéna sÔsthma âpilog¨ tÀn tÔpwn (formulae) mèsw t¨ �ponom¨ bajm�dwn («tÔpwn (types)) st� sÔnola.2. <H âfarmog� t¨ sullektik¨ �rq¨ gi� ílou toÌ tÔpou, prä kata-skeu� ímw Íposunìlwn ¢dh gnwstÀn sunìlwn. ^Alla sÔnola, poÌ qrei�zon-tai st� jewr�a �ll� dàn mporoÜn n� kataskeuasjoÜn mà tän parap�nw trìpo,ípw l.q. tä sÔnolo tÀn fusikÀn �rijmÀn, eÊs�gontai mà eÊdik� �xi¸mata.<H deÔterh kateÔjunsh Ílopoi jhke âxairetik� kur�w �pä tän ZermelokaÈ tän Von Neummann kaÈ åd ghse st� jewr�a ZF, t� dhmofilèsterh aÎt�t� stigm� Jewr�a Sunìlwn. ^Alle Ílopoi sei eÚnai oÉ KM, NGB k.�.St�n pr¸th kateÔjunsh, � jewr�a �plÀn tÔpwn toÜ Russell �pode�qjhkeéna polÌ dÔskampto sÔsthma, poÌ dàn eÑlkuse t� majhmatik� koinìthta. Tä1937, å Quine ([11℄) prìteine éna nèo sÔsthma, t�n NF (New Foundations),basismèno sà aÎtä toÜ Russell, poÌ ÍlopoieØ t�n pr¸th kateÔjunsh mà �rke-t� �plä trìpo. <H NF êqei �pl¨ �xiwmatik� diatÔpwsh, kaj° perièqei éna�x�wma kaÈ éna �x�wma-sq¨ma, poÌ ímw mporeØ n� �naqjeØ sà peperasmènoupl jou �xi¸mata. Mèsa s� aÎt� t� jewr�a kataskeu�zontai mà meg�lh �neshíla sqedän t� sun jh majhmatik� �ntike�mena.St� �rnhtik� th sugkatalègontai � �ntapìdeixh toÜ �xi¸mato âpilog¨�pä tän Specker [8℄, tä 1953. Tä prìblhma t¨ sunèpeia eÚnai �noiktì, kaj°h sunèpeia t¨ NF dàn eÚnai tìso profan� diaisjhtik� íso t¨ ZFC. EÚnaiímw dunat� � �nagwg� t¨ sunèpeia t¨ NF st� sunèpeia �llwn jewriÀn,ândeqomènw �ploÔsterwn ± prä t� melèth t¨ sunèpeia. >Ep�sh, ânÀperièqei t� legìmena meg�la sÔnola poÌ dàn perièqei � ZFC, adunateØ n�peril�bei �pl� mikr� sÔnola, ípw t� sun�rthsh ι : x 7→ {x}.S� aÎt� t�n ârgas�a j� �sqolhjoÜme mà t�n NF. Stä prÀto kef�laio j�k�noume mi� sqetik� sÔntomh peri ghsh stän kìsmo t¨ jewr�a. J� xeki-n soume mà mi� mikr� �nafor� st� jewr�a �plÀn tÔpwn (TST), gi� na doÜmetÈ dunatìthte kaÈ toÌ periorismoÔ th. St� sunèqeia, j� eÊs�goume t��xi¸mata t¨ NF, tìso sà sqèsh íso kaÈ �nex�rthta mà t�n TST. J� ka-taskeu�soume tÈ �para�thte sunolojewrhtikà pr�xei (énwsh, tom , duna-mosÔnolo klp); j� kataskeu�soume diatetagmèna zeÔgh kaÈ n-�de, sqèsei,sunart sei, fusikoÌ �rijmoÔ, plhjar�jmou kaÈ diataktikoÔ. J� kle�-soume tä kef�laio parousi�zonta t�n �pìdeixh t¨ �rnhsh toÜ �xi¸matoâpilog¨ kaÈ t¨ Õparxh �pe�rwn sunìlwn (tìso sà sqèsh mà thn �rnhsh toÜ�x¸mato âpilog¨ íso kaÈ �nex�rthta).Stä deÔtero kef�laio, j� �sqolhjoÜme mà tä prìblhma t¨ sunèpeia, kaÈsugkekrimèna mà dÔo pleurè tou: PrÀta j� doÜme t�n �nagwg� t¨ sunèpeiat¨ NF st� sunèpeia t¨ TST+(Amb) kaÈ st� sunèqeia j� melet soume t�sunèpeia ánä tm mato t¨ NF, t¨ jewr�a NF3. J� kle�soume t�n ârgas�a



PERIEQ�OMENA zþde�qnonta íti oÉ jewr�e NF kaÈ NF4 eÚnai ÊsodÔname.Sà íti �for� st�n årolog�a, jewrÀnta íti íloi �nexairètw oÉ �gglì-fwnoi íroi prèpei n� �pod�dontai st�n állhnik� glÀssa, sà k�poia shmeØaqrei�sthke n� broÜme dikè ma �podìsei, q�nonta �nagkastik� sà komyì-thta, �ll� âpitugq�nonta tä skopä toÜ âx ålokl rou állhnikoÜ keimènou.EÎqarist�e Kle�nonta t�n eÊsagwg , j� ¢jela n� eÎqarist sw ísoukaÈ íse mà bo jhsan n� pat sw stä drìmo tÀn MajhmatikÀn kaÈ n� me�nwâkeØ. ToÌ sqolikoÌ kaÈ frontisthriakoÔ mou kajhghtè, M. Kwnstantin�-dh, G(†) kaÈ D. Pap�na.ToÌ/tÈ did�skontè/ousè mou stä Tm¨ma MajhmatikÀn A.P.J. kaÈ eÊ-dikìtera st�n âpik.kaj. K. K�lfa gi� ísa moÜ d�daxe, st� J. Sunìlwn kaÈîqi mìno; st� lekt. M. Pantèkh, gi� t�n �mfisb thsh kaÈ t�n kritik� skèyh;stän kaj. Aj. Tzoub�ra poÌ, ânÀ maz� tou parakoloÔjhsa mìno misä m�jh-ma, moÜ êdwse t�n eÎkair�a n� k�nw aÎt� t�n ârgas�a sà éna jèma pragmatik�ândiafèron.ToÌ/tÈ did�skontè/ousè mou stä M.P.L.A., gi� t�n �rtiìthta t¨didaskal�a tou, gi� t�n katanìhsh kaÈ tä proswpikä ândiafèron poÌ êdeixanst�n �ntimet¸pish ánä polÌ sobaroÜ proswpikoÜ zht mato kaÈ eÊdikìterastän G. Staurinì, �njrwpo mà âmfan¨ �g�ph st� Majhmatik�, kaÈ stän éterosunepiblèpont� mou kaÈ prìedro toÜ progr�mmato, kaj. K. Dhmhtrakìpoulo.Tèlo, j� ¢jela n� eÎqarist sw tä VIdruma KratikÀn <UpotrofiÀn gi�t�n oÊkonomik� ân�sqush poÌ moÜ pareØqe kat� tä prÀto êto tÀn spoudÀnmou. NØko Jeod¸rouJessalon�kh, >IoÔnio 2007
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Kef�laio 1<O kìsmo t¨ NFStä kef�laio aÎtä �sqoloÔmaste mà tÈ jewr�e NF (New Foundations) kaÈ
TST (Theory of Simple Types). <W metajewr�a (dhlad� ± {pragmatikäkìsmo}) j� qrhsimopoi soume t� sun jh jewr�a sunìlwn ZFC, mà sqèshtoÜ �n kein t�n ∈. K�je for� � lèxh sÔnolo j� g�netai safè, eÒte �pä t�sumfrazìmena eÒte rht�, �n �nafèretai st�n NF, st�n TST « st�n ZFC.1.1 Jewr�a �plÀn tÔpwn (TST)<H glÀssa LTST t¨ TST �poteleØtai �pä t� áx¨ m� logik� sÔmbola:
• Bajmwtà (typed) metablhtè: x0

0, x
0
1, . . . , x

1
0, x

1
1, . . . ; kaÈ

• tä dimelà kathgorhmatikä sÔmbolo ε.Gi� tÈ bajmwtà metablhtà j� lème íti � metablht� xn
i eÚnai � i-ost�metablht� bajm�da n.VOson �for� st� logik� sÔmbola t¨ gl¸ssa, aÎt� eÚnai t� sun jh, ípw�nafèrontai p.q. st� [9℄, [1℄. K�noume di�krish metaxÌ tÀn logikÀn sumbìlwnt¨ gl¸ssa (TST, NF) kaÈ t¨ metagl¸ssa (ZFC), ípw fa�netai stänp�naka: Perigraf� GlÀssa MetaglÀssaKaÈ ∧ kaÈ_H ∨ «Sunepagwg� → ⇒>Isodunam�a ↔ ⇔>An kein ε ∈Gi� k�je x ÊsqÔei φ(x) (∀x)φ(x) gi� k�je x, φ(x)<Up�rqei x ¹ste φ(x) (∃x)φ(x) Íp�rqei x t.w. φ(x)1



2 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFGi� t�n Êsìthta j� qrhsimopoioÜme tä Òdio sÔmbolo st� glÀssa kaÈ st� me-taglÀssa (=).Orismo 1.1.1. Tä sÔnolo F (LTST ) tÀn tÔpwn t¨ TST år�zetai �nadro-mik� ± áx¨: >AtomikoÈ tÔpoi:
• xn

i εx
n+1
j , gi� metablhtà xn

i , x
n+1
j .

• xn
i = xn

j , gi� metablhtà xn
i , x

n
j .M� �tomikoÈ tÔpoi: _An φ, χ eÚnai tÔpoi, tìte tÔpoi eÚnai kaÈ oÉ ¬φ, φ∧χ, φ∨χ,

φ→ χ, φ↔ χ, ∀xφ(x), ∃xφ(x).Gi� par�deigma, � êkfrash
φ(xn+1, yn+1, zn) : xn+1 = yn+1 ↔ (znεxn+1 → znεyn+1)eÚnai tÔpo, ânÀ �

ψ(xn) : xnεxndàn eÚnai.<Or�zoume t¸ra t� �xi¸mata t¨ TST.Orismo 1.1.2 (>Axi¸mata t¨ TST). >Ax�wma t¨ êktash, (Extensionality):
∀zn[znεxn+1 ↔ znεyn+1]→ xn+1 = yn+1 (Ext)>Ax�wma-sq¨ma sullektikìthta (Comprehension):

∃yn+1∀xn[xnεyn+1↔ φ(xn)], (Co)gi� íla n ∈ N, φ(xn) ∈ F (LTST ).Par�deigma: JewroÜme tän tÔpo φ(xn) : xn 6= xn, gi� k�je n. >Apä tä
(Co) Íp�rqei tä sÔnolo {xn | xn 6= xn} kaÈ �pä tä (Ext) eÚnai monadikì. TäsÔnolo aÎtä ænom�zoume kenä sÔnolo1{t�xh} n:

∅n = {xn | xn 6= xn}.1Pollà forà st� bibliograf�a gi� tä kenä sÔnolo qrhsimopoieØtai tä sÔmbolo Λ,± {paradosiakä} sumbolismä t¨ NF kaÈ tÀn sunafÀn jewriÀn. S� aÎt� t�n ârga-s�a protim same n� qrhsimopoi soume toÌ sumbolismoÌ poÌ eÚnai pÈo oÊkeØoi stoÌ/stÈ�nagnÀste/triè ma.



1.2. �AXI�WMATA THS NF KA�I BASIK�A S�UNOLA 3Par�deigma: JewroÜme tän tÔpo φ(xn) : xn = xn, gi� k�je n. >Apä tä
(Co) Íp�rqei tä sÔnolo {xn | xn = xn} kaÈ �pä tä (Ext) eÚnai monadikì. TäsÔnolo aÎtä eÚnai tä sÔnolo ílwn tÀn sunìlwn {t�xh} n kaÈ tä ænom�zoumesÔmpan:

Vn = {xn | xn = xn}.ParathroÜme loipän íti kataskeu�zetai éna kenä sÔnolo kaÈ éna sÔmpangi� k�je fusikä �rijmì. Genikìtera, st�n TST kataskeu�zontai ímoia {str¸-mata} sunìlwn, gi� k�je fusikä �rijmì, t� åpoØa dàn êqoun {âpikoinwn�a}metaxÔ tou.AÎtä kaÈ mìno tä gegonä k�nei t� jewr�a �plÀn tÔpwn dÔsqrhsth.1.2 >Axi¸mata t¨ NF kaÈ basik� sÔnola<H glÀssa LNF t¨ jewr�a NF (New Foundations) �poteleØtai �pä t� su-n jh logik� sÔmbola (bl. prohgoÔmenh ánìthta) kaÈ t� áx¨ m� logik�:
• Metablhtè: x0, x1, . . . « x, y, z, . . . ;
• dimelà kathgorhmatikä sÔmbolo ε.Tä ZFC-sÔnolo tÀn tÔpwn år�zetai ímoia:Orismo 1.2.1. Tä sÔnolo F (LNF ) tÀn tÔpwn t¨ NF år�zetai �nadromik�± áx¨: >AtomikoÈ tÔpoi:
• xεy, gi� metablhtà x, y.
• x = y, gi� metablhtà x, y.M� �tomikoÈ tÔpoi: _An φ, χ eÚnai tÔpoi, tìte tÔpoi eÚnai kaÈ oÉ ¬φ, φ∧χ, φ∨χ,

φ→ χ, φ↔ χ, ∀xφ(x), ∃xφ(x).Lhmma 1.2.2. Gi� tuqaØo tÔpo φ ∈ F (LNF ), t� áx¨ eÚnai ÊsodÔnama:a) <Up�rqei tÔpo ψ ∈ F (LTST ) t.w. å φ n� prokÔptei �pä tän ψ, diagr�-fonta toÌ âkjète.b) <Up�rqei �peikìnish f tÀn metablhtÀn t¨ TST poÌ âmfan�zontai stän
φ stoÌ fusikoÌ �rijmoÔ, t.w.
• gi� k�je Ípìtupo xεy toÜ φ n� ÊsqÔei f(y) = f(x) + 1 kaÈ
• gi� k�je Ípìtupo x = y toÜ φ n� ÊsqÔei f(y) = f(x).Orismo 1.2.3. VEna tÔpo φ t¨ NF gi� tän åpoØon ÊsqÔei m�a �pä tÈÊsodÔname sqèsei toÜ l mmato 1.2.2 ænom�zetai diastrwmatwmèno « strw-matopoihmèno (stratified) kaÈ � �peikìnish f diastrwm�twsh (stratification).



4 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFEÚmaste t¸ra sà jèsh n� parousi�soume t� �xi¸mata:Orismo 1.2.4 (>Axi¸mata t¨ NF). >Ax�wma t¨ êktash,(Extensionality):
∀z[zεx↔ zεy]→ x = y (Ext)>Ax�wma-sq¨ma diastrwmatwmènh sullektikìthta ((Stratified Comprehen-

sion):
∃y∀x[xεy ↔ φ(x)], (StrCo)gi� k�je diastrwmatwmèno tÔpo φ(x).Par�deigma: JewroÜme tän tÔpo φ(x) : x 6= x. EÚnai profanÀ diastrw-matwmèno, �ra �pä tä (StrCo) Íp�rqei tä sÔnolo {x | x 6= x} kaÈ �pä tä

(Ext) eÚnai monadikì. Tä sÔnolo aÎtä ænom�zoume kenä sÔnolo:
∅ = {x | x 6= x}.Par�deigma: JewroÜme tän tÔpo φ(x) : x = x. EÚnai profanÀ diastrw-matwmèno, �ra �pä tä (StrCo) Íp�rqei tä sÔnolo {x | x = x} kaÈ �pä tä

(Ext) eÚnai monadikì. Tä sÔnolo aÎtä eÚnai tä sÔnolo ílwn tÀn sunìlwn kaÈtä ænom�zoume sÔmpan t¨ NF:
V = {x | x = x}.ProfanÀ tä V eÚnai diaforetikä �pä tä sÔmpan t¨ ZFC.<H pr¸th parat rhsh eÚnai íti kataskeu�same st�n NF dÔo sÔnola, t��nt�stoiqa tÀn åpo�wn st�n TST Íp¨rqan, �ll� ªtan diaforetik� gi� k�jefusikä �rijmì. ^Ara, mporoÜme n� sqhmat�soume stä mualì ma t� diaisjh-tik� skèyh íti st�n NF mporoÜme n� êqoume {án¸sei} sÔnola t¨ TST,diaforetik¨ t�xew.ParathroÜme ímw kaÈ k�ti piä shmantikì: VOti st�n NF Íp�rqei tä sÔm-pan, dhlad� tä sÔnolo ílwn tÀn sunìlwn. VOpw j� doÜme �rgìtera, � NFperièqei íla t� legìmena {meg�la sÔnola}, dhlad� tä sÔnolo tÀn diataktikÀn�rijmÀn, tÀn plhjar�jmwn klp kaÈ Íp� aÎt� t�n ênnoia fa�netai piä �podekt�diaisjhtik� sà sqèsh mà t� sun jh ZF, poÌ �porr�ptei íla t� meg�la sÔnola.Beba�w, �nakÔptei �mèsw tä âr¸thma �n âmfan�zetai tä par�doxo toÜ

Russell, poÌ st�n ZF �rjhke �kribÀ lìgw t¨ m� �podoq¨ toÜ sÔmpanto± sunìlou. <H �p�nthsh eÚnai �rnhtik , kaÈ �x�zei n� �fier¸soume l�gegrammà gi� n� parathr soume íti å tÔpo ρ(x) = x 6 εx poÌ dhmiourgeØ t�nkl�sh R = {x | x 6 εx} dàn eÚnai diastrwmatwmèno, ápomènw dàn mporeØ



1.2. �AXI�WMATA THS NF KA�I BASIK�A S�UNOLA 5n� âfarmosteØ tä �x�wma-sq¨ma diastrwmatwmènh sullektikìthta gi� n�katast sei t�n kl�sh R sÔnolo t¨ NF. 2.<H ápìmenh prìtash m� prosfèrei mi� plhj¸ra sunìlwn poÌ kataskeu�-zontai �pä �lla.Protash 1.2.5. _An tä z eÚnai sÔnolo, tìte kaÈ oÉ áx¨ kl�sei eÚnai sÔnola:
• ∪z = {x | (∃yεz)[xεy]}

• ∩z = {x | (∀yεz)[xεy]}

• P(z) = {x | x ⊆ z}

• P1(z) = {{x} | xεz}

• F(z) = {x | x ⊇ z}

• ι(z) = {z}

• −z = {x | x 6εz}

• z − w = z ∩ (−w)ípou � sqèsh toÜ Íposunìlou år�zetai ípw sun jw,
x ⊆ z ↔ ∀y[yεx→ yεz].>Apìdeixh. Gi� t�n énwsh kaÈ t�n tom� �rkeØ n� jewr soume t� diastrwm�-twsh x 7→ 1, y 7→ 2, z 7→ 3. Gi� t� sÔnola Íposunìlwn (dunamosÔnolo) kaÈÍpersunìlwn jewrÀ t�n x, z 7→ 2, y 7→ 1. Gi� tä sÔnolo tÀn monomelÀnÍposunìlwn jewroÜme t�n x 7→ 1, z 7→ 2. Gi� tä monosÔnolo åpoiad potesun�rthsh a 7→ n eÚnai diastrwm�twsh. Tèlo, gi� tä sumpl rwma jewroÜme

x 7→ 1, z 7→ 2.2>Ax�zei �kìmh n� k�noume mi� parat rhsh gi� t� leitourg�a toÜ �xi¸mato-sq matodiastrwmatwmènh sullektikìthta. Lèei íti �n éna tÔpo eÚnai diastrwmatwmèno, tìte� êktas  tou eÚnai sÔnolo. Gi� tä �nt�strofo, tä �x�wma dàn lèei t�pote. ^Etsi, �n åtÔpo dàn eÚnai diastrwmatwmèno dàn êqoume �polÔtw kami� plhroforor�a gi� tä �n �êktas  tou eÚnai sÔnolo « îqi; mporeØ n� eÚnai, mporeØ n� m�n eÚnai. AÎtä j� g�nei Êdia�terakatanohtä ítan mil soume gi� toÌ gn siou telestà ι kaÈ T kaÈ gi� t� kantorian� sÔ-nola. St�n per�ptwsh t¨ kl�sew R p�ntw, âpeid� å tÔpo poÌ t�n dhmiourgeØ dàn eÚnaidiastrwmatwmèno, dàn êqoume kanèna lìgo n� Ípojèsoume íti eÚnai sÔnolo.



6 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF1.3 OÉ fusikoÈ �rijmoÈStÈ ápìmene ánìthte j� �sqolhjoÜme mà t�n kataskeu� tÀn basikÀn su-nolojewrhtikÀn majhmatikÀn �ntikeimènwn, mèsa st�n NF. >ErgaleØa ma j�eÚnai t� [2℄ kaÈ [4℄.Xekin�me mà toÌ fusikoÌ �rijmoÔ:Orismo 1.3.1. Gi� k�je sÔnolo x, år�zoume t� sÔnola
S(x) = {y ∪ {w} | yεx ∧ w 6εy}kaÈ

S ′′y = {S(x) | xεy}.OÉ tÔpoi poÌ år�zoun t� parap�nw sÔnola eÚnai profanÀ diastrwmatwmè-noi.Tä S(x) lègetai ápìmeno toÜ x. J� qrhsimopoi soume aÎtä tä sÔnologi� n� år�soume toÌ fusikoÌ �rijmoÔ.Orismo 1.3.2 (>ArijmoÈ Russell-Whitehead). <Or�zoume 0 = {∅}, 1 =
S(0), 2 = S(1) k.o.k.PrÈn proqwr soume parak�tw, � doÜme l�go pÀ leitourgoÜn aÎtoÈ oÉ�rijmo�:

0 = {∅}.

1 = S(0) = {a ∪ {w} | aε0 ∧ w 6εa} =

= {∅ ∪ {w} | w 6ε∅} =

= {{w} | wεV } =

= P1(V ).

2 = S(1) = {a ∪ {w} | aε1 ∧ w 6εa} =

= {{x} ∪ {w} | w 6= x} =

= {{x, w} | x 6= w}.ParathroÜme loipän íti, diaisjhtik�, å n-ostä fusikä �rijmä eÚnai �kri-bÀ tä sÔnolo ílwn tÀn sunìlwn mà n diakekrimèna stoiqeØa.Prìkeitai gi� énan polÌ oÊkeØo kaÈ diaisjhtik� profan¨ årismì, kaÈ âpi-plèon Éstorik� polÌ palaiìtero toÜ årismoÜ toÜ Von Neummann poÌ sunh-j�zetai st�n ZF. <O teleutaØo �llwste dàn j� mporoÜse n� qrhsimopoihjeØâdÀ, giatÈ k�nei qr sh t¨ sun�rthsh ι poÌ stä sÔsthm� ma dàn år�zetai.Perissìtera gi� aÎtä j� doÜme �rgìtera.EÖkola dikai¸netai å parak�tw årismì.



1.3. O�I FUSIKO�I �ARIJMO�I 7Orismo 1.3.3. VEna sÔnolo x lègetai âpagwgikä (inductive), �nn 0εx kaÈ
S ′′x ⊆ x. <H kl�sh

Ind = {x | 0εx ∧ S ′′x ⊆ x}tÀn âpagwgikÀn sunìlwn eÚnai sÔnolo.Tä sÔnolo tÀn fusikÀn �rijmÀn år�zetai ± � tom� toÜ sunìlou tÀnâpagwgikÀn sunìlwn. Dhlad�
N =

⋂

{x | 0εx ∧ S ′′x ⊆ x}.Orismo 1.3.4. Tä sÔnolo x j� lègetai íti êqei n stoiqeØa, �nn xεn.Tä sÔnolo x lègetai peperasmèno, �nn Íp�rqei nεN t.w. xεn. <Epomènw,tä sÔnolo tÀn peperasmènwn sunìlwn år�zetai ± tä
Fin = ∪N.Jewrhma 1.3.5 (>Arq� âpagwg¨). ^Estw X ⊆ N t.w.

0εX ∧ ∀x[xεX → S(x)εX].Tìte X = N.>Apìdeixh. ProfanÀ,
[xεX → S(x)εX]↔ S ′′x ⊆ x.<Epomènw, �pä tän årismä toÜ âpagwgikoÜ sunìlou, épetai íti �n X eÚnai énasÔnolo mà t�n Êdiìthta t¨ âkf¸nhsh, aÎtä eÚnai âpagwgikì. VOmw, tä NeÚnai tä âl�qisto âpagwgikä sÔnolo, �ra N ⊆ X.Lhmma 1.3.6. Gi� k�je x, S(x) 6= 0.>Apìdeixh. ^Estw, prä �topo, íti Íp�rqei x t.w. ∅εS(x). Tìte Íp�rqoun aεxkaÈ z 6εa t.w. ∅ = a ∪ {z}.Lhmma 1.3.7. Gi� íla m,nεN, S(m) = S(n)→ m = n.>Apìdeixh. J� de�xoume mà âpagwg� stä mεN íti

(∀nεN)[S(m) = S(m)→ m = n].B�sh: ^Estw S(n) = S(0). Tìte S(n) = 1. EÖkola �podeiknÔoume íti
n = {∅}. Pr�gmati, �n tεn, tìte Íp�rqei s 6 εt t.w. t ∪ {s}ε1, �ra t ∪ {s}monosÔnolo. ^Ara, t = ∅.>Epag. b¨ma: <Upojètoume íti � zhtoÔmenh sqèsh ÊsqÔei gi� m kaÈ j� t�de�xoume gi� S(m). ^Estw loipän SS(m) = S(n), gi� tuqaØo n. _An n = 0tìte S(n) = 1 6= SS(m). ^Ara, n 6= 0 åpìte (eÖkola) n = S(k) gi� k�poio
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kεN. <Epomènw, SS(m) = SS(k). Gi� n� âfarmìsoume t�n E.U., �rkeØ n�de�xoume íti S(m) = S(k).>Apä t�n Ípìjesh êqoume íti
a ∪ {x} ∪ {x′} = b ∪ {y} ∪ {y′} (⋆)gi� íla aεm, x, x′ 6εa, x 6= x′ kaÈ gi� íla bεn, y, y′ 6εb, y 6= y′.St�n per�ptwsh poÌ a = b épetai eÖkola íti a ∪ {x′′} = b ∪ {y′′} gi�kat�llhla x′′, y′′ åpìte épetai � zhtoÔmenh.<Upojètoume íti a 6= b. >AfoÜ t� a, b eÚnai peperasmèna, profanÀ Íp�rqeitoul�qiston éna sÔnolo z poÌ dàn �n kei sà kanèna �pä t� a, b. _An ÊsqÔeim�a �pä tÈ Êsìthte x = y, x′ = y, x = y′, x′ = y′ tìte jètw z t� Òsa sÔnola,xanagr�fw t�n (⋆) kaÈ �palo�fw tän koinä íro {z}. VEpetai íti a ∪ {x′′} =

b ∪ {y′′} gi� kat�llhla x′′, y′′ kaÈ �pä aÎt�n � zhtoÔmenh.>AlliÀ, êqoume íti z 6εa ∪ {x′} �ra a ∪ {x′} ∪ {z}εSS(m) kaÈ �nt�stoiqa
z 6εb ∪ {y′} �ra b ∪ {y′} ∪ {z}εSS(k). ^Etsi, � (⋆) d�nei

a ∪ {x′} ∪ {z} = b ∪ {y′} ∪ {z}kaÈ mà tän Òdio trìpo prokÔptei � zhtoÔmenh._A shmeiwjeØ íti � sqèsh S(x) = S(y) → x = y dàn ÊsqÔei gi� tuqaØasÔnola. P.q. eÖkola âpalhjeÔetai íti S({V −{x}}) = {V } = S({V −{y}})ânÀ {V − {x}} 6= {V − {y}}, gi� x 6= y.Lhmma 1.3.8. Gi� k�je nεN, S(n) 6= n.>Apìdeixh. J� de�xoume t� zhtoÔmenh mà âpagwg� stä n. St� b�sh eÖkolaparathroÜme íti S(0) = 1 6= 0. Gi� tä âpagwgikä b¨ma, Ípojètoume íti
S(n) 6= n kaÈ j� de�xoume íti SS(n) 6= S(n). <H zhtoÔmenh gr�fetai
(⋆) a ∪ {x} ∪ {y} 6= b ∪ {z}gi� k�poia aεn, x, y 6εa, x 6= y kaÈ k�poia bεn, z 6εb._An z = y tìte � (⋆) d�nei a ∪ {x} ∪ {z} 6= b ∪ {z}, �ra a ∪ {x} 6= b, �ra
S(n) 6= n, poÌ ÊsqÔei �pä t�n E.U. <Omo�w �n z = x._An z 6= x, y, tìte âpeid� t� a ∪ {x} kaÈ b eÚnai peperasmèna, Íp�rqei wt.w. w 6εa∪ {x} kaÈ w 6εb. Tìte a∪ {x}{w}εSS(n) kaÈ b∪ {w}εS(n). <H (⋆)gr�fetai a ∪ {x} ∪ {w} 6= b ∪ {w} kaÈ suneq�zoume ípw pr�n.1.4 Diatetagmèna zeÔghOrismo 1.4.1. ^Estw x, y sÔnola. Diatetagmèno zeÜgo tÀn x, y lègetaiéna sÔnolo 〈x, y〉 t.w.



1.4. DIATETAGM�ENA ZE�UGH 9
• 〈x, y〉 = 〈z, w〉 ↔ x = z ∧ y = w;
• � kl�sh a× b = {〈x, y〉 | xεa ∧ yεb} eÚnai sÔnolo.Protash 1.4.2 (ZeÜgo Kuratowski). Gi� íla t� x, y, tä sÔnolo

〈x, y〉K = {{x}, {x, y}}eÚnai diatetagmèno zeÜgo tÀn x, y.>Apìdeixh. Kat� �rq�, tä 〈x, y〉K eÚnai sÔnolo, afoÜ å tÔpo
tε〈x, y〉K ↔ t = {x} ∨ tε{x, y}

↔ ∀z[zεt↔ z = x] ∨ ∀z[zεt↔ z = x ∨ z = y]poÌ tä år�zei eÚnai profanÀ diastrwmatwmèno.<H pr¸th Êdiìthta prokÔptei eÖkola kaÈ gi� t� deÔterh êqoume:
tε(a×K b)↔ (∃xεa)(∃xεb)[t = 〈x, y〉K]kaÈ å tÔpo ψ(x, y, t) : (∃xεa)(∃xεb)[t = 〈x, y〉K] diastrwmat¸netai �pä t�n

x, y 7→ 2, a, b, t 7→ 3.Protash 1.4.3 (ZeÜgo Wiener). Gi� íla t� x, y, tä sÔnolo
〈x, y〉W = {{∅, {x}}, {{y}}}eÚnai diatetagmèno zeÜgo tÀn x, y.>Apìdeixh. Kat� �rq�, tä 〈x, y〉W eÚnai sÔnolo, afoÜ

tε〈x, y〉W ↔ t = {∅, {x}} ∨ t = {{y}}kaÈ å tÔpo φ(x, y, t) : t = {∅, {x}} ∨ t = {{y}} eÚnai diastrwmatwmèno�pä t� sun�rthsh x, y 7→ 1, t 7→ 3.<H âpal jeush tÀn Êdiot twn eÚnai eÖkolh.KaÈ t� dÔo eÒdh diatetagmènou zeÔgou poÌ eÒdame êqoun tä meionèkthma ítioÉ bajm�de poÌ lamb�nei tä 〈x, y〉 dàn eÚnai Òse mà tÈ bajm�de poÌ lamb�nount� x kaÈ y, sà mi� tuqa�a diastrwm�twsh poÌ perilamb�nei t� x kaÈ y. TäzeÜgo toÜ Quine poÌ j� år�soume sà l�go dàn êqei aÎtä tä prìblhma.Orismo 1.4.4 (ZeÜgo Quine). Gi� k�je sÔnolo x, jewroÜme tÈ kl�sei
θ1(x) = (x− N) ∪ S ′′(x ∩ N)

θ2(x) = (x− N) ∪ S ′′(x ∩ N) ∪ {0}.St� sunèqeia år�zoume
〈x, y〉Q = θ′′1x ∪ θ

′′
2y,ípou tä θ′′i x qrhsimopoieØtai ± suntomograf�a gi� tä sÔnolo {θi(y) | yεx}.



10 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFLhmma 1.4.5. OÉ kl�sei θ1(x), θ2(x) eÚnai sÔnola, gi� k�je x.>Apìdeixh. EÚnai:
tεθ1(x) ↔ tε(x−N) ∨ tεS ′′(x ∩N)

↔ tε(x−N) ∨ (∃nεx ∩N)[t = S(n)]<O tÔpo eÚnai diastrwmatwmèno. <Omo�w ârgazìmaste gi� tän θ2(x).Lhmma 1.4.6. Gi� íla t� x, y, ÊsqÔoun
θi(x) = θi(y)→ x = ygi� i = 1, 2.>Apìdeixh. QwrÈ bl�bh t¨ genikìthta, j� �sqolhjoÜme mà t�n per�ptwsh

i = 1; � �llh g�netai åmo�w. ^Estw θ1(x) = θ1(y). Tìte
(x− N) ∪ S ′′(x ∩ N) = (y − N) ∪ S ′′(y ∩ N).^Amesa prokÔptei íti

x− N = y −N (1)kaÈ S ′′(x ∩N) = S ′′(y ∩N). >Apä t�n 1.3.7 épetai íti
x ∩ N = y ∩ N. (2)Sundu�zonta tÈ (1) kaÈ (2) prokÔptei íti x = y.EÖkola parathroÜme íti:Lhmma 1.4.7. Gi� k�je x, t� sÔnola x− N, S ′′(x ∩ N) kaÈ {0} eÚnai xènametaxÔ tou.VEpetai íti θ1(x) 6= θ2(y), gi� íla t� x, y.Jewrhma 1.4.8. Tä 〈x, y〉Q eÚnai diatetagmèno zeÜgo, gi� íla t� x, y.>Apìdeixh. Kat� �rq�, � kl�sh 〈x, y〉Q år�zetai �pä tän tÔpo

tε〈x, y〉Q ↔ tεθ′′1(x) ∨ tεθ′′2(y)

↔ (∃zεx)[t = θ1(z)] ∨ (∃wεy)[t = θ2(w)poÌ eÚnai faner� diastrwmatwmèno. <Epomènw, � 〈x, y〉Q eÚnai sÔnolo.>Ep�sh, tä a×Q b eÚnai sÔnolo âpeid� å tÔpo
tε(a×Q b)↔ (∃xεa)(∃xεb)[t = 〈x, y〉Q]eÚnai âp�sh diastrwmatwmèno.Tèlo, êqoume:

〈x, y〉Q = 〈z, w〉Q → θ′′1x ∪ θ
′′
2y = θ′′1z ∪ θ

′′
2w

→ θ′′1x = θ′′1z ∧ θ′′2y = θ′′2w

→ x = z ∧ y = w, [�pä 1.4.7 kaÈ 1.4.6℄



1.5. SQ�ESEIS 11St� ápìmena, ípou �nafèretai � ênnoia toÜ diatetagmènou zeÔgou j� qrh-simopoieØtai tä zeÜgo Quine, âktä �n �nafèretai diaforetik�.1.5 SqèseiOrismo 1.5.1. >Onom�zoume n-mel¨ sqèsh k�je ÍposÔnolo
r ⊆ a1 × · · · × an.EÊdikìtera, dimel¨ sqèsh ænom�zoume k�je ÍposÔnolo r ⊆ a× b. Gi� k�jetètoia r år�zoume t� sÔnola

D(r) = {x | (∃yεb)[〈x, y〉εr}

R(r) = {y | (∃xεa)[〈x, y〉εr},t� åpoØa ænom�zoume sÔnolo årismoÜ kaÈ sÔnolo timÀn t¨ r, �nt�stoiqa.JewroÜme t� dika�wsh toÜ parap�nw årismoÜ gnwst , ípw kaÈ íla t��potelèsmata gi� tÈ sqèsei poÌ ÊsqÔoun st�n ZF (bl. [5℄ « [6℄). J� k�noumeímw mi� mikr� �nafor� stÈ sqèsei Êsodunam�a kaÈ stÈ sqèsei diat�xew.Orismo 1.5.2. ^Estw sÔnolo a kaÈ dimel� sqèsh R s� autì. <H R ka-leØtai sqèsh Êsodunam�a (sv.i.) stä a, �nn eÚnai �naklastik , summetrik� kaÈmetabatik .Gi� k�je sv.i. R stä a, år�zoume t�n kl�sh Êsodunam�a toÜ tuqa�ou xεa
JxK = {yεa | xRy}kaÈ t�n kl�sh-phl�ko toÜ a
a/R = {JxK | xεa}.EÚnai fanerä ítiProtash 1.5.3. Gi� k�je sv.i. R stä a, oÉ kl�sei Êsodunam�a kaÈ � kl�sh-phl�ko eÚnai sÔnola, kaÈ stä áx¨ j� �pokaloÜntai sÔnola Êsodunam�a kaÈsÔnolo-phl�ko �nt�stoiqa.Orismo 1.5.4. Tä sÔnolo b lègetai diamèrish toÜ a, �nn:

• (∀x, yεb)[x 6= y → x ∩ y = ∅]

• a = ∪b.Deqìmaste gnwstä �pä tä [6℄ tä



12 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFProtash 1.5.5. Tä sÔnolo-phl�ko a/R k�je sqèsew Êsodunam�a R stäsÔnolo a eÚnai diamèrish toÜ a.Orismo 1.5.6. ^Estw sÔnolo a kaÈ dimel� sqèsh 6 s� aÎtì. <H 6 lègetaidi�taxh stä a kaÈ tä 〈a,6〉 diatetagmèno sÔnolo (d.sv.), �nn eÚnai �naklastik ,�ntisummetrik� kaÈ metabatik� s� aÎtì.<H êkfrash {x 6 y} diab�zetai {tä x eÚnai prohgoÔmeno « Òso toÜ y stä
a}. <Or�zoume �kìmh t� sqèsh < ± áx¨

x < y ↔ (x 6 y ∧ x 6= y)gi� íla x, yεa, kaÈ diab�zoume {tä x eÚnai prohgoÔmeno toÜ y}.VOpote Íp�rqei k�nduno sÔgqush j� topojeteØtai å de�kth a p�nw �pät� 6 kaÈ <.Orismo 1.5.7. ^Estw 〈a,6〉 d.sv., xεa kaÈ ∅ 6= b ⊆ a. Tä x kaleØtai �nwfr�gma toÜ b �nn (∀yεb)[y 6 x].Tä x lègetai âl�qisto �nw fr�gma (e.a.f.) toÜ b, �n eÚnai �nw fr�gma toukaÈ âpiplèon tä âl�qisto stoiqeØo toÜ sunìlou tÀn �nw fragm�twn toÜ b (�nÍp�rqei tètoio sÔnolo).Dhlad , tä x eÚnai e.a.f. toÜ b, �nn:a) (∀yεb)[y 6 x]b) (∀zεa)[zεUB(b)→ a 6 z],ípou UB(b) tä sÔnìlo tÀn �nw fragm�twn toÜ b.VOmoia år�zontai t� k�tw fr�gmata kaÈ tä mègisto k�tw fr�gma (m.k.f.).Gi� t� dikaiolìghsh toÜ årismoÜ prèpei n� Íp�rqei tä sÔnolo UB(b).Pr�gmati, êqoume
xεUB(b)↔ (∀yεb)[y 6 x],kaÈ å tÔpo eÚnai profanÀ diastrwmatwmèno.EÖkola parathroÜme ítiProtash 1.5.8. <Up�rqei tä sÔnolo ílwn tÀn d.sv.

Ord = {〈a,6〉 | aεV ∧ 6a sqèsh di�taxh stä a}.Orismo 1.5.9. ^Estw 〈a,6〉 d.sv. kaÈ xεa. >Onom�zoume �rqikä tm¨ma täsÔnolo
seg6(x) = {yεa | y 6 x}kaÈ gn sio �rqikä tm¨ma tä
seg+

6(x) = {yεa | y < x}.



1.6. SUNART�HSEIS 13Orismo 1.5.10. ^Estw 〈a,6a〉 d.sv. kaÈ xεa.Tä x lègetai âl�qisto3 (least), �n gi� k�je yεa ÊsqÔei x 6 y.Tä x lègetai âlaqistikä (minimal), ítann dàn Íp�rqei yεa t.w. y < x.>An�loga år�zontai t� mègista kaÈ t� megistik� stoiqeØa.Orismo 1.5.11. <H 6 lègetai grammik� « ålik� di�taxh « �lus�da kaÈ tä
〈a,6〉 ålikÀ diatetagmèno sÔnolo (o.d.sv.), �nn

(∀x, yεa)[x 6= y → [x < y ∨ y < x]].<H 6 lègetai kal� di�taxh kaÈ tä 〈a,6〉 kalÀ diatetagmèno sÔnolo (k.d.sv.),�nn eÚnai ålik� kaÈ âpiplèon gi� k�je m� kenä sÔnolo X ⊆ a êqei âl�qistostoiqeØo.VOpw kaÈ stä 1.5.8, �podeiknÔetai tä shmantikäProtash 1.5.12. <Up�rqei tä sÔnolo WOrd tÀn kalÀ diatetagmènwnsunìlwn.1.6 Sunart seiOrismo 1.6.1. ^Estw a, b sÔnola kaÈ f ⊆ a × b dimel� sqèsh. <H fkaleØtai sun�rthsh �nn gi� k�je xεa Íp�rqei monadikä yεa t.w. 〈x, y〉εf .>AntÈ toÜ 〈x, y〉εf j� qrhsimopoioÜme toÌ sumbolismoÌ y = f(x) kaÈ
f : x 7→ y. >Apä t� sumfrazìmena g�netai safà k�je for� �n å sumbolismä�nafèretai sà sun�rthsh t¨ NF « t¨ ZFC. Safà âp�sh j� g�netai pìte tä
→ qrhsimopoieØtai ± logikä sÔndesmo kaÈ pìte ± sÔmbolo sun�rthsh.>Ep�sh, j� gr�foume f : a → b kaÈ j� lème íti � f eÚnai sun�rthsh �pätä a stä (ântä toÜ) b. S� aÎt� t�n per�ptwsh ÊsqÔoun dom(f) = a kaÈ
rng(f) ⊆ b.Protash 1.6.2. <Up�rqei tä sÔnolo ba ílwn tÀn sunart sewn �pä tä astä b, gi� íla t� sÔnola a, b.<Epomènw Íp�rqei tä sÔnolo V V ílwn tÀn sunart sewn.ParathroÜme íti gi� íle tÈ f : a → b kaÈ gi� k�je xεa, prokeimènou n�år�zetai � sun�rthsh prèpei oÉ bajm�de tÀn f(x) kaÈ x n� eÚnai Òse, sà k�jediastrwm�twsh poÌ perièqei tä x. Sà per�ptwsh poÌ dàn ÊsqÔei � parap�nwsqèsh, � f dàn eÚnai sun�rthsh, pr�gma poÌ m� ådhgeØ stän ápìmeno årismì:Orismo 1.6.3. J� kaloÜme gn sio telest� k�je sÔnolo F gi� tä åpoØoÊsqÔoun t� áx¨:3>Epilèxame n� �pod¸soume toÌ írou {least} kaÈ {minimal} ± {âl�qisto} kaÈ {âla-qistikì}, �nt�stoiqa, �koloujÀnta tä [6℄. Stä [5℄ aÎtoÈ �pod�dontai ± {prÀto} kaÈ{âl�qisto}, �nt�stoiqa.



14 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF

• Tä F �poteleØtai �pä diatetagmèna zeÔgh 〈x, y〉, ípou t� x, y êqoundiaforetikà bajm�de.
• (∀xεa)(∃!yεb)[〈x, y〉εF ].Parade�gmata gn siwn telestÀn mà Êdia�terh shmas�a sà k�poia �potelè-smata j� doÜme �rgìtera.JewroÜme gnwstä pìte mi� sun�rthsh f : a → b eÚnai éna pro éna (1-1,(injection)), âpÈ (surjection) kaÈ j� qrhsimopoioÜme t� sÔmbola f : a  bkaÈ f : a ։ b. VOtan eÚnai tautìqrona éna prä éna kaÈ âpÈ (bijection) j�qrhsimopoioÜme tä sÔmbolo f : a ։ b._An mi� sun�rthsh f eÚnai 1-1 kaÈ âp�, tìte kaÈ � �nt�strof  th sqèsh

f ′ = {〈y, x〉 | 〈x, y〉εf}eÚnai sun�rthsh kaÈ m�lista 1-1 kaÈ âp�.JewroÜme âp�sh gnwst� t�n ênnoia toÜ periorismoÜ f ↾ a′ mi� sun�rth-sh f : a→ b stä a′ ⊆ a.Protash 1.6.4. Tä sÔnolo S = {〈x, S(x)〉} | xεV } �poteleØ sun�rthsh.<Epomènw, kaÈ å periorismä S = S ↾ N eÚnai sun�rthsh kaÈ m�lista éna präéna, �ll� îqi âp�.>Apìdeixh. Kat� �rq�, k�je diastrwm�twsh poÌ kajist� tä S(x) sÔnologi� k�je sÔnolo x, �pod�dei st� x kaÈ S(x) t�n Òdia bajm�da, �ra t� zeÔgh
〈x, S(x)〉 år�zontai kaÈ tä sÔnolì tou S �poteleØ sqèsh.>Ep�sh, gi� k�je x år�zetai monadik� tä S(x), �ra � S �poteleØ sun�rthsh.^Ara kaÈ � S �poteleØ sun�rthsh, �pä t�n parap�nw parat rhsh. >Ep�sh, � SeÚnai éna prä éna kaÈ îqi âp�, ± sunèpeia tÀn lhmm�twn 1.3.7 kaÈ 1.3.6.Jewrhma 1.6.5 (>Anadrom¨). ^Estw sÔnola a, x0εa kaÈ sun�rthsh f :
a→ a. <Up�rqei monadik� sun�rthsh g : N→ a t.w.a) g(0) = x0b) g(S(n)) = f(g(n)), gi� k�je nεN.>Apìdeixh. JewroÜme t�n kl�sh

A = {t | 〈0, x0〉εt ∧ (∀n, y)[〈n, y〉εt→ 〈S(n), f(y)〉εt]}.kaÈ �podeiknÔoume íti eÚnai sÔnolo. ^Eqoume:
tεA↔ [〈0, x0〉εt ∧ (∀n, y)[〈n, y〉εt→ 〈S(n), f(y)〉εt]]kaÈ å tÔpo eÚnai diastrwmatwmèno.<Or�zoume t¸ra g = ∩A. Tä g profanÀ eÚnai sÔnolo. EÖkola �podeik-nÔetai mà âpagwg� stä n íti � g eÚnai � zhtoÔmenh.



1.6. SUNART�HSEIS 15QrhsimopoiÀnta tä 1.6.5, kataskeu�zoume tÈ pr�xei metaxÌ fusikÀn�rijmÀn.Orismo 1.6.6. <Or�zoume t�n prìsjesh kaÈ tän pollaplasiasmä fusikÀn�rijmÀn �nadromik�:
{

m+ 0 = m
m+ S(n) = S(m+ n)

,

{

m · 0 = 0
m · S(n) = m · n+ nOÉ basikà Êdiìthtè tou sunoy�zontai st�n parak�tw prìtash kaÈ jew-roÜntai gnwstè.Protash 1.6.7. Gi� ílou toÌ m,n, kεN ÊsqÔoun:1. m+ (n + k) = (m+ n) + k.2. m+ n = n+m3. m · (n+ k) = m · n+m · k4. m · (n · k) = (m · n) · k.5. m · n = n ·mOrismo 1.6.8 (Fusik� di�taxh fusikÀn �rijmÀn). <Or�zoume t� sqèsh

6⊆ N× N ± áx¨:
m 6 n↔ (∃kεN)[m+ k = n]gi� ílou toÌ m,nεN.Stä shmeØo aÎtì, kaÈ sà íti �for� stäu fusikoÌ �rijmoÔ, êqoume kata-skeu�sei éna sÔsthma fusikÀn �rijmÀn, pr�xei kaÈ di�taxh s� aÎtì. ^Eqoumeloipän íle tÈ pro�pojèsei gi� n� �naptÔxoume t� jewr�a tÀn �rijmÀn,ípw g�netai st� perissìtera bibl�a Jewr�a >ArijmÀn4, k�ti ímw tètoio dàneÚnai stoÌ stìqou t¨ ârgas�a. Stä áx¨ j� jewroÜme ± gnwst� ílh t�Jewr�a >ArijmÀn stä sÔsthma poÌ kataskeu�same.EÊdikìtera, �nafèroume safÀ tä áx¨ je¸rhma t¨ Jewr�a >ArijmÀn,âpeid� j� qrhsimopoihjeØ �rgìtera.Jewrhma 1.6.9. Tä sÔnolo 〈N,6N〉 eÚnai k.d.sv.Orismo 1.6.10. ^Estw sÔnolo a kaÈ m� kenä ÍposÔnolì tou ∅ 6= b ⊆ a.>Onom�zoume qarakthristik� sun�rthsh toÜ b t� sun�rthsh χb : a → {0, 1}mà tÔpo

χb(x) =

{

0, x 6εb
1, xεb4Blèpe gi� par�deigma K. L�kkh, Jewr�a Arijm¸n, Ekd. Z th, Jessalon�kh 1991.



16 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFGi� t� dika�wsh toÜ årismoÜ, �rkeØ n� parathr soume íti � χb, ± sÔnolodiatetagmènwn zeugÀn, gr�fetai st� morf�
χb = {〈x, 0〉 | x 6εb} ∪ {〈y, 1〉 | yεb}kaÈ íti ÉkanopoieØ t�n Êdiìthta toÜ årismoÜ 1.6.1, poÌ eÚnai eÖkolo.Protash 1.6.11. <Up�rqei 1-1 kaÈ âpÈ sun�rthsh metaxÌ tÀn sunìlwn

P(a) kaÈ {0, 1}a, gi� k�je sÔnolo a.>Apìdeixh. <Or�zoume t� sun�rthsh
h : P(a)→ {0, 1}amà tÔpo

h(X) = χXkaÈ eÖkola �podeiknÔoume íti eÚnai � zhtoÔmenh.Orismo 1.6.12. ^Estw f : a→ b kaÈ ÍposÔnola a′ ⊆ a, b′ ⊆ b. <Or�zoumet�n eÊkìna toÜ a′ mèsw t¨ f
f [a′] = {f(x) | xεa′}kaÈ t�n �nt�strofh eÊkìna toÜ a′ mèsw t¨ f

f−1[b′] = {xεa | f(x)εb′}.>Ep�sh, år�zoume t� sun�rthsh
f ′′ : P(a)→ P(b)mà tÔpo f ′′(a′) = f [a′].Lhmma 1.6.13. _An f : a ։ b tìte f ′′ : P(a) ։ P (b).Lhmma 1.6.14. <Up�rqei �mf�esh metaxÌ tÀn sunìlwn P1P(a) kaÈ PP1(a),gi� k�je sÔnolo a.>Apìdeixh. JewroÜme t� sun�rthsh

f : P1P(a)→ PP1(a)mà tÔpo
f({x}) = {{t} | tεx}gi� íla t� x ⊆ a kaÈ de�qnoume eÖkola íti eÚnai � zhtoÔmenh.



1.7. PLHJ�ARIJMOI 171.7 Plhj�rijmoiOrismo 1.7.1. <Or�zoume t� sqèsh Êsoplhjikìthta ± áx¨: DÔo sÔno-la lègontai Êsoplhj¨ ítan Íp�rqei mi� 1-1 kaÈ âpÈ sun�rthsh metaxÔ tou.Sumbolik�
a ∼ b↔ ∃f [f : a ։ b].>Onom�zoume plhj�rijmo toÜ sunìlou a tä sÔnolo Êsodunam�a tou ± prät� sqèsh Êsoplhjikìthta
|a| = {b | b ∼ a}.^Etsi, to sÔnolo ílwn tÀn plhjar�jmwn år�zetai ± tä sÔnolo-phl�ko t¨sqèsh Êsoplhjikìthta:

Card = {|a| | aεV }.<O årismä dikai¸netai eÖkola �pä t�n �pl¨ parat rhsh íti �∼ eÚnai sqèshÊsodunam�a.ParathroÜme íti k�je sÔnolo eÚnai Êsoplhjà mà tän áautì tou, �ra �n keistän plhj�rijmì tou, dhlad� aε|a|, gi� k�je a. >Ep�sh parathroÜme íti täkenä sÔnolo dàn mporeØ n� eÚnai plhj�rijmo kanenä sunìlou.Porisma 1.7.2. Gi� íla t� a, b, êqoume:1. a ∼ b→ P(a) ∼ P(b)2. PP1(a) ∼ P1P(a)3. P(a) ∼ {0, 1}a.>Apìdeixh. ^Amesa, �pä t� 1.6.13, 1.6.14 kaÈ 1.6.11.Orismo 1.7.3. Tä sÔnolo a êqei ligìtera stoiqeØa �pä tä b, �nn Íp�rqei1-1 (kaÈ îqi âpÈ) sun�rthsh �pä tä a stä b. Sumbolik�,
|a| < |b| ↔ ∃f [f : a  b].ParathroÜme íti |a| 6 |b| ↔ |a| < |b| ∨ a ∼ b.EÖkola �podeiknÔetai íti � 6 eÚnai sqèsh diat�xew.Mà trìpo parìmoio ípw kaÈ st�n ZFC (bl. p.q. [6℄) �podeiknÔetai täJewrhma 1.7.4 (Schröder-Bernstein). Gi� íla t� a, b ÊsqÔei
|a| 6 |b| ∧ |b| 6 |a| → a ∼ b.



18 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFJewrhma 1.7.5. Gi� k�je sÔnolo a ÊsqÔei
|P1(a)| < |P(a)|.>Apìdeixh. >Apä t�n tautotik� sun�rthsh {x} 7→ {x} êqoume |P1(a)| < |P(a)|.J� de�xoume t¸ra íti P1(a) 6∼ P(a). ^Estw prä �topo íti P1(a) ∼ P(a).Tìte Íp�rqei f : P1(a) ։ P(a). JewroÜme t�n kl�sh

b = {y | yεa ∧ y 6εf({y})}.<O tÔpo yεb ↔ yεa ∧ y 6 εf({y}) eÚnai diastrwmatwmèno. ^Ara, � kl�sh beÚnai sÔnolo kaÈ m�lista ÍposÔnolo toÜ a. >Epeid� � f eÚnai âp�, Íp�rqei sεat.w. f({s}) = b. Tìte, gi� k�je yεa ÊsqÔei
yεf({s})↔ yεb↔ y 6εf({y}).Jètonta y = sεa, � prohgoÔmenh g�netai

sεf({s})↔ s 6εf({s}),pr�gma �topo.Stä shmeØo aÎtä prèpei n� k�noumia mi� parat rhsh. St� sun jh sunolo-jewr�a ÊsqÔei tä Je¸rhma toÜ Cantor

|a| < |P(a)|.St�n NF, �rkeØ n� parathr soume íti aÎtä dàn ÊsqÔei; stereØtai no mato,giatÈ sà k�je diastrwm�twsh poÌ perièqei tä a, � bajm�da toÜ P(a) eÚnaimegalÔterh t¨ bajm�da toÜ a kat� 1, �ra oÉ plhj�rijmo� tou dàn mporoÜnn� sugkrijoÜn metaxÔ tou.Perissìtera gi� aÎtä j� poÜme sà ápìmenh ánìthta. >EdÀ j� stajoÜmemìno st�n �ntimet¸pish toÜ paradìxou toÜ Cantor. St�n kantorian� jewr�asunìlwn tä je¸rhma Cantor sunep�getai t�n �nisìthta |V | < |P(V )|. AÎt�ímw dàn ÊsqÔei st�n NF, �foÜ profanÀ V = P(V ). Mà t�n �pìrriyhtoÜ jewr mato, ± steroÔmenou no mato, �porr�ptetai kaÈ � prohgoÔmenh�nisìthta, åpìte �ntimetwp�zetai tä par�doxo.Lhmma 1.7.6. Gi� íla t� a, b,
a ∼ b↔ P1(a) ∼ P1(b).>Apìdeixh. Gi� tä eÎjÔ, doje�sh mi� f : a ։ b, kataskeu�zw t� sun�rthsh

g : P1(a)→ P1(b) mà tÔpo g({x}) = {f(x)} kaÈ de�qnoume íti eÚnai 1-1 kaÈ âp�.Gi� tä �nt�strofo, jewroÜme mi� g : P1(a) ։ P1(b) kaÈ �podeiknÔoume íti� f : a→ b mà tÔpo
f(x) = tä monadikä yεb t.w. g({x}) = {y}



1.7. PLHJ�ARIJMOI 19eÚnai 1-1 kaÈ âp�.Tä mìno stä åpoØo �x�zei n� stajoÜme eÚnai íti oÉ kataskeuazìmene su-nart sei klhronomoÜn t� strwmatopo�hs  tou �pä tÈ dojeØse. Pr�gmati,sà k�je diastrwm�twsh poÌ perièqei tä x, �n t� f(x) kaÈ x êqoun t�n Òdiabajm�da, tìte tä Òdio ÊsqÔei kaÈ gi� t� {f(x)} kaÈ {x}. gi�Mà qr sh tÀn Òdiwn sunart sewn prokÔptei kaÈ täLhmma 1.7.7. Gi� íla t� a, b ÊsqÔei
|a| < |b| ↔ |P1(a)| < |P1(b)|.Lhmma 1.7.8. Gi� íla t� a, b ÊsqÔei P1(a× b) ∼ P1(a)× P1(b).>Apìdeixh. JewroÜme t� sun�rthshP1(a×b)→ P1(a)×P1(b) mà tÔpo f({〈x, y〉}) =

〈{x}, {y}〉 kaÈ parathroÜme eÖkola íti eÚnai �mf�esh.ProfanÀ, âp�sh ÊsqÔei tä ápìmeno l¨mma:Lhmma 1.7.9. Gi� íla t� a, b, �n a ∩ b = ∅, tìte P1(a) ∩ P1(b) = ∅ kaÈ
P1(a ∪ b) = P1(a) ∪ P1(b).P�me t¸ra n� år�soume pr�xei stoÌ plhjar�jmou.Orismo 1.7.10. <Or�zoume prìsjesh kaÈ pollaplasiasmä plhjar�jmwn, ±áx¨: Gi� ílou toÌ κ = |a|, λ = |b|εCard, år�zoume:
• κ+ λ = |a ∪ b| gi� a ∩ b = ∅

• κ · λ = |a× b|<H dikaiolìghsh tÀn årismÀn prokÔptei �mesa �pä t� 1.7.8 kaÈ 1.7.9.Orismo 1.7.11. VEna plhj�rijmo lègetai peperasmèno, ítan k�je stoi-qeØo tou eÚnai peperasmèno. <Epomènw tä sÔnolo tÀn peperasmènwn plhja-r�jmwn eÚnai
FCard = P(Fin) ∩ Card.Jewrhma 1.7.12. OÉ peperasmènoi plhj�rijmoi eÚnai �kribÀ oÉ fusikoÈ�rijmo�. Dhlad�

N = FCard.>Apìdeixh. {⊆} J� de�xoume íti N ⊆ FCard. ^Estw nεN kaÈ aεn. Tìte aε∪N.^Ara aεFin. ^Ara N ⊆ Fin �ra NεP(Fin).Mènei n� de�xoume íti nεCard gi� k�je nεN. Mà âpagwg :B�sh: 0 = {∅} = {a | a ∼ ∅} = |∅|εCard.



20 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Epag. b¨ma: ^Estw n = |a|εCard. J� de�xoume íti S(n)εCard. EÚnai:
S(n) = {a ∪ {x} | aεn ∧ x 6εa}

= {a ∪ {x} | aεn ∧ {x} ∩ a = ∅}VOla t� stoiqeØa toÜ S(n) eÚnai Êsoplhj¨. Pr�gmati, êstw a∪{x}, b∪{y}εS(n).Tìte a, bεn. VOmw, �pä E.U., tä n eÚnai plhj�rijmo �ra a ∼ b �ra Íp�rqei
f : a ։ b kaÈ {x} ∩ a = {y} ∩ b = ∅. ^Etsi, år�zetai �mf�esh

{x} ∪ a ։ {y} ∩ bmà tÔpo
t 7→

{

f(t) , tεa
y , t = x^Ara, S(n)εCard.{⊇} ^Estw κεCard kaÈ κ ⊆ Fin. Tìte gi� k�je aεκ, aεFin. ^Ara Íp�rqei

nεN t.w. aεn. >Apä tä {⊆} épetai íti nεCard. ^Ara tä sÔnolo a �n kei sàdÔo plhjar�jmou κ, n, ápomènw κ = n. ^Ara, κεN.EÚnai profanà íti:Protash 1.7.13. VEna sÔnolo eÚnai peperasmèno, �nn å plhj�rijmì toueÚnai peperasmèno, dhlad�
aεFin↔ |a|εFCard.Sundu�zonta t¸ra t� 1.7.10 kaÈ 1.7.12, êqoume íti oÉ pr�xei prìsjeshkaÈ pollaplasiasmoÜ stoÌ fusikoÌ �rijmoÌ år�zontai âk nèou ± áx¨:

m+ n = {a ∪ b | aεm ∧ bεn ∧ a ∩ b = ∅},

m · n = {a× b | aεm ∧ bεn},gi� ílou toÌ m,nεN.Jewrhma 1.7.14. OÉ dÔo årismoÈ t¨ prìsjesh fusikÀn �rijmÀn taut�-zontai.>Apìdeixh. Gi� t�n eÎkol�a t¨ �pìdeixh, eÊs�goume tä proswrinä sÔmbolo ⊕gi� t�n prìsjesh plhjar�jmwn. J� �pode�xoume íti
(∀mεn)[m⊕ n = m+ n],mà âpagwg� stän fusikä n.



1.7. PLHJ�ARIJMOI 21B�sh: Gi� íla t� m êqoume:
m⊕ 0 = {a ∪ b | aεm ∧ bε0 ∧ a ∩ b = ∅}

= {a ∪ b | aεm ∧ b = ∅}

= {a ∪ ∅ | aεm}

= {a | aεm}

= mkaÈ m+ 0 = m, �pä 1.6.6. ^Ara m⊕ 0 = m+ 0.>Epagwgikä b¨ma: <Upojètoume íti m ⊕ n = m + n kaÈ j� de�xoume íti
m⊕ S(n) = m+ S(n), gi� íla t� mεN).EÚnai:

m⊕ S(n) = {a ∪ b | aεm ∧ bεS(n) ∧ a ∩ b = ∅}

= {a ∪ b | aεm ∧ b = x ∪ {x} ∧ cεn ∧ x 6εc ∧ x 6εa}

= {a ∪ (c ∪ {x}) | aεm ∧ cεn ∧ x 6εa ∪ c, a ∩ c = ∅}

= {(a ∪ c) ∪ {x} | a ∪ cεm⊕ n ∧ (a ∪ c) ∩ {x} = ∅}

= S(m⊕ n)

= S(m+ n), �pä E.U.
= m+ S(n), �pä 1.6.6.>EntelÀ ímoia �podeiknÔetai ítiJewrhma 1.7.15. OÉ dÔo årismoÈ toÜ pollaplasiasmoÜ stoÌ fusikoÌ�rijmoÔ taut�zontai .Orismo 1.7.16. <Or�zoume t� fusik� di�taxh tÀn plhjar�jmwn, ± áx¨:

κ 6 λ↔ (∀aεκ)(∀bελ)[|a| < |b|],gi� ílou toÌ plhjar�jmou κ, λ.>Apä tän årismä 1.7.3 fa�netai eÖkola ítiLhmma 1.7.17. <H dom� 〈Card,6Card〉 eÚnai d.sv.Jewrhma 1.7.18. OÉ 6Card kaÈ 6N taut�zontai gi� fusikoÌ �rijmoÔ.>Apìdeixh. QrhsimopoiÀnta t� 1.6.6 kaÈ 1.7.14, �rkeØ n� �pode�xoume íti
m 6Card n↔ (∃k)[m⊕ k = n],ípou ⊕ tä proswrinä sÔmbolo poÌ �nafèrjhke nwr�tera.



22 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF(→) ^Estw m 6Card n kaÈ tuqaØa aεm, bεn. >Apä tän årismì, a � b, �raÍp�rqei f : a  b. <Or�zoume d = b− f [a] kaÈ c = f−1[d] = f−1[b− f [a]].ParathroÜme íti a ∩ c = ∅. >Ep�sh,
a ∪ c = a ∪ f−1[d] = f−1[f [a]] ∪ f−1[d] = f−1[f [a] ∪ d] = f−1[b] ∼ b.<Epomènw, m⊕ k = n, gi� k = |c|.(←) ^Estw m⊕ k = n. Tìte a∪ c = b, gi� aεm, bεn, cεk kaÈ a∩ c = ∅. Tìte,

a � a ∪ c = b, �ra a � b. ^Ara, m 6Card n.1.8 <O telest� T kaÈ tä �x�wma �r�jmhshEÒdame st�n prohgoÔmenh ánìthta íti � m� ÊsqÌ toÜ jewr mato toÜ Cantor
|a| < |P(a)| st�n NF æfe�letai îqi sà lìgo oÎs�a (tä dunamosÔnolo P(a)år�zetai mà tän Òdio trìpo ípw kaÈ st�n ZFC), �ll� sà lìgou tÔpou: sà k�jediastrwm�twsh poÌ perièqei tä a, t� P(a) kaÈ a êqoun diaforetikà bajm�de._An ímw st� jèsh toÜ a p�roume tä P1(a), tìte tä je¸rhma ÊsqÔei! ^Eqeiândiafèron n� doÜme t� �ll�zei. <W prä tä tupikä jèma, eÚnai safà íti
xεa ↔ {x}εP1(a), pr�gma poÌ �neb�zei t� bajm�da toÜ �risteroÜ mèlout¨ �nisìthta kat� éna. <W prä t�n oÎs�a, t� stoiqeØa xεa kaÈ {x}εP1(a)sumperifèrontai mà tän Òdio trìpo, par� íti eÚnai diaforetik�.<Up�rqei dhlad� mi� ênnoia {ÊsomorfismoÜ}, kat� t�n �lgebrik� årolog�a,poÌ �x�zei n� melethjeØ Êdia�tera. Prokeimènou n� tä k�noume, år�zoume tänparak�tw telest :Orismo 1.8.1. <Or�zoume tän gn sio telest� T : Card→ Card mà tÔpo

T (|a|) = |P1(a)|.EÚnai safà íti å T dàn �poteleØ sun�rthsh, kaj° t� T (κ) kaÈ κ, êqoundiaforetik` bajm�da sà k�je diastrwm�twsh poÌ t� perièqei. VOmw Ékano-poieØtai profanÀ � sqèsh
(∀κεCard)(∃!λεCard)[T (κ) = λ],pr�gma poÌ dikaiologeØ tän årismì.Lhmma 1.8.2. <O T eÚnai 1-1, �ll� îqi âp�.>Apìdeixh. ^Estw plhj�rijmoi κ = |a|, λ = |b| t.w. T (κ) = T (λ). Tìte

|P1(a)| = |P1(b)| �ra eÖkola |a| = |b|, åpìte κ = λ.



1.8. �O TELEST�HS T KA�I T�O�AX�IWMA �AR�IJMHSHS 23<Upojètoume prä �topo íti å T eÚnai âp�. Tìte T (|V |) = |V |, dhlad�
|P1(V )| = |V |, �ra Íp�rqei g : V ։ P1(V ). JewroÜme tä sÔnolo

a = {xεV | g(x) = {x}}.Gi� k�je x ÊsqÔei xεa ↔ g(x) = ι(x), dhlad� g ↾ a = ι. VOmw � g eÚnaisun�rthsh kaÈ tä a sÔnolo, �ra kaÈ � ι eÚnai sÔnolo; �topo.Lhmma 1.8.3. Gi� k�je fusikä n, å T (n) eÚnai fusikä kaÈ m�lista ÊsqÔei
T (S(n)) = S(T (n)). VEpetai íti T ↾ N : N ։ N.>Apìdeixh. J� t� de�xoume mà âpagwg� stä n. St� b�sh eÚnai fanerä íti
T (0) = T (|∅|) = |P1(∅)| = |∅| = 0εN. Gi� tä âpagwgikä b¨ma, êqoume
T (S(n)) = T (|a ∪ {x}|) = |P1(a ∪ {x})| = · · · = |P1(a)| + |P1({x})| =
T (n) + 1εN.J� de�xoume t¸ra íti gi� k�je fusikä m Íp�rqei fusikä n t.w. T (n) =
m, mà âpagwg� stä m. _An m = 0 tìte T (0) = 0. _An m = 1 eÖkola�podeiknÔetai íti T (1) = 1. ^Estw m > 1. Tìte m = S(n) = SS(k) gi�k�poia n, kεN. >Apä t�n E.U. épetai íti n = T (k). ^Ara, m = S(n) =
S(T (k)) = T (S(k)) = T (n).Protash 1.8.4. <O T diathreØ t�n prìsjesh kaÈ tän pollaplasiasmä plh-jar�jmwn, dhlad� gi� ílou toÌ κ, λεCard,a) T (κ+ λ) = T (κ) + T (λ)b) T (κλ) = T (κ) · T (λ).VEpetai íti å T eÚnai ândomorfismä toÜ Card kaÈ Êsomorfismä toÜ N, kat�t�n �lgebrik� ênnoia.>Apìdeixh. a) ^Estw κ = |a| kaÈ λ = |b|, gi� a ∩ b = ∅. Tìte κ⊕ λ = |a ∪ b|.ParathroÜme eÖkola íti P1(a) ∩ P1(b) = ∅ kaÈ Ípenjum�zoume, �pä tä1.7.9, íti

P1(a ∪ b) = P1(a) ∪ P1(b).T¸ra � âpal jeush t¨ Êdiìthta eÚnai eÖkolh.b) ^Estw κ = |a| kaÈ λ = |b|. Tìte κ⊙λ = |a×b|. Mà qr sh toÜ 1.7.8 épetaieÖkola � zhtoÔmenh.Lhmma 1.8.5. Gi� ílou toÌ plhj�rijmou κ, λ ÊsqÔei
κ 6 λ↔ T (κ) 6 T (λ).



24 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. ^Estw κ = |a| kaÈ λ = |b|, ípou a, b tuqaØa sÔnola. Tìte, � sqèshprä �pìdeixh eÚnai ÊsodÔnamh mà t�n
|a| 6 |b| ↔ |P1(a)| 6 |P1(b)|,poÌ eÚnai gnwst� �pä tä 1.7.8.T¸ra j� år�soume t�n pr�xh t¨ âkjetopo�hsh fusikÀn �rijmÀn kaÈ plhja-r�jmwn, mi� diadikas�a st�n åpo�a âmplèketai å telest� T .Orismo 1.8.6. Gi� ílou toÌ fusikoÌ m,n år�zoume

{

m0 = 1
mS(n) = mn ·mkaÈ gi� ílou toÌ plhjar�jmou κ = |a|, λ = |b|

κλ = |ab|.PrÀta prèpei n� de�xoume t� sumfwn�a tÀn dÔo årismÀn gi� fusikoÌ�rijmoÔ.Protash 1.8.7. OÉ dÔo årismoÈ t¨ âkjetopo�hsh sumfwnoÜn gi� fusi-koÌ �rijmoÔ.>Apìdeixh. J� de�xoume íti �pä tän genikä årismä gi� ílou tou plhjar�jmouépetai å sugkekrimèno gi� toÌ peperasmènou plhjar�jmou, dhlad� toÌfusikoÌ �rijmoÔ. J� tä k�noume mà âpagwg� stä n. Tä �nt�strofo g�netaimà tän Òdio �kribÀ trìpo.<Upojètoume íti m = |a|, n = |b|. St� b�sh êqoume n = 0, åpìte b = ∅kaÈ � mình sun�rthsh ∅ → a eÚnai � ken� sun�rthsh. ^Ara, |a∅| = 1. ^Ara,
m0 = 1.^Estw t¸ra bεS(n) kaÈ � prìtash ÊsqÔei gi� n. Tìte b = c ∪ {x} gi�
cεn, x 6εc. ParathroÜme íti k�je sun�rthsh f : b → a âp�gei mi� sun�rthsh
f1 : c→ a kaÈ mi� f2 : {x} → a, dhlad� éna zeÜgo 〈f1, f2〉ε(a

c × a{x}). ^Ara,
mS(n) = |ac × a{x}| = |ac| · |a{x}| = mn ·m.EÖkola �podeiknÔontai gi� ílou toÌ fusikoÌ m,n, k oÉ Êdiìthte1. mn+k = mn ·mk2. (m · n)k = mk · nk



1.8. �O TELEST�HS T KA�I T�O�AX�IWMA �AR�IJMHSHS 253. (mn)k = mn·k.J� d¸soume t¸ra énan eÊdikä årismä t¨ âkjetopo�hsh plhjar�jmwn, gi�t�n per�ptwsh ípou � b�sh ÊsoÜtai mà tän �rijmä 2. <O lìgo poÌ tä k�noumej� faneØ sà l�go.Orismo 1.8.8. Gi� k�je plhj�rijmo λ, år�zoume tän 2λ ± áx¨:
2λ =

{

|P(a)|, ∃a[λ = |P1(a)|]
∅, �lliÀ>IsodÔnama, år�zoume

2λ = T (λ)PrÈn de�xoume íti oÉ dÔo årismoÈ taut�zontai gi� λ = 2, � k�noume mi�ândiafèrousa parat rhsh.St� sun jh sunolojewr�a, ÊsqÔei íti
|x| = n→ |P(x)| = 2n.AÎt� � sqèsh ÊsodunameØ mà t�n P(x) ∼ 2x, poÌ st�n NF dàn ÊsqÔei, �foÜoÉ bajm�de tÀn P(x) kaÈ x2x eÚnai diaforetikè, sà tuqoÜsa diastrwm�twshpoÌ perièqei tä x.>Ant� aÎt¨, ÊsqÔei k�ti �llo (poÌ ípw perimènoume, perièqei tän telest�

T ):Jewrhma 1.8.9. Gi� k�je x, ÊsqÔei P(x) ∼ 2P1(x). VEpetai íti
|x| = n→ |P(x)| = 2T (n).>Apìdeixh. Kat� �rq�, parathroÜme íti oÉ bajm�de tÀn P(x) kaÈ 2P1(x) eÚ-nai Òse, sà tuqoÜsa diastrwm�twsh poÌ perièqei tä x. T¸ra, � 1-1 kaÈ âpÈsun�rthsh poÌ zht�me eÚnai aÎt� poÌ �peikon�zei tä tuqaØo x ⊆ a st� qara-kthristik� sun�rthsh χP1(x) : P1(x)→ 2.Protash 1.8.10. OÉ dÔo årismoÈ t¨ âkjetopo�hsh plhjar�jmwn taut�-zontai, ítan b�sh t¨ dÔnamh eÚnai tä 2.>Apìdeixh. >ArkeØ n� de�xoume íti å genikä årismä 1.8.6 sunep�getai tän1.8.8. ^Estw b = P1(c), gi� k�poio sÔnolo c kaÈ |a| = 2, �ra a = {x, y} gi�k�poia x 6= y. Tìte, �pä tä prohgoÔmeno je¸rhma êqoume
2λ = |{x, y}P1(c)| = |P(c)|.



26 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NFP�me t¸ra sà éna �llo jèma. St� sun jh sunolojewr�a ÊsqÔei íti tä sÔnolo
{0, 1, 2, . . . , n−1} tÀn mikrìterwn toÜ n fusikÀn �rijmÀn êqei plhjikìthta n.Prìkeitai gi� mi� sqèsh diaisjhtik� profan¨ poÌ qrhsimopoieØtai suneqÀ st�Majhmatik�. DustuqÀ st�n NF dàn ÊsqÔei p�nta. M�lista �podeiknÔetaiÊsodÔnamh mà tä �x�wma �r�jmhsh poÌ j� doÜme sà l�go.Protash 1.8.11. >Onom�zonta Nn = {mεN | m < n} tä �pìkomma toÜ Nmèqri n, êqoume

(∀nεN)[T 2(n) = n]↔ (∀nεN)[Nnεn].>Apìdeixh. (→) Kat� �rq�n parathroÜme íti å tÔpo Nnεn dàn eÚnai diastrw-matwmèno, giatÈ � bajm�da toÜ Nn) eÚnai kat� éna megalÔterh (kaÈ îqi mikrìte-rh) t¨ bajm�da toÜ n, sà k�je diastrwm�twsh poÌ perièqei tä n. Jètontaímw n = T 2(n), å tÔpo gr�fetai
NnεT

2(n)kaÈ g�netai diastrwmatwmèno. <H ÊsqÔ tou �podeiknÔetai eÖkola, mà âpagwg�sto n.(←) ^Estw t¸ra |Nn| = n. JewroÜme t� sqèsh
(∀nεN)(∀xεn)[P2

1 (x) ∼ Nn]. (⋆)<H (⋆) eÚnai diastrwmatwmènh kaÈ �podeiknÔetai mà âpagwg� stä n. St� b�sh(n = 0) êqoume íti x = ∅ �ra P2
1 (∅) = ∅ = Nn.^Estw íti � prìtash ÊsqÔei gi� n kaÈ êstw yεS(n). Tìte y = x ∪ {z},gi� xεn kaÈ z 6 εx. >Apä t�n E.U. Íp�rqei f : P2

1 (x) ։ Nn. Dedomènou íti
P2

1 (y) = {{z}}∪P2
1 (x), mporoÜme n� âpekte�noume t�n f di� t¨ �ntisto�qish

{{z}} 7→ n.>Apä t�n (⋆) épetai íti T 2(|x|) = n gi� |x| = n, �ra T 2(n) = n gi� k�jefusikä n.Lhmma 1.8.12. Gi� k�je nεN, T (n) = n↔ T 2(n) = n.>Apìdeixh. Tä eÎjÌ eÚnai profanè. Gi� tä �nt�strofo, Ípojètoume prä �topoíti T (n) 6= n. >Apä t� grammikìthta t¨ fusik¨ di�taxh toÜ N épetaiíti T (n) < n « T (n) > n. >Epeid� å T diathreØ t� di�taxh, � pr¸th d�nei
T 2(n) < T (n), �ra T (n) < n, �topo. <Omo�w � deÔterh d�nei T (n) > n, poÌeÚnai �topo.EÊs�goume t¸ra tä �x�wma �r�jmhsh (axiom of counting, CA):

(∀nεN)[T (n) = n] (CA)Tä �x�wma �r�jmhsh m� lèei íti å T �f nei �nallo�wtou ílou toÌfusikoÌ �rijmoÔ. AÎtä tä xèroume ¢dh gi� sugkekrimènou fusikoÌ �rij-moÔ, �ll� dàn mporoÜme n� tä �pode�xoume genik�.T¸ra, sundu�zonta t� 1.8.11 kaÈ 1.8.12 êqoume íti



1.9. DIATAKTIKO�I �ARIJMO�I 27Protash 1.8.13. Tä �x�wma �r�jmhsh eÚnai ÊsodÔnamo mà t�n prìtash
(∀nεN)[T (n) = n].Orismo 1.8.14. VEna sÔnolo a lègetai kantorianä (cantorian), �nn a ∼
P1(a). Sumbol�zoume Can(a).Protash 1.8.15. Gi� íla t� sÔnola a, b ÊsqÔei:1. [Can(a) ∧ a ∼ b]→ Can(b)2. Can(a)→ Can(P(a))3. [Can(a) ∧ Can(b)]→ Can(a× b).4. [Can(a) ∧ Can(b) ∧ a ∩ b = ∅]→ Can(a ∪ b).>Apìdeixh. (1) >Apä tä 1.7.6.(2) >Apä t� 1.7.2 kaÈ 1.6.14.(3) ^Estw a ∼ P1(a) kaÈ b ∼ P1(b). >Apä tä 1.7.8 êqoume

a× b ∼ P1(a)× P1(b) ∼ P1(a× b).(4) ^Estw a ∼ P1(a) kaÈ b ∼ P1(b). >Apä tä 1.7.9 êqoume
a ∪ b ∼ P1(a) ∪ P1(b) ∼ P1(a ∪ b).Orismo 1.8.16. Tä sÔnolo a lègetai ÊsqurÀ kantorianä (strongly can-

torian), �nn Íp�rqei � sun�rthsh
ι ↾ a = {〈x, {x} | xεa}.Sumbolismì: stcan(a).ProfanÀ,Protash 1.8.17. K�je ÊsqurÀ kantorianä sÔnolo eÚnai kantorianì.1.9 DiataktikoÈ �rijmoÈJewrhma 1.9.1 (>Arq� Íperpeperasmènh âpagwg¨). ^Estw 〈a,6〉 k.d.sv.kaÈ b tuqaØo sÔnolo. _An

(∀xεb)[sega(x) ⊆ b→ xεb],tìte a ⊆ b.



28 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. Prä �topo, êstw íti a − b 6= ∅. Tìte tä a − b êqei âl�qistostoiqeØo x kaÈ ÊsqÔei íti seg(x) ⊆ b. Pr�gmati, �n tεseg(x) tìte t < x, åpìte
tεb, giatÈ �lliÀ j� ªtan ápìmeno toÜ x, âx årismoÜ.>Apä t�n Ípìjesh épetai íti xεb, �topo.Jewrhma 1.9.2 (>Arq� Ípeperasmènh �nadrom¨). ^Estw 〈a,6〉 kaÈ su-n�rthsh

F :
(

{seg(x)|xεa} → V
)

→ P1((V ).<Up�rqei monadik� sun�rthsh f : a→ V t.w. gi� k�je xεa,
{f(x)} = F (f ↾ seg(x)).>Apìdeixh. ^Estw xεa, tuqaØo �ll� stajerì. <Upojètoume íti gi� k�je y < xÍp�rqei monadik� gy : seg(y)→ V t.w.
{gy(z)} = F (gy ↾ seg(z))gi� k�je zεseg(x).Jètoume

h =
(

⋃

{gy|y < x}) ∪
(

⋃

{{x} × F (gy)|y < x}).^Estw z 6 x. Tìte z 6 y gi� k�poio y < x « z = x. ^Eqoume loipän dÔopeript¸sei:Per�ptwsh 1: _An zεseg(y) gi� k�poio y < x. Tìte h(z) = gy(z), �pä tänårismä t¨ h, �ra eÚnai monadik� gi� tä y kaÈ ÉkanopoieØ t�n Êdiìthta.Per�ptwsh 2: _An z = x, tìte
h(z) = tä monadikä u t.w. {u} = F (gy) gi� k�poio y < x.Tìte {h(z)} = {u} = F (gy) = F (h ↾ seg(x)), gi� k�poio y < x.^Ara, � h êqei tÔpo

h(z) =

{

gy(z), �n Íp�rqei y t.w.z 6 y < x
u, �n z = x kaÈ {u} = F (gy) gi� k�poio y < x.>Apä t� parap�nw, qrhsimopoiÀnta tä 1.9.1 sun�goume íti gi� k�je xεaÍp�rqei monadik� gx : seg(x) → V t.w. {gx(z)} = F (gx ↾ seg(x)), gi� k�je

z 6 x.<Or�zoume tèlo f =
⋃

{gx | xεa}. >Apä t� mèqri t¸ra suz thsh g�netaiprofanà íti aÎt� eÚnai � zhtoÔmenh._A n� doÜme loipän pÀ qrhsimopoioÜntai st�n pr�xh oÉ �rqà Íperpepe-rasmènh âpagwg¨ kaÈ �nadrom¨. JewroÜme éna k.d.sv. 〈a,6〉.



1.9. DIATAKTIKO�I �ARIJMO�I 29St�n �rq� Íperpeperasmènh âpagwg¨, gi� n� de�xoume íti íla t� stoiqeØatoÜ a ÉkanopoioÜn mi� Êdiìthta (ÊsodÔnama, íti �n koun sà éna sÔnolo A),Ípojètoume íla t� stoiqeØa y < x �n koun stä A kaÈ �podeiknÔoume íti�n kei kaÈ tä x, gi� x tuqaØo �ll� stajerì stoiqeØo toÜ a.Paromo�w, gi� n� kataskeu�soume mi� sun�rthsh f p�nw sà íla t� stoi-qeØa toÜ a (dhlad� p�nw stä a), kataskeu�zoume sunart sei p�nw sà íla t�stoiqeØa y < x kaÈ kataskeu�zoume mi� tètoia sun�rthsh stä Òdio tä x, gi� xtuqaØo �ll� stajerä stoiqeØo toÜ a.Orismo 1.9.3. Stä sÔnolo WOrd tÀn kal� diatetagmènwn sunìlwn, år�-zoume t� sqèsh åmoiìthta ∼= ± áx¨:
〈a,6a〉 ∼= 〈b,6b〉 ↔ ∃f [f : a ։ b ∧ (∀x, yεa)[x 6a y ↔ f(x) 6b f(y)]].<H sun�rthsh f kaleØtai åmoiìthta.Lhmma 1.9.4. ^Estw 〈a,6a〉, 〈b,6b〉 k.d.sv. Tìte ÊsqÔei �kribÀ éna �pät� áx¨:1. T� 〈a,6a〉, 〈b,6b〉 eÚnai ímoia, kaÈ � metaxÔ tou åmoiìthta eÚnai monadik�(kat� prosèggish �ntistrof¨).2. T� 〈a,6a〉, 〈b,6b〉 dàn eÚnai ímoia, kaÈ � 6b eÚnai âpèktash mi� di�taxhímoia t¨ 6a.3. T� 〈a,6a〉, 〈b,6b〉 dàn eÚnai ímoia, kaÈ � 6a eÚnai âpèktash mi� di�taxhímoia t¨ 6b.>Apìdeixh. JewroÜme t� sun�rthsh

F (seg(x)) = {min(a− seg(x))}.>Apä tä 1.9.2 år�zetai � sun�rthsh h : a→ b mà tÔpo
h(x) = min(a− seg(x)).Gi� tuqaØa x, yεa profanÀ êqoume x 6a y ↔ h(x) 6b h(y). <Epomènw, � hdiathreØ t� di�taxh. ^Ara eÚnai 1-1.(1) <Upojètoume t¸ra íti 〈a,6a〉 ∼= 〈b,6b〉. J� kataskeu�soume mi� åmoiì-thta kaÈ j� de�xoume íti eÚnai � monadik , kat� prosèggish �ntistrof¨.^Estw k : a→ b tuqa�a åmoiìthta. <Upojètoume íti h(x) = h(y) gi� k�je

x <a x0 kaÈ mporoÜme eÖkola n� de�xoume íti h(x0) = k(x0), åpìte �pä tä1.9.1 j� prokÔyei íti h = k. Tä �potèlesma j� eÚnai íti Íp�rqei monadik�åmoiìthta, kaÈ aÎt� eÚnai � h.



30 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF(2) <Upojètoume t¸ra íti 〈a,6a〉 6∼= 〈b,6b〉. ^Ara, � h dàn eÚnai âp�,giatÈ �n�lliÀ j� ªtan kaÈ åmoiìthta, �topo. ^Ara, h[a] ( b. >Ep�sh, 〈a,6a〉 ∼=
〈h[a],6b〉. VEpetai íti � 6b eÚnai êpektash t¨ kal¨ di�taxh 6b↾ h[a], poÌeÚnai ímoia mà t�n 6a.(3) <Upojètoume kaÈ p�li íti 〈a,6a〉 6∼= 〈b,6b〉. >EntelÀ �nt�stoiqa mà í,tik�name j� mporoÔsame n� eÒqame kataskeu�sei t�n h ¹ste n� eÚnai h : b →
a. St�n per�ptwsh aÎt� j� katal game íti � 6a eÚnai êpektash t¨ kal¨di�taxh 6a↾ h[b], poÌ eÚnai ímoia mà t�n 6b.ProfanÀ, � åmoiìthta eÚnai sqèsh Êsodunam�a. <Or�zoume loiìn:Orismo 1.9.5. Tä sÔnolo Êsodunam�a k�je k.d.sv. 〈a,6a〉 mèsw t¨ åmoiì-thta ænom�zetai diataktikä tÔpo toÜ 〈a,6a〉 « diataktikä �rijmä kaÈ sum-bol�zetai

α = ord(〈a,6a〉) = J〈a,6a〉K.Tä sÔnolo ílwn tÀn diataktikÀn �rijmÀn (sÔnolo-phl�ko t¨∼=) sumbol�zetai
On.Sumbol�zoume tän diataktikä tÔpo toÜ 〈N,6N〉 mà ω:

ω = 〈N,6N〉.Orismo 1.9.6. <Or�zoume t� fusik� di�taxh tÀn diataktikÀn �rijmÀn
6On, ± áx¨, gi� ílou toÌ d.a. α, β:
α 6On β ↔ [α = β ∨ (∀〈a,6a〉εα)(∀〈b,6b〉εβ)(∃xεb)[〈a,6a〉 ∼= 〈segb,6

b↾ segb(x)〉]].Jewrhma 1.9.7. Tä 〈On,6On〉 eÚnai k.d.sv.>Apìdeixh. <H 6On eÚnai profanÀ merik� di�taxh kaÈ �pä tä 1.9.4 eÚnai gram-mik . ^Estw t¸ra A 6= ∅ sÔnolo d.a. J� de�xoume íti êqei âl�qisto stoiqeØo.^Estw αεA kaÈ 〈a,6a〉εα. JewroÜme tä sÔnolo
S = {xεa | 〈seg(x),6a↾ seg(x)〉ε ∪ A}.^Eqoume dÔo peript¸sei.Per�ptwsh 1: ^Estw S = ∅. _An dàn Íp�rqei β <On α, tìte profanÀ

α = min(A). _An Íp�rqoun β <On α, tìte jewroÜme éna. >Apä tän årismät¨ fusik¨ di�taxh, Íp�rqoun 〈b,6b〉εβ, xεa t.w.
〈b,6b〉 ∼= 〈sega,6

a↾ sega(x)〉.Tìte 〈segb,6
b↾ segb(x)〉εβ. JewroÜme prä �topo íti βεA. Tìte 〈segb,6

b↾

segb(x)〉ε ∪A, �ra xεS, �topo.



1.9. DIATAKTIKO�I �ARIJMO�I 31VEpetai íti gi� k�je β <On α, β 6εA. ^Ara, α = min(A).Per�ptwsh 2: ^Estw S 6= ∅. >Epeid� S ⊆ a, épetai íti tä S êqei âl�qistostoiqeØo x0. Tìte sega(x0) = {xεa | x <a x0} = ∅. >Epeid� x0εS, épetai íti
〈seg(x0),6

a↾ seg(x0)〉 = 〈∅,6a↾ ∅〉〈∅,6∅〉ε ∪ A, dhlad�
〈∅,6a↾ ∅〉εord(〈∅,6a↾ ∅〉)εA.>Ep�sh, dàn Íp�rqoun d.a. toÜ A mikrìteroi toÜ ord(〈∅,6a↾ ∅〉), giatÈ �nÍp¨rqe ord(〈b,6b〉) <On ord(〈∅,6∅〉), tìte j� Íp¨rqe xε∅ t.w.

〈b,6b∼= 〈seg(x),6∅〉 ∼= 〈∅,6a↾ ∅〉),ânÀ 〈b,6b 6=o 〈∅,6
a↾ ∅〉), �topo.^Ara, å ord(〈∅,6a↾ ∅〉) eÚnai tä âl�qisto stoiqeØo toÜ A.Sumbol�zoume mà Ω tän diataktikä tÔpo toÜ 〈On,6On〉, dhlad�

Ω = ord(〈On,6On〉).T� ápìmena dÔo l mmata dikai¸noun tän årismä toÜ telest¨ T :Lhmma 1.9.8. Gi� k�je k.d.sv. 〈a,6a〉 Íp�rqei to k.d.sv. 〈P1(a),6
a
1〉, ípou

{x} 6a
1 {y} ↔ x 6a y,gi� íla {x}, {y}εP1(a).Lhmma 1.9.9. Gi� íla t� k.d.sv. 〈a,6a〉, 〈b,6b〉, ÊsqÔei

〈a,6a〉 ∼= 〈b,6b〉 → 〈P1(a),6
a
1〉
∼= 〈P1(b),6

b
1〉.Orismo 1.9.10. <Or�zoume tän gn sio telest� T : On→ On mà tÔpo

ord(〈a,6a〉) 7→ ord(〈P1(a),6
a
1〉).AÎtä å telest� dàn eÚnai å Òdio mà tän �nt�stoiqo gi� plhjar�jmou kaÈdàn prèpei n� toÌ sugqèoume. <O lìgo poÌ êqoun tä Òdio înoma eÚnai ítik�noun tä Òdio pr�gma: >AntikajistoÜn t� qr sh toÜ a st� dojeØsa sunolo-jewrhtik� ênnoia mà tä P1(a), ¹ste n� �neb�soun t� bajm�da t¨ ênnoia kat�éna.Protash 1.9.11. <O telest� T diathreØ t� di�taxh, dhlad�

α 6On β ↔ α1 6On β1,gi� ílou toÌ d.a. α, β. VEpetai íti eÚnai 1-1.



32 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. (→) ^Estw α 6On β kaÈ 〈a,6a〉εα, 〈b,6b〉εβ. Tìte Íp�rqei yεbt.w.
〈a,6a〉 ∼= 〈segb(y),6

b↾ segb(y)〉.J� �pode�xoume íti
〈P1(a),6

a
1〉
∼= 〈segP1(b)({y}),6

b
1↾ segP1(b)({y})〉.^Estw f : a ։ segb(y) åmoiìthta. <Or�zoume t� sun�rthsh g : P1(a) →

segP1(b)({y}), mà tÔpo g({x}) = {f(x)}. ^Hdh xèroume íti � g, �n Íp�rqei,diathreØ t� di�taxh kaÈ eÚnai ênesh.(←) ^Estw α1 6On β1 kaÈ 〈a,6a〉εα, 〈b,6b〉εβ. Tìte Íp�rqei {y}εP1(b) t.w.
〈P1(a),6

a
1〉
∼= 〈segP1(b)({y}),6

b
1↾ segP1(b)({y})〉.J� �pode�xoume íti

〈a,6a〉 ∼= 〈segb(y),6
b↾ segb(y)〉.^Estw g : P1(a) ։ segP1(b)({y}). Prèpei n� broÜme mi� åmoiìthta

f : a ։ segb(y).D�noume tän tÔpo t¨ f ,
f(y) = ∪g({y})kaÈ met� eÚnai eÖkolo.Kle�noume t�n ánìthta, �nafèronta qwrÈ �pìdeixh k�poie Êdiìthte toÜtelest¨ T metaxÌ diataktikÀn.Protash 1.9.12. a) _An α = ord(〈a,6a〉) tìte T (α) = ord(〈{sega(x)|xεa},⊆

〉).b) Gi� k�je αεOn ÊsqÔei T 2(α) = ord(〈segOn(α),6On).g) T 2(Ω) = ord(〈segOn(Ω),6On〉)d) T 2(Ω) <On Ω.1.10 >Asumbatìthta toÜ �xi¸mato âpilo-g¨ mà t�n NF>Onom�zoume �x�wma âpilog¨ (A.E.) mi� �pä tÈ áx¨ dÔo ÊsodÔname prot�-sei:
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• K�je sÔnolo êqei sun�rthsh âpilog¨ (ípou � ênnoia t¨ sun�rthshâpilog¨ år�zetai mà di�forou trìpou) kaÈ
• Gi� k�je sÔnolo Íp�rqei mi� kal� di�taxh; épetai íti tä sÔnolo
〈Card,6Card〉 eÚnai kal� diatetagmèno (�rq� t¨ kal¨ di�taxh).Beba�w, gnwr�zoume íti st� sun jh sunolojewr�a Íp�rqoun p�nw �päákatä ÊsodÔname diatup¸sei th. Sà aÎt� t�n ánìthta m� �rkoÜn aÎtà oÉdÔo diatup¸sei.Skopì ma eÚnai n� �pode�xoume íti st�n NF ÊsqÔei � �rnhsh toÜ �xi¸-mato âpilog¨. J� de�xoume dhlad� íti

⊢NF ¬(AE).AÎtä eÚnai Òsw tä piä �nap�nteqo �potèlesma aÎt¨ t¨ jewr�a, mà ânde-qìmene �rnhtikà sunèpeie st� jemel�wsh tÀn MajhmatikÀn kaÈ kur�w t¨>An�lush, kaÈ æfe�letai stän Specker. >AkoloujÀnta tä [8℄, j� de�xoume ítitä sÔnolo NF+(AE) eÚnai �ntifatikì.<Upenjum�zoume íti 2κ = T (κ), gi� k�je plhj�rijmo κ. >Apä aÎtän épontaioÉ sqèsei 2|P1(a)| = |P(a)|, 2|P1(V )| = |V | kaÈ 2|P
2
1 (V )| = |V |.Lhmma 1.10.1. _An (AE), tìte

2κ = ∅ ↔ |P1(V )| <Card κ,gi� k�je plhj�rijmo κ.>Apìdeixh. QrhsimopoiÀnta tä AE, � prä �pìdeixh sqèsh g�netai
2κ 6= ∅ ↔ |P1(V )| > κ.(→) ^Estw 2κ 6= ∅. Tìte Íp�rqei a t.w. κ = |P1(a)| kaÈ 2|P1(a)| = |P(a)|.>Ep�sh, |P1(a)| 6 |P1(V )|, �ra |P1(V )| > |P1(a)| = κ.(←) ^Estw κ 6 |P1(V )|. Tìte Íp�rqei f : a  P1(V ). ^Ara, a ∼ f [a] kaÈ

|f [a]| 6 |P1(V )|. <Or�zoume
b = {x | {x}εf [a]}åpìte

tεP1(b)↔ ∃x[t = {x}]↔ tεf [a].^Ara, gi� tä b poÌ br kame a ∼ f [a] = P1(b). ^Ara, κ = |P1(b)|, ápomènw
2κ 6= ∅.Lhmma 1.10.2. _An κ = 2µ 6= ∅ tìte µ < κ.



34 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. ^Estw a t.w. µ = |P1(a)| kaÈ κ = |P(a)|. Tìte |P1(a)| 6 |P(a)|�ra P1(a)| < |P(a)|, �ra µ < κ.Lhmma 1.10.3. _An κ 6 λ kaÈ 2κ 6= ∅, 2λ 6= ∅ tìte 2κ 6 2λ.>Apìdeixh. <Up�rqoun a, b t.w. κ = |P1(a)| kaÈ λ = |P1(b)|. >IsqÔei íti
|P1(a)| 6 |P1(b)|. >Apä je¸rhma poÌ êqei �podeiqjeØ nwr�tera ÊsqÔei |a| 6 |b|,�ra Íp�rqei sun�rthsh f : a  b. Kataskeu�zoume t¸ra sun�rthsh g :
P(a)→ P(b) mà tÔpo g(x) = f [x] kaÈ parathroÜme íti eÚnai 1-1.Lhmma 1.10.4. Gi� íla m,nεN, ÊsqÔei T (m · n) = m · T (n).>Apìdeixh. T (m · n) = T (n+ · · ·+ n) = T (n) + · · ·+ T (n) = m · T (n).Lhmma 1.10.5. Gi� k�je mεN, ÊsqÔei m 6= T (m) + 1 kaÈ m 6= T (m) + 2.>Apìdeixh. >Efarmìzoume tä je¸rhma diairèsew stoÌ �rijmoÌ m kaÈ 3.<Up�rqoun n, r t.w.

m = 3 · n+ rkaÈ tä r pa�rnei �kribÀ m�a �pä tÈ timà 0, 1, 2. >Apä tä 1.8.4 épetai íti
T (m) = T (3) · T (n) + T (r), �ra T (m) = 3 · T (n) + r.<Upojètoume prä �topo íti m = T (m) + ℓ, gi� ℓ = 1, 2. Tìte êqoume

m = T (m) + ℓ �ra 3 · n+ r = 3 · T (n) + r + ℓ�ra 3 · (n− T (n)) = ℓ�ra 3|ℓ,poÌ eÚnai �topo.Protash 1.10.6. Gi� ílou toÌ plhj�rijmou κ, λ ÊsqÔei
κ 6 T (λ)↔ (∃µεCard)[κ = T (µ)].>Apìdeixh. Gi� tä eÎjÔ, êstw κ = |a|, λ = |b| kaÈ |a| 6 |P1(b)|. <Up�rqei

f : a  P1(b). Tìte, a ∼ f [a] ⊆ P1(b). <Or�zoume
c = {x | {x}εf [a]}.Tìte,

tεP1(c) ↔ (∃s)[t = {s} ∧ sεc]

↔ (∃s)[t = {s} ∧ {s}εf [a]]

↔ (∃s)[tεf [a]].^Ara, P1(a) = f [a] ∼ a. <Opìte jètonta µ = |c|, êqoume íti T (µ) = κ. Tä�nt�strofo eÚnai profanè.



1.10. �ASUMBAT�OTHTATOU�AXI�WMATOS�EPILOGHSM�ET�HNNF35Lhmma 1.10.7. _An (A.E.), tìte 2T (κ) 6= ∅ gi� k�je plhj�rijmo κ.>Apìdeixh. >Apä 1.10.1 xèroume íti gi� k�je µ,
2µ = ∅ ↔ |P1(V )| < µ.>Apä tä A.E., � prohgoÔmenh d�nei
2µ 6= ∅ ↔ |P1(V )| > µ.<Epomènw, �rkeØ n� de�xoume íti |P1(V )| > T (κ). ^Estw κ = |a|. Tìte

T (κ) = |P1(a)|. ^Eqoume P1(a) ⊆ P1(V ) �ra |P1(a)| 6 |P1(V )|.Lhmma 1.10.8. _An 2T (κ) 6= ∅ tìte T (2κ) = 2T (κ), gi� k�je plhj�rijmo κ.>Apìdeixh. >AfoÜ 2κ 6= ∅, Íp�rqei a t.w. κ = |P1(a)|. Tìte, T (κ) = |P2
1 (a)|,

2κ = |P(a)|. >Ep�sh, T (2κ) = |P1P(a)| kaÈ 2T (κ) = |PP1(a)|. Tä zhtoÔmenoépetai �pä tä 1.7.2.Orismo 1.10.9. Gi� k�je plhj�rijmo κ år�zoume tä sÔnolo
φ(κ) = {κ, 2κ, 22κ

, . . . }.Lhmma 1.10.10. <O årismä 1.10.9 eÚnai kalì.>Apìdeixh. ParathroÜme íti tä sÔnolo gr�fetai st� morf� φ(κ) =
⋂

Aκ,ípou
Aκ = {x | κεx ∧ (∀λεx)[∃a[λ = |P1(a)|]→ 2λεx]}.EÚnai fanerä íti tä Aκ �poteleØ sÔnolo, kaj° å tÔpo poÌ tä år�zei eÚnaiprofanÀ diastrwmatwmèno. <Epomènw, �pä tä 1.2.5, tä φ(κ) j� eÚnai âp�shsÔnolo.>Apä tän årismä parathroÜme eÖkola íti 2κ = ∅ → φ(κ) = {κ} kaÈ íti

φ(|V |) = {|V |}, �foÜ 2|V | = {|V |} eÚnai å mègisto plhj�rijmo; épetai íti
|φ(|V |)| = 1.Lhmma 1.10.11. _An (A.E.), tìte:a) _An κεφ(λ) tìte λ 6 κ.b) _An 2κ 6= ∅, tìte κ 6εφ(2κ).g) _An 2κ 6= ∅, tìte φ(κ) = {κ} ∪ φ(2κ).d) _An 2κ 6= ∅, tìte |φ(κ)| = |φ(2κ)|+ 1.



36 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. a) <Or�zoume t�n �kolouj�a plhjar�jmwn (λn)nεN mà tän �nadro-mikä årismä
{

λ0 = λ
λn+1 = 2λn>Apä t�n 1.10.2, � (λn) eÚnai aÖxousa �kolouj�a. >Ep�sh, �n 2κ = ∅, tìte� �kolouj�a êqei énan mìno íro, tän λ0. QwrÈ periorismä t¨ genikìthta,Ípojètoume íti 2κ 6= ∅ kaÈ mporoÜme eÖkola n� de�xoume mà âpagwg� stä n,qrhsimopoiÀnta kaÈ tä 1.10.2, íti
λn > λ0.^Eqoume t¸ra:

κεφ(λ)→ (∃nεN)[κ = λn]→ κ > λ0 → κ > λ.b) EÚnai
2κ 6= ∅

1.10.1
→ κ < 2κ (A.E.)

→ κ 6> 2κ (a)
→ κ 6εφ(2κ).g) ^Eqoume

φ(κ) = {κ, 2κ, 22κ

, . . . }

= {κ} ∪ {2κ, 22κ

, . . . }

= {κ} ∪ {λ, 2λ, . . . }, gi� λ = 2κ

= {κ} ∪ φ(λ), gi� λ = 2κ

= {κ} ∪ φ(2κ).d) ^Amesa, �pä (b) kaÈ (g).Lhmma 1.10.12. Gi� k�je κ, �n 2κ = ∅ tìte |φ(T (κ))| = 2 « 3.>Apìdeixh. >Apä t�n Ípìjesh êqoume:
|P1(V )| < κ, �pä 1.10.1�ra T (κ) > T (|P1(V )|) = |P2

1 (V )|, �pä 1.8.5�ra 2T (κ) > 2|P
2
1 (V )| = |P1(V )|, �pä 1.10.3.^Ara êqoume dÔo peript¸sei. _An 2T (κ) > P1(V ) tìte

φ(T (κ)) = {T (κ), 2T (κ)}._An 2T (κ) = |P1(V )| tìte 2|P1(V )| = |V |, �ra
φ(T (κ)) = {T (κ), |P1(V )|, |V |}.



1.10. �ASUMBAT�OTHTATOU�AXI�WMATOS�EPILOGHSM�ET�HNNF37Protash 1.10.13. _An (A.E.), gi� k�je plhj�rijmo κ ÊsqÔoun:a) _An φ(T (κ)) peperasmèno, tìte φ(κ) peperasmèno.b) _An φ(κ) peperasmèno, tìte φ(T (κ)) peperasmèno kaÈ âpiplèon
|φ(T (κ))| = T (|φ(κ)|) + r, gi� r = 1, 2.>Apìdeixh. a) J� qrhsimopoi soume âpagwg� stoÌ fusikoÌ �rijmoÌ gi� n�de�xoume íti

(∀nεN)[n = |φ(T (κ))| → |φ(κ)|εN].B�sh: ^Estw n = 2. Tìte φ(T (κ)) = {T (κ), 2T (κ)}, �ra 22T (κ)
6= ∅. >Apätä 1.10.7 épetai íti dàn Íp�rqei λ t.w. 2T (κ) = T (λ).^Estw t¸ra prä �topo íti 2κ 6= ∅. >Apä tä 1.10.8 épetai íti 2T (κ) = T (2κ),poÌ eÚnai �topo. <Epomènw 2κ = ∅. <Opìte, φ(κ) = {κ}, �ra |φ(κ)| = 1εN.>Epag. b¨ma: <Upojètoume íti tä zhtoÔmeno ÊsqÔei gi� n− 1 (ípou n > 4)kaÈ j� tä de�xoume gi� n. >AfoÜ n > 4 épetai �pä tä 1.10.12 íti 2κ 6= ∅.Xèroume íti

|φ(κ)| = |φ(2κ)|+ 1 �ra |φ(T (κ))| = |φ(2T (κ))|+ 1�ra |φ(2T (κ))| = n− 1�ra |φ(T (2κ))| = n− 1, �pä 1.10.8<Epomènw, � E.U. âfarmìzetai stä sÔnolo 2κ, �ra ÊsqÔei íti |φ(2κ)|εN. VEpe-tai íti |φ(κ)| = |φ(2κ)|+ 1εN.b) VOpw stä (a), j� �pode�xoume mà âpagwg� stoÌ fusikoÌ �rijmoÌ íti
(∀nεN)[n = |φ(κ)| → |φ(T (κ)) = T (|φ(κ)|) + r],gi� r = 1, 2.B�sh: Gi� n = 1 êqoume |φ(κ)| = 1 �ra φ(κ) = {κ} �ra 2κ = ∅ �ra �pä tä1.10.12
φ(T (κ)) = 1 + r = T (1) + r = T (|φ(κ)|) + r,gi� r = 1, 2.B¨ma: <Upojètoume íti tä zhtoÔmeno ÊsqÔei gi� n− 1 (ípou n > 3) kaÈ j�tä de�xoume gi� n. VOpw stä (a), � E.U. âfarmìzetai stä sÔnolo 2κ, dhlad�ÊsqÔei

|φ(T (2κ))| = T (|φ(2κ)|) + r.



38 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF^Eqoume, gi� r = 1, 2.
|φ(T (κ))| = |φ(2T (κ))|+ 1, �pä 1.10.11

= |φ(T (2κ))|+ 1, �pä 1.10.8
= T (|φ(2κ)|) + r + 1, �pä E.U.
= T (|φ(2κ)|) + r + T (1)

= T (|φ(2κ)|+ 1) + r, �pä 1.8.4
= T (|φ(κ)|) + r, �pä 1.10.11.Protash 1.10.14. _An (A.E.), tìte:a) <Up�rqei plhj�rijmo κ t.w. φ(κ) peperasmèno kaÈ T (κ) = κ.b) <Up�rqei fusikä n t.w. n = T (n) + r, gi� r = 1, 2.>Apìdeixh. a) ^Estw A = {κ | κεCard ∧ φ(κ)εFin}. Tä A eÚnai m� kenäÍposÔnolo toÜ Card, giatÈ |V |εA, åpìte, �pä (A.E.) êqei âl�qisto stoiqeØo

κ. ^Ara, φ(κ)εFin. >Apä 1.10.13, φ(T (κ))εFin kaÈ κ 6 T (κ), âk kataskeu¨toÜ κ.>Apä 1.10.6, Íp�rqei λεCard t.w. κ = T (λ). ^Ara, T (λ) 6 T 2(λ) �ra
λ 6 T (λ). >Apä 1.10.13, tä φ(λ) eÚnai peperasmèno, �ra λεA. ^Ara, κ 6 λ �ra
T (λ) 6 λ. ^Ara, T (λ) = λ. ^Ara, T (κ) = κ.b) ^Estw κ plhj�rijmo t.w. φ(κ) peperasmèno kaÈ T (κ) = κ. ^Estw n =
|φ(κ)|εN. >Apä 1.10.13(b),

n = |φ(κ)| = |φ(T (κ))| = T (|φ(κ)|)|+ r = T (n)|+ r,gi� r = 1, 2.Sun�goume t¸ra tä basikä je¸rhma t¨ ánìthta.Jewrhma 1.10.15 (Specker, 1953). St�n NF ÊsqÔei � �rnhsh toÜ �xi¸-mato âpilog¨.>Apìdeixh. >Apä t� 1.10.14(b) kaÈ 1.10.5 parathroÜme íti tä sÔnolo NF+(AE)eÚnai �ntifatikì, dhlad� NF + (AE) ⊢ ⊥. VEpetai NF ⊢ (AE) → ⊥ �ra
NF ⊢ ¬(AE), ípou mà ⊥ sumbol�zoume t�n tuqoÜsa �nt�fash.M�a �pä tÈ profaneØ sunèpeie toÜ parap�nw jewr mato eÚnai � Õparxh�pe�rwn sunìlwn. D�noume prÀta tän áx¨ årismì.



1.10. �ASUMBAT�OTHTATOU�AXI�WMATOS�EPILOGHSM�ET�HNNF39Orismo 1.10.16. VEna sÔnolo lègetai �peiro, �nn dàn eÚnai peperasmèno.Tä sÔnolo tÀn �pe�rwn sunìlwn år�zetai ±
Inf = V − FinkaÈ tÀn �pe�rwn plhjar�jmwn

InfCard = Card− FCard = Card− N.Porisma 1.10.17 (>Ax�wma toÜ �pe�rou). <Up�rqoun �peira sÔnola.>Apìdeixh. _An íla t� sÔnola ªtan peperasmèna, tìte j� eÚqan sun�rthshâpilog¨5, dhlad� j� ÉkanopoioÜsan t�n A.E. ^Atopo.>Apä t� 1.7.13 kaÈ 1.10.16 épetai ítiProtash 1.10.18. VEna sÔnolo eÚnai �peiro, �nn å plhj�rijmì tou eÚnai�peiro. Sumbolik�:
aεInf ↔ |a|εInfCard.>Ektä �pä t�n �pìdeixh toÜ 1.10.17, Íp�rqei kaÈ mi� �llh �pìdeixh t¨�rq¨ toÜ �pe�rou, poÌ dàn qrhsimopoieØ t� m� ÊsqÌ toÜ �xi¸mato âpilog¨.SÔmfwna mà tän T. Forster, � �pìdeixh eÚnai �dhmos�euth kaÈ æfe�letai stän

T. Specker; br�sketai stä [2℄.Jewrhma 1.10.19. Tä sÔnolo V eÚnai �peiro.>Apìdeixh. >ArkeØ n� �pode�xoume íti |V |εInfCard. Prä �topo, êstw |V |εFCard,dhlad� |V |εN. VOmw ÊsqÔei |V | = 2|P1(V )| = 2T (|V |), �ra Íp�rqei n = |V |εNt.w.
n = 2T (n).Tìte, �pä tä 1.10.8 épetai

T (n) = T (2T (n)) = 2T 2(n).ParathroÜme loipän íti t� n kaÈ T (n) êqoun t� morf� 22... mà {Õyh} k kaÈ
T (k), �nt�stoiqa. >Epeid� n = 2T (n) épetai íti k = T (k) + 1, poÌ eÚnai �topo�pä tä 1.10.5.Kle�noume t�n ánìthta mà éna teleutaØo je¸rhma.Jewrhma 1.10.20. Tä sÔnolo N eÚnai �peiro.5<H �pìdeixh eÚnai Òdia mà t�n �nt�stoiqh st�n ZF kaÈ mporeØ n� brejeØ st� [5℄ kaÈ [6℄.



40 KEF�ALAIO 1. �O K�OSMOS THS NF>Apìdeixh. >ArkeØ n� �pode�xoume íti å plhj�rijmo toÜ N dàn eÚnai pepera-smèno. ^Estw prä �topo íti ℵ0εN. Tìte Íp�rqei fusikä �rijmä n t.w.
ℵ0 = n. EÖkola �podeiknÔetai6íti |Nα| = |Nπ| = ℵ0, ípou mà Nα kaÈ Nπsumbol�zoume t� sÔnola tÀn �rtiwn kaÈ perittÀn fusikÀn, �nt�stoiqa, gi� t�åpoØa ÊsqÔoun Nα ∪ Nπ = N kaÈ Nα ∩Nπ = ∅. ^Eqoume loipìn:

|Nα|+ |Nπ| = N �ra n+ n = n �ra n = 0,�ra N = {∅} poÌ eÚnai �topo.

6Gi� �llh mi� for� parapèmpoume st� [5℄ kaÈ [6℄. <H �pìdeixh diathreØtai st�n NF�nallo�wth.



Kef�laio 2Tä prìblhma t¨ sunèpeia>Erqìmaste t¸ra stä z thma t¨ Êsosunèpeia. S� aÎt� t�n ârgas�a m�ândiafèrei n� melet soume tä prìblhma t¨ sunèpeia t¨ NF sà sqèsh mà t�sunèpeia t¨ ZFC, n� m�joume dhlad� �n ÊsqÔei � áx¨ sunepagwg :
ZFC sunep� =⇒ NF sunep .Sqedän íla t� �potelèsmata poÌ j� parousi�soume j� eÚnai t¨ morf¨

NF sunep� ⇐⇒ T sunep , gi� k�poia jewr�a T . St�n oÎs�a, t� �po-telèsmata j� eÚnai
(ZFC sunep� =⇒ NF sunep ) ⇐⇒ (ZFC sunep� =⇒ T sunep ).Dedomènh ímw t¨ logik¨ Êsodunam�a tÀn prot�sewn φ→ (χ1 ↔ χ2)kaÈ (φ→ χ1)↔ (φ→ χ2), poÌ ÊsqÔei sà k�je prwtob�jmio sÔsthma (�ra kaÈst� metaglÀssa ma, t�n ZFC, �foÜ ki aÎt� eÚnai prwtob�jmio sÔsthma), �parap�nw prìtash eÚnai logik� ÊsodÔnamh mà t�n

ZFC sunep� =⇒ (NF sunep  ⇐⇒ T sunep ).^Etsi, stÈ ápìmene ánìthte j� xekin�me mà t� (siwphr�) Ípìjesh íti � ZFCeÚnai sunep , kaÈ j� �podeiknÔoume tä �potèlesma st� morf�
NF sunep  ⇐⇒ T sunep .J� lème íti oÉ NF kaÈ T eÚnai ÊsosunepeØ.2.1 Montèla tÀn TST kaÈ NFOrismo 2.1.1. >Onom�zoume montèlo « prìtupo (model) t¨ TST, k�je

LTST -dom , dhlad� k�je dom� t¨ morf¨
A = 〈A0, A1, . . . , ε

A〉,ípou 41
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• k�je Ai eÚnai sÔnolo metablhtÀn t¨ ZFC, poÌ �ntistoiqoÜn sà meta-blhtà t¨ TST, bajm�da i, gi� k�je i ∈ N;
• � εA eÚnai dimel� sqèsh st� ZFC poÌ ármhneÔei t�n ε, dhlad�
xεAy ⇐⇒

[

A � xiεyi+1 kaÈ x ∈ Ai kaÈ y ∈ Ai+1 kaÈ oÉ x, y �ntistoiqoÜn st� xi, yi+1
]

.Pollà forà j� gr�foume éna montèlo st� morf� A = 〈A,∈A〉, Ípo-nooÀnta íti A = ∪iAi, dhlad� tä (Ai)i∈N eÚnai diamèrish toÜ A.>Ep�sh, j� shmei¸noume mà tä �nt�stoiqo pezä gr�mma t� metablht� t¨
ZFC poÌ j� Ípojètoume íti �ntistoiqeØ sà mi� metablht� t¨ TST, dhlad� j��pale�foume tän âkjèth poÌ dhl¸nei t� bajm�da.>EnnoeØtai íti � tupik� Êsìthta ármhneÔetai �pä t�n Êsìthta t¨ metagl¸s-sa, êtsi ¹ste

x = y ⇐⇒ A � xi = yi,gi� x, y ∈ Ai.Orismo 2.1.2. VEna montèlo A t¨ TST j� kaleØtai:1. sÔnhje (standard), �nn � εA eÚnai � ∈;2. metabatikì (transitive), �nn eÚnai sÔnhje kaÈ âpiplèon
x ∈ Ai+1 ⇒ x ⊆ Ai,gi� k�je i ∈ N.>Onom�zonta xA = {y ∈ Ai | yε

Ax} gi� k�je x ∈ Ai+1, êqoume íti tä AeÚnai sÔnhje �nn
xA = x ∩ AikaÈ íti eÚnai metabatikä �nn
xA = x.Orismo 2.1.3. Gi� k�je montèlo A = 〈A, εA〉 t¨ TST, år�zoume t� dom�

lc(A) = B = 〈B,∈〉 jètonta Bn = σ[An], gi� k�je n ∈ N, ípou � sun�rth-sh1σ : A→ V kat� ZFC år�zetai �nadromik� ± áx¨:
σ(x) = x, gi� k�je x ∈ A0

σ(x) = {σ(y) | y ∈ Ai kaÈ yεAx}, gi� k�je x ∈ Ai+1.1Tä swstä j� ªtan n� poÜme �ntisto�qish « k�ti tètoio (stä [6℄ qrhsimopoieØtai åíro {åristikä kanìna} ), �foÜ st�n ZFC tä V dàn eÚnai sÔnolo. >En p�sù peript¸sei,qrhsimopoioÜme tän íro �tupa.



2.1. MONT�ELA TWN TST KA�I NF 43<H sun�rthsh σ eÚnai kal� årismènh, �foÜ gi� íla x, y ∈ A0 ÊsqÔei
x = y =⇒ σ(x) = σ(y) kaÈ gi� íla x, y ∈ Ai+1, �n x = y tìte

t ∈ σ(x) ⇐⇒ Íp�rqei z ∈ Ai t.w. zεAx, t = σ(z)

⇐⇒ Íp�rqei z ∈ Ai t.w. zεAy, t = σ(z)

⇐⇒ t ∈ σ(y).�ra σ(x) = σ(y).Protash 2.1.4 ([10℄). Gi� k�je montèloA t¨ TST, tä lc(A) eÚnai sÔnhjekaÈ metabatikä (sv.m.) montèlo t¨ TST.>Apìdeixh. Gi� tä �x�wma êktash êqoume
lc(A) � ∀xk[xkεak+1 ↔ xkεbk+1]

⇐⇒ gi� k�je x ∈ Bk, [x ∈ a ⇐⇒ x ∈ b]

⇐⇒ a = b

⇐⇒ lc(A) � ak+1 = bk+1.Gi� tä �x�wma-sq¨ma sullektikìthta, dojènto tÔpou φ(xk) kataskeu�-zoume tä sÔnolo a = {x ∈ Bk | φ(x)} t¨ ZFC, åpìte
lc(A) � ∃ak+1∀xk[xkεak+1 ↔ φ(xk)].T¸ra, tä lc(A) eÚnai profanÀ sÔnhje, kaÈ gi� n� de�xoume íti eÚnai me-tabatikä jewroÜme tuqaØo x ∈ σ[Ai+1]. Tìte x = σ(y) gi� y ∈ Ai+1, yεAx.J� de�xoume íti x ⊆ σ[Ai]. EÖkola,
t ∈ x =⇒ t ∈ σ(y)

=⇒ t = σ(z), gi� z ∈ Ai, zε
Ay

=⇒ t ∈ σ[Ai].Lhmma 2.1.5. ^Estw A montèlo kaÈ φ(xk1
1 , . . . , x

kn

n ) tÔpo t¨ TST. TìteÊsqÔei
A � φ(xk1

1 , . . . , x
kn

n ) ⇐⇒ lc(A) � φ(yk1
1 , . . . , y

kn

n ),gi� yi = σ(xi), mà yi ∈ Bki
, xi ∈ Aki

.>Apìdeixh. Mà âpagwg� stoÌ tÔpou φ. St� b�sh êqoume:
• _An φ : xk

1εx
k+1
2 , gi� x1 ∈ Ak, x2 ∈ Ak+1,
A � xk

1εx
k+1
2 ⇐⇒ x1ε

Ax2

⇐⇒ σ(x1) ∈ σ(x2)

⇐⇒ lc(A) � yk
1εy

k+1
2 .
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• _An φ : xk

1 = xk
2 gi� x1, x2 ∈ Ak tìte åmo�w A � xk

1 = xk
2 ⇐⇒ lc(A) �

yk
1 = yk

2 .Gi� tä âpagwgikä b¨ma êqoume tÈ áx¨ peript¸sei:
• ^Estw íti � prìtash ÊsqÔei gi� tän φ. Tìte gi� tän ¬φ êqoume:

A � (¬φ)(xk1
1 , . . . , x

kn

n ) ⇐⇒ A 6� φ(xk1
1 , . . . , x

kn

n )

⇐⇒ lc(A) 6� φ(yk1
1 , . . . , y

kn

n ), �pä E.U.
⇐⇒ lc(A) � (¬φ)(yk1

1 , . . . , y
kn

n ),�ra � prìtash æsqÔei gi� tän ¬φ.
• Gi� toÌ dimeleØ sundèsmou � �pìdeixh eÚnai parìmoia kaÈ t�n �f noume.
• ^Estw íti � prìtash ÊsqÔei gi� tän φ(xk1

1 , . . . , x
kn

n ).Tìte gi� tän ∀xk0
0 φ(xk0

0 , (x
k1
1 , . . . , x

kn

n )) êqoume:
A � ∀xk0

0 φ(xk0
0 , x

k1
1 , . . . , x

kn

n )

⇐⇒ gi� k�je x0 ∈ Ak0,A � φ(xk0
0 , x

k1
1 , . . . , x

kn

n )

⇐⇒ gi� k�je y0 ∈ Bk0,lc(A) � φ(yk0
0 , y

k1
1 , . . . , y

kn

n ), �pä E.U.
⇐⇒ lc(A) � ∀yk0

0 φ(yk0
0 , y

k1
1 , . . . , y

kn

n ),�ra � prìtash ÊsqÔei.
• Gi� tä sÔndesmo ∃ � �pìdeixh eÚnai ímoia kaÈ p�li t�n �f noume.Kle�noume t�n ánìthta, d�nonta éna par�deigma sv.m. montèlou t¨ TST.^Estw X éna m� kenä sÔnolo t¨ ZFC. Tìte, � dom�

〈〈X〉〉 = 〈X,P(X),P2(X), . . . ,∈〉�poteleØ sv.m. montèlo t¨ TST. <H dom� aÎt� ænom�zetai pl¨re montèlo (full
model).VEpetai íti � TST êqei sv.m. montèla kaÈ eÚnai sunep .2.2 Tupik� �mfishm�aSà aÎt� t�n ánìthta j� k�noume t�n pr¸th �nagwg� t¨ sunèpeia t¨ NFst� sunèpeia mi� �llh �xiwmatik¨ jewr�a, t¨ TST âfodiasmènh mà énaâpiplèon �x�wma, aÎtä t¨ tupik¨ �mfishm�a. >AkoloujÀnta t� b mata toÜ[7℄, âpistrèfoume st�n TST gi� n� d¸soume tän áx¨ årismì:



2.2. TUPIK�H �AMFISHM�IA 45Orismo 2.2.1. Gi� k�je tÔpo φ t¨ TST, år�zoume tän φ+ aÎx�nonta tÈbajm�de ílwn tÀn metablhtÀn poÌ âmfan�zontai stän φ kat� m�a. >Anadromi-k�, å årismä êqei ± áx¨:B�sh:
• _An φ : xi = yi, tìte φ+ : xi+1 = yi+1.
• _An φ : xiεyi+1, tìte φ+ : xi+1εyi+2.>Anadromikä b¨ma: _An êqoun åristeØ oÉ φ+ kaÈ ψ+ tìte:
• (¬φ)+ : ¬φ+.
• (φ�ψ)+ : φ+�ψ+, gi� ílou toÌ dimeleØ sundèsmou �.
• (Qxφ)+ : Qxφ+, gi� ílou toÌ posodeØkte Q.Protash 2.2.2. Gi� k�je φ ∈ F (LTST), �n å φ eÚnai tupikä je¸rhma t¨

TST, tìte eÚnai kaÈ å φ+. Sumbolik�, ⊢TST φ⇒⊢TST φ
+.>Apìdeixh. ^Estw φ0, . . . , φn = φ mi� �pìdeixh toÜ φ �pä t� �xi¸mata t¨ TST.EÖkola mporoÜme n� de�xoume íti � φ+

0 , . . . , φ
+
n = φ+ eÚnai mi� �pìdeixh toÜ

φ+.EÊs�goume t¸ra tä �x�wma-sq¨ma tupik¨ �mfishm�a (typical ambiguity):
φ↔ φ+ (Amb),�pä ípou prokÔptei tä sq¨ma ⊢TST φ+ ⇒⊢TST φ, dhlad� tä �nt�strofo t¨2.2.2.Gi� n� de�xoume t�n �nexarths�a toÜ (Amb) �pä t� (ext) kaÈ (co), qreia-zìmaste tä áx¨ l¨mma:Lhmma 2.2.3. Gi� íla t� montèla A kaÈ toÌ tÔpou φ t¨ TST, ÊsqÔei

A � φ+ =⇒ A+ � φ.>Apìdeixh. Mà âpagwg� stoÌ tÔpou, tautìqrona gi� íla t� montèla. Sum-bol�zoume A = 〈A, εA〉 kaÈ A+ = 〈A+, εA
+
〉 mà A+

i = Ai+1. J� k�noume�nalutik� mìno t�n per�ptwsh toÜ kajolikoÜ posode�kth, kaj° oÉ �lle g�-nontai ímoia.^Estw A � φ+ =⇒ A+ � φ. Tìte
A � ∀xk+1φ+(xk+1) =⇒ A � φ+(a), gi� k�je a ∈ Ak+1

=⇒ A+ � φ(a), gi� k�je a ∈ (Ak)
+,

=⇒ A+ � ∀xkφ(xk).



46 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASJewrhma 2.2.4. Tä (Amb) eÚnai �nex�rthto t¨ TST.>Apìdeixh. Prèpei n� �pode�xoume íti 6⊢ (Amb) kaÈ íti 6⊢ ¬(Amb).Gi� tä prÀto, jewroÜme tän tÔpo φ : ∃x0∃y0[x0 6= y0] kaÈ tä montèlo
A = 〈A, εA〉 mà A0 = {t}, A1 = {0, 1}. Tìte φ+ : ∃x1∃y1[x1 6= y1] kaÈ t� x1,
y1 �ntistoiqoÜn st� 0, 1 �ntisto�qw, åpìte A � ∃x1∃y1[x1 6= y1], ânÀ t� x0,
y0 �ntistoiqoÜn stä Òdio t åpìte A 6� ∃x0∃y0[x0 6= y0].Gi� tä deÔtero, parathroÜme �rqik� íti2

¬(φ+ → φ) ≡ ¬(¬φ+ ∨ φ) ≡ ¬¬φ+ ∧ ¬φ ≡ φ+ ∧ ¬φ,åpìte �rkeØ n� de�xoume íti 6⊢ φ+ ∧ ¬φ, gi� ílou toÌ tÔpou φ.Prä �topo, Ípojètoume íti Íp�rqei φ t.w. gi� k�je montèlo A t¨ TSTn� ÊsqÔei A � φ+ ∧ ¬φ. Tìte A � φ+ (1) kaÈ A � ¬φ (2). >Apä tä 2.2.3, �(1) d�nei A+ � φ. >Epeid� � (2) ÊsqÔei gi� íla t� montèla t¨ TST, épetai íti
A+ � ¬φ. Br kame loipän íti A+ � φ ∧ ¬φ, poÌ eÚnai �topo.QrhsimopoiÀnta t¸ra tä 2.2.4, mporoÜme n� eÊs�goume tä (Amb) st�n
TST kaÈ n� p�roume t� jewr�a TST+(Amb). Skopä aÎt¨ t¨ ánìthta eÚnain� �podeiqjeØ íti

NF sunep� ⇐⇒ TST + (Amb) sunep .D�noume prÀta tän parak�tw årismì:Orismo 2.2.5. ^Estw A = 〈A, εA〉 montèlo t¨ TST. >Onom�zoume aÎto-morfismä �llag¨ bajm�da (type shifting automorphism) « �plÀ aÎtomor-fismì, k�je �kolouj�a éna prä éna kaÈ âpÈ sunart sewn f = (f0, f1, . . . ) t¨morf¨ fi : Ai ։ Ai+1 t.w.
xεAy ⇐⇒ fi(x)ε

A+

fi+1(y)gi� íla t� x ∈ Ai, y ∈ Ai+1. Sumbol�zoume tän aÎtomorfismä mà f : A → A+.Orismo 2.2.6. ^Estw A = 〈A,∈A〉 kaÈ B = 〈B,∈B〉 montèla t¨ TST.>Onom�zoume Êsomorfismä montèlwn f : A → B mi� sun�rthsh f : A ։ Bt.w.
• f [Ai] = Bi, gi� k�je i
• xεAy ⇐⇒ fi(x)ε

A+
fi+1(y), gi� íla t� x ∈ Ai, y ∈ Ai+1.T� A kaÈ B lègontai Êsìmorfa (sumb. A ∼= B), �nn Íp�rqei ÊsomorfismämetaxÔ tou.2Tä ≡ shma�nei tautologikÀ ÊsodÔnama.



2.2. TUPIK�H �AMFISHM�IA 47Tä �potèlesma t¨ ánìthta j� per�sei �pä t�n �pìdeixh t¨ Êsodunam�atÀn áx¨ prot�sewn:a) <Up�rqei montèloM t¨ NF.b) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, kaÈ aÎtomorfismä f : A → A+.g) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, t.w. A ∼= A+.d) <Up�rqei montèlo A t¨ TST+(Amb).Jewrhma 2.2.7. T� áx¨ eÚnai ÊsodÔnamaa) <Up�rqei montèloM t¨ NF.b) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, kaÈ aÎtomorfismä f : A → A+.>Apìdeixh. (a=⇒b) Dojènto toÜM, år�zoume tä A �pä tÈ sqèsei:
Ai = M × {i} = {〈a, i〉 | a ∈M},

〈a, i〉εA〈b, j〉 ⇐⇒ aεMb kaÈ i+ 1 = j,gi� íla a, b ∈ M kaÈ i, j ∈ N. ProfanÀ, t� Ai eÚnai xèna metaxÔ tou ka�,kat� t� sÔmbash toÜ årismoÜ 2.1.1 år�zoume A = ∪iAi.Dojènto t¸ra íti täM ÉkanopoieØ tä �xi¸ma êktash t¨ NF

M � a = b↔ ∀z[zεa↔ zεb]kaÈ tä �x�wma-sq¨ma diastrwmatwmènh katanìhsh
M � ∃a∀x[xεa↔ φ(x)],gi� k�poion diastrwmatwmèno tÔpo φ(x) t¨ NF, mporoÜme eÖkola n� de�xoumeíti tä A ÉkanopoieØ tä �x�wma êktash t¨ TST

A � ak+1 = bk+1 ↔ ∀zk[zkεak+1 ↔ zkεbk+1]kaÈ tä �x�wma-sq¨ma katanìhsh
A � ∃ak+1∀xk[xkεak+1 ↔ φ(xk)],gi� tän �nt�stoiqo tÔpo φ(xk) t¨ TST (bl. 1.2.2)<Epomènw tä A eÚnai montèlo t¨ TST. Prèpei t¸ra n� broÜme énan aÎ-tomorfismä f : A → A+. JewroÜme tÈ sunart sei fk : Ak → Ak+1 mà tÔpo

fk(〈a, k〉) = 〈a, k + 1〉 kaÈ de�qnoume íti � �kolouj�a tou (êstw f) �poteleØaÎtomorfismì. Kat� �rq�, parathroÜme íti k�je fk eÚnai éna prä éna kaÈâp�.



48 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASTèlo, gi� t� basik� sqèsh
〈a, k〉εA〈b, ℓ〉 ⇐⇒ fk(〈a, k〉)ε

Afℓ(〈b, ℓ〉)toÜ aÎtomorfismoÜ, êqoume:
〈a, k〉εA〈b, ℓ〉 ⇐⇒ aεMb kaÈ ℓ = k + 1

⇐⇒ aεMb kaÈ ℓ+ 1 = (k + 1) + 1

⇐⇒ 〈a, k + 1〉εA〈b, ℓ+ 1〉

⇐⇒ fk(〈a, k〉)ε
Afℓ(〈b, ℓ〉).(b=⇒a) Dojènto montèlou A = (A, εA) t¨ TST, kataskeu�zoume éna mon-tèloM t¨ NF, ± áx¨:

M =
⋃

i

Ai = A,

xεMy ⇐⇒ xiεAyi+1, gi� k�poio i,gi� íla t� x, y ∈M .VOpw stä eÎjÔ, �podeiknÔoume íti täM ÉkanopoieØ t� �xi¸mata t¨ NF,qrhsimopoiÀnta tä gegonä íti tä A ÉkanopoieØ t� �xi¸mata t¨ TST.Protash 2.2.8. T� áx¨ eÚnai ÊsodÔnama:b) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, kaÈ aÎtomorfismä f : A → A+.g) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, t.w. A ≡ A+.>Apìdeixh. (b)⇒(g): J� de�xoume íti å aÎtomorfismä f âp�gei énan Êsomor-fismä g : A ≡ A+. <Or�zoume g : A → A+ mà tÔpo g(x) = fi(x), gi� k�je
x ∈ Ai, gi� íla t� i.Xekin�me de�qnonta íti eÚnai 1-1: ^Estw x, y ∈ A mà g(x) = g(y) ∈ Ai+1,gi� k�poio i. Tìte x, y ∈ Ai kaÈ fi(x) = fi(y). ^Ara x = y, �foÜ oÉ fi eÚnai1-1.̂ Estw t¸ra y ∈ A+. Tìte y ∈ Ai+1 gi� k�poio i. ^Ara, y = fi(x), gi�k�poio x ∈ Ai kaÈ gi� k�poio i. ^Ara, y = g(x) gi� k�poio x ∈ Ai. ^Ara, � geÚnai âp�.De�xame íti � g eÚnai éna prä éna kaÈ âp�. Mènei n� de�xoume íti

g(a)εAg(b) ⇐⇒ aεAbgi� íla t� a, b ∈ A. ^Estw a = 〈a′, m〉 kaÈ b = 〈b′, n〉, gi� k�poia aM , bM ∈MkaÈ m,n ∈ N. Tìte:
aεAb ⇐⇒ 〈a′, m〉εA〈b′, n〉

⇐⇒ fm(〈a′, m〉)εAfn(〈b′, n〉)

⇐⇒ g(a)εAg(b).



2.2. TUPIK�H �AMFISHM�IA 49(g)⇒(b): ^Estw g : A → A+ Êsomorfismì. <Or�zoume aÎtomorfismä f =
(f0, f1, . . . ) : A → A+, ± áx¨: Gi� k�je i, år�zoume fi = g ↾ Ai. PrÀtade�qnoume íti t� fi eÚnai kal� årismèna: ^Estw x ∈ Ai. Tìte x ∈ A �ra
fi(x) = g(x) ∈ A, ápomènw fi(x) ∈ Ai+1.T¸ra, oÉ fi eÚnai éna prä éna, ± periorismoÈ éna prä éna sunart sewnsà xèna metaxÔ tou sÔnola kaÈ âp�sh ÊsqÔei � sqèsh

g(x)εAg(y) ⇐⇒ fi(x)ε
Afi+1(y)profanÀ �pä tän årismì, �pä t�n åpo�a épetai � zhtoÔmenh

g(x)εAg(y) ⇐⇒ xεAy,�foÜ �pä t�n Ípìjesh ÊsqÔei íti xεAy ⇐⇒ fi(x)ε
Afi+1(y).Protash 2.2.9. _Ang) <Up�rqei montèlo A t¨ TST, t.w. A ∼= A+.tìted) <Up�rqei montèlo A t¨ TST+(Amb).>Apìdeixh. >ArkeØ n� �pode�xoume íti A � φ+ → φ, dhlad� A � φ+ ⇒ A � φ.^Estw A � φ+. Tìte �pä tä 2.2.3 épetai íti A+ � φ. VOmw A ∼= A+,dhlad� gi� k�je ψ ∈ F (LTST ), A � ψ ⇐⇒ A+ ⊢ ψ. ^Ara, A � φ.>Apä t� 2.2.7, 2.2.8 kaÈ 2.2.9 t¸ra, épetai tä ¡misu toÜ stìqou ma.Porisma 2.2.10. _An � NF eÚnai sunep , tìte kaÈ � TST+(Amb) eÚnaisunep .<H �llh for� toÜ jewr mato pern� �pä t�n �pìdeixh (d)⇒(g), kaÈ jèlei�rket� doulei�. Xekin�me mà tän áx¨ årismì:Orismo 2.2.11. ^Estw jewr�a T , �poteloÔmenh �pä tÔpou mi� (prw-tob�jmia) gl¸ssa L. >Onom�zoume ândomorfismä t¨ T mi� �peikìnish

( )∗ : T → T t.w.1. FV (φ) = FV (φ∗), gi� k�je φ ∈ T .2. <H ( )∗ diathreØ toÌ logikoÌ sundèsmou, dhlad� gi� ílou toÌ tÔpout¨ T ,
• (¬φ)∗ = ¬φ∗;
• (φ�ψ)∗ = φ∗�ψ∗, gi� k�je dimel¨ sÔndesmo �;
• (φ(x1, . . . , xn))∗ = φ(x1, . . . , xn)∗
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• (Qxφ(x))∗ = Qxφ∗(x) gi� k�je posode�kth Q.3. _An φ eÚnai êgkurh prìtash t¨ T , tìte kaÈ � φ∗ eÚnai êgkurh prìtasht¨ T .Orismo 2.2.12. ^Estw T jewr�a mà ândomorfismä ( )∗ kaÈ montèlo A t¨

T . J� lème íti å ( )∗ eÚnai �nt�stoiqo ândomorfismä t¨ T , �nn gi� k�je
n-melà kathgorikä sÔmbolo R t¨ T ,

A � R∗(x∗1, . . . , x
∗
n) ⇐⇒ A � R(x1, . . . , xn).Lhmma 2.2.13. ^Estw T pl rh jewr�a mà ândomorfismä ( )∗. ^Estw φ(x)kaÈ ψi(x1, . . . , xn) tÔpoi (i = 1, . . . , m). ^Estw k ∈ {1, . . . , n+ 1}. Tìte, k�jemontèlo A perièqei stoiqeØa e1 . . . , en+1 ∈ A t.w.

A � (∃x)φ(x)→ φ(ek)kaÈ
A � ψi(e1, . . . , en)↔ ψ∗

i (e2, . . . , en+1)gi� k�je i = 1, . . . , m.>Apìdeixh. Mà âpagwg� stä n.B�sh: Kat� �rq�, profanÀ Íp�rqei e1 ∈ A, tä e1 = x t.w. A �

(∃x)φ(x)→ φ(e1).T� ψi kaÈ ψ∗
i eÚnai prot�sei, �foÜ dàn êqoun âleÔjere metablhtè. J�de�xoume íti A � ψi ⇐⇒ A � ψ∗

i , gi� íla t� i. Tä eÎjÔ eÚnai �meso, �pätä (3) toÜ årismoÜ toÜ ândomorfismoÜ. Gi� tä �nt�strofo, êstw A � ψ∗
i ka�,prä �topo, A 6� ψi. >Apä t�n plhrìthta t¨ T êqoume íti A � ¬ψi. >Apä täeÎjÌ épetai íti A � (¬ψi)

∗ �ra A � ¬ψ∗
i . Tìte ímw A � ψ∗

i ∧ ¬ψ
∗
i , �topo.>Epagwgikä b¨ma: <Upojètoume íti � prìtash ÊsqÔei gi� n − 1 kaÈ j� t�de�xoume gi� n. Gi� k�je i, kaÈ gi� δi ∈ {0, 1} ænom�zoume

ψδi

i =

{

ψi, δi = 0
¬ψi, δi = 1<Upojètoume t¸ra íti 1 6 k 6 m. JewroÜme toÌ tÔpou

χδ1,...,δm
(x1, . . . , xn−1) = (∃xn)

m
∧

i=1

ψδi

i (x1, . . . , xm).>Apä tä (2) toÜ årismoÜ ândomorfismoÜ êqoume
χ∗

δ1,...,δm
(x1, . . . , xn−1) = (∃xn)

m
∧

i=1

(ψ∗
i )

δi(x1, . . . , xm)



2.2. TUPIK�H �AMFISHM�IA 51kaÈ �pä t�n E.U. Íp�rqoun e1, . . . , en ∈ A t.w.
A � (∃x)φ(x)→ φ(ek)kaÈ

A � χδ1,...,δm
(x1, . . . , xn−1)↔ χ∗

δ1,...,δm
(x2, . . . , xn).Gi� kat�llhla ηi (i = 1, . . . , m) êqoume:

A � ψηi

i (e1, . . . , en), gi� k�je i = 1, . . . , m

⇐⇒ A � χη1,...,ηm
(e1, . . . , en−1)

⇐⇒ A � χ∗
η1,...,ηm

(e2, . . . , en)

⇐⇒ A � (ψ∗
i )

ηi(e2, . . . , en+1), gi� k�je i = 1, . . . , m.^Ara,
A � ψηi

i (e1, . . . , en) ⇐⇒ A � (ψ∗
i )

ηi(e2, . . . , en+1),gi� k�je i = 1, . . . , m.<Upojètoume t¸ra íti k = n+ 1 kaÈ jewroÜme toÌ tÔpou
ωδ1,...,δm

(x1, . . . , xn−1) = (∃xn)
m
∧

i=1

ψδi

i (xn, x1, . . . , xn−1).kaÈ �pä t�n E.U. Íp�rqoun e2, . . . , en+1 ∈ A t.w.
A � (∃x)φ(x)→ φ(en+1)kaÈ

A � ωδ1,...,δm
(e1, . . . , en)↔ ω∗

δ1,...,δm
(e2, . . . , en+1).Gi� kat�llhla ηi (i = 1, . . . , m) êqoume:

A � ψηi

i (e2, . . . , en+1), gi� k�je i = 1, . . . , m

⇐⇒ A � ωη1,...,ηm
(e2, . . . , en+1)

⇐⇒ A � ω∗
η1,...,ηm

(e1, . . . , en)

⇐⇒ A � (ψ∗
i )

ηi(e1, . . . , en), gi� k�je i = 1, . . . , m.^Ara,
A � ψηi

i (e1, . . . , en) ⇐⇒ A � (ψ∗
i )

ηi(e2, . . . , en+1),gi� k�je i = 1, . . . , m.



52 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASPorisma 2.2.14. ^Estw T pl rh jewr�a mà ândomorfismä ( )∗ kaÈ φ(x)tÔpo t¨ T . Tìte, � T mporeØ n� âpektajeØ sà nèa pl rh jewr�a T ′, màâpiplèon stajerà ak (k ∈ Z) kaÈ âpiplèon �x�wma tä (∃x)φ(x) → φ(a0), e.w.� �kìloujh âpèktash toÜ ( )∗ n� eÚnai âp�sh ândomorfismä t¨ T ′.
(ψ(x1, . . . , xj, ak1 , . . . , akm

))∗ = ψ∗(x1, . . . , xj, ak1+1, . . . , akm+1).>Apìdeixh. JewroÜme t�n T kaÈ t� e1, . . . , en+1 ∈ A, poÌ prokÔptoun �pätä l¨mma, gi� íla t� n. ^Eqoume êtsi �peira stoiqeØa toÜ sÔmpanto ánämontèlou, poÌ j� klhjoÜn n� ármhneÔsoun tÈ nèe stajerà ak.DhmiourgoÜme t�n T ′ �pä t�n T eÊs�gonta tÈ nèe stajerè. ^Estw Aéna montèlo t¨ nèa jewr�a. Tìte A � T , ápomènw
A � ∃xφ(x)→ φ(a0),�pä tä l¨mma 2.2.13, �foÜ eÒpame íti a0 = ei, gi� k�poio i ∈ {1, . . . , n}.VEpetai loipän íti
⊢T ′ ∃xφ(x)→ φ(a0),�foÜ tä A âpilèqjhke tuqaØa. <Epomènw, mporoÜme n� eÊs�goume t�n para-p�nw prìtash ± �x�wma t¨ T ′.>Epekte�nonta t¸ra tän ândomorfismä ( )∗ : F (T ) → F (T ) di� t¨ sqè-sew

(ψ(x1, . . . , xj, ak1 , . . . , akm
))∗ = ψ∗(x1, . . . , xj, ak1+1, . . . , akm+1),gi� k�je tÔpo ψ(x1, . . . , xj , ak1, . . . , akm

) t¨ T ′, br�skoume énan ândomorfismä
( )∗ : F (T ′)→ F (T ′).Porisma 2.2.15. ^Estw T pl rh jewr�a mà ândomorfismä ( )∗. <Up�rqeipl rh âpèktash T ′′ t¨ T , mà monadikà nèe stajerà tÈ ai

k gi� k ∈ Z kaÈ
i ∈ I, (ípou I tuqaØo sÔnolo deiktÀn) t.w.
• gi� k�je tÔpo φ(x) t¨ T ′′ Íp�rqei i ∈ I t.w. ⊢T ′′ φ(x)→ φ(ai

0) kaÈ
• gi� k�je tÔpo ψ(x1, . . . , xm) t¨ T ′′

⊢T ′′ ψ(ai1
k1
, . . . , aim

km
)↔ ψ∗(ai1

k1+1, . . . , a
im
km+1).>Apìdeixh. >Efarmìzoume tä prohgoÔmeno pìrisma |I| forà kaÈ lamb�noume

|I| pl rei âpekt�sei (T ′
i )i∈I t¨ T . <Or�zoume ± T ′′ t�n énws  tou:

T ′′ =
⋃

i∈I

T ′
i .<H T ′′ eÚnai pl rh âpèktash t¨ T mà sÔnolo stajerÀn

Στ(T ′′) = Στ(T ) ∪ {ai
k|k ∈ Z, i ∈ I}.



2.2. TUPIK�H �AMFISHM�IA 53>Apä tä prohgoÔmeno pìrisma prokÔptei íti gi� k�je φ(x) t¨ T ′′ Íp�rqei
i ∈ I t.w. ⊢T ′′ φ(x)→ φ(ai

0).Gi� n� de�xoume tä deÔtero, jewroÜme tuqaØo tÔpo ψ(x1, . . . , xm) t¨ T ′′.AÎtä eÚnai tÔpo k�poia T ′
i , åpìte �pä tä prohgoÔmeno pìrisma, �mesa,prokÔptei tä zhtoÔmeno.Protash 2.2.16. ^Estw T pl rh jewr�a mà ândomorfismä ( )∗ : F (T )→

F (T ). Tìte, � T êqei montèlo mà �nt�stoiqo ândomorfismì.>Apìdeixh. JewroÜme t�n T ′′ toÜ por�smato 2.2.15 kaÈ éna montèlo th A.Tìte, tä A eÚnai montèlo kaÈ t¨ T . >Ep�sh, âpekte�noume tän ( )∗ di� t¨
(ai

k)
∗ = ai

k+1gi� k�je nèa stajer� t¨ T ′′. Tìte, gi� k�je tÔpo ψ t¨ T , å ψ(ai1
k1
, . . . , aim

km
)eÚnai tÔpo t¨ T ′′.^Eqoume:

A � ψ∗((ai1
k1

)∗, . . . , (aim
km

)∗) ⇐⇒ A � ψ∗(ai1
k1+1, . . . , a

im
km+1), årismä ( )∗

⇐⇒ A � ψ(ai1
k1
, . . . , aim

km
), pìrisma 2.2.15.Lhmma 2.2.17. K�je sunep� jewr�a âpekte�netai sà mi� pl rh jewr�a.>Apìdeixh. ^Estw T sunep� jewr�a kaÈ A éna montèlo th. <Or�zoume

T ′ = {φ | A � φ}.<H T ′ eÚnai âpèktash t¨ T , �foÜ gi� k�je tÔpo φ êqoume
φ ∈ T ⇒ T ⊢ φ⇒ A � φ⇒ φ ∈ T ′,�ra T ⊆ T ′.>Ep�sh, eÚnai pl rh. Pr�gmati, gi� k�je tÔpo φ êqoume

T ′ 6⊢ ¬φ⇒ ¬φ 6∈ T ′ ⇒ A 6� ¬φ⇒ A � φ⇒ φ ∈ T ′ ⇒ T ′ ⊢ φ.T¸ra eÒmaste étoimoi n� �pode�xoume tä �nt�strofo toÜ 2.2.10.Jewrhma 2.2.18. _And) Íp�rqei montèlo A t¨ TST+(Amb)tìte



54 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASg) Íp�rqei montèlo B t¨ TST, t.w. B ∼= B+.>Apìdeixh. ^Estw T � pl rh âpèktash t¨ sunepoÜ jewr�a TST+(Amb)poÌ prokÔptei �pä tä 2.2.17. >Efarmìzoume tä 2.2.16 st�n T gi� tän ândo-morfismä ( )+ (eÚnai profanÀ ândomorfismì kaÈ âpekte�netai st�n T ). <O
( )+ j� eÚnai �nt�stoiqo ândomorfismä t¨ TST+(Amb). AÎtä shma�nei íti

A � xiεyi+1 ⇐⇒ A � xi+1εyi+2. (⋆)Mà âpagwg� stoÌ tÔpou de�qnoume íti A � φ+ ⇐⇒ A � φ, qrhsimo-poiÀnta t�n (⋆). Gi� t�n �kr�beia, tä �nt�strofo eÚnai gnwstä (2.2.2) kaÈ �âpagwg� qrei�zetai mìno gi� tä eÎjÔ. <H (⋆) �poteleØ t� b�sh t¨ âpagwg¨kaÈ st� sunèqeia tä âpagwgikä b¨ma eÚnai profanè.<Epomènw, �foÜ täA eÚnai montèlo t¨ T , eÚnai montèlo kaÈ t¨ TST+(Amb),�ra kaÈ t¨ TST kaÈ ÊsqÔei
A+ � φ ⇐⇒ A � φ+ ⇐⇒ A � φ,gi� k�je tÔpo φ t¨ T (�ra kaÈ t¨ TST), �pä t� (2.2.3) kaÈ (⋆), �nt�stoiqa.^Etsi, gi� tä montèlo A t¨ TST ÊsqÔei íti A ≡ A+.^Ara, tä zhtoÔmeno �pode�qjhke gi� B = A.>Apode�qjhke loipän ítiPorisma 2.2.19. OÉ NF kaÈ TST+(Amb) eÚnai ÊsosunepeØ.2.3 Tm mata t¨ NFS� aÎt� t�n ánìthta j� �pode�xoume t� sunèpeia ánä tm mato t¨ NF, basi-smènoi st� doulei� toÜ Grishin stä [3℄. St� sunèqeia, j� de�xoume íti � NFkaÈ éna tm¨ma th eÚnai ÊsosunepeØ.Orismo 2.3.1. ^Estw φ tÔpo t¨ TST. <O φ kaleØtai n-tÔpo (n-formula),�nn k�je metablht� poÌ âmfan�zetai s� aÎtän êqei bajm�da mikrìterh toÜ n.>Onom�zoume TSTn tä tm¨ma t¨ TST poÌ �poteleØtai �pä n-tÔpou.SÔmfwna mà ísa eÒpame st�n ánìthta 2.1, k�je TSTn mporeØ n� jewrhjeØ± � jewr�a poÌ år�zetai �pä t� �xi¸mata (ext) kaÈ (co), periorismèna gi�

n-tÔpou.VEna montèlo t¨ TSTn j� eÚnai mi� dom� t¨ morf¨
A = 〈A0, . . . , An−1, ε

A〉,ípou Ai eÚnai tä ZFC-sÔnolo poÌ perièqei ZFC-sÔnola �nt�stoiqa prä tÈmetablhtà bajm�da i, gi� k�je i = 0, . . . , n − 1. Kat� t� sÔmbash t¨ 2.2,j� gr�foume A = 〈A, εA〉, jewrÀnta mi� diamèrish (Ai)i=0,...,n−1 toÜ A.



2.3. TM�HMATA THS NF 55Orismo 2.3.2. VEna tÔpo φ ∈ F (LNF ) lègetai n-diastrwmèno, �nÊsqÔei m�a �pä tÈ dÔo ÊsodÔname Êdiìthte toÜ 1.2.2, gi� n-tÔpou t¨ TST.>Onom�zoume NFn t� jewr�a poÌ prokÔptei perior�zonta t� �xi¸mata (ext)kaÈ (strco) sà n-diastrwmatwmènou tÔpou.<O prÀto �pä toÌ skopoÌ t¨ ánìthta eÚnai n� �podeiqjeØ � sunèpeiat¨ NF3. J� bìleue �n Òsque éna je¸rhma parìmoio aÎtoÜ t¨ ánìthta 2.3,poÌ lèei íti � NF eÚnai sunep , �nn Íp�rqei éna montèlo A t¨ TST t.w.
A ∼= A+. DustuqÀ, aÎt� � Êsodunam�a dàn mporeØ n� ÊsqÔei gi� tm mata tÀn
TST/NF, gi� tän áx¨ lìgo: _An A eÚnai montèlo t¨ TSTn, tìte tä A+ eÚnaimontèlo t¨ TSTn−TST1 kaÈ îqi t¨ TSTn.>IsqÔei ímw mi� Êsodunam�a parìmoia prä t�n prohgoÔmenh. Xekin�me màtän áx¨ årismì:Orismo 2.3.3. ^Estw A = 〈A, εA〉 sv.m. montèlo t¨ TST3. >Onom�zoume
∈-Êsomorfismä k�je du�da éna prä éna kaÈ âpÈ sunart sewn f0 : A0 ։ A1,
f1 : A1 ։ A2 t.w. gi� íla x ∈ A0, y ∈ A1,

x ∈ y ⇐⇒ f0(x) ∈ f1(y).>Ep�sh, ænom�zoume ⊆-Êsomorfismä k�je �mf�esh φ : A1 ։ A2 t.w. gi� íla
x1, x2 ∈ A1,

x1 ⊆ x2 ⇐⇒ φ(x1) ⊆ φ(x2).Lhmma 2.3.4. <H NF3 eÚnai sunep , �nn Íp�rqei montèlo A t¨ TST3 kaÈ
∈-Êsomorfismä (f0, f1) s� aÎtì.<H �pìdeixh mimeØtai t�n �pìdeixh toÜ �nt�stoiqou 2.3.7 kai t�n �f noume.Sundu�zonta t¸ra tä parap�nw mà tä 2.1.5, êqoume ítiPorisma 2.3.5. <H NF3 eÚnai sunep , �nn Íp�rqei sv.m. montèlo A t¨
TST3 kaÈ ∈-Êsomorfismä (f0, f1) s� aÎtì.Lhmma 2.3.6. ^EstwA sv.m. montèlo t¨ TSTn. Tìte Íp�rqei ∈-Êsomorfismä
(f0, f1) stä A �nn Íp�rqei ⊆-Êsomorfismä φ s� aÎtì.>Apìdeixh. {=⇒} Jètoume φ = f1. Tìte φ : A1 ։ A2. ^Estw x1, x2 ∈ A0t.w. x1 ⊆ x2. ^Estw tuqaØo t ∈ A1. <Up�rqei s ∈ A0 t.w. t = f0(s). ^Eqoumeloipìn:

t ∈ φ(x1) =⇒ f0(s) ∈ f1(x1)

=⇒ s ∈ x1, giatÈ (f0, f1) ∈-Êsomorfismä
=⇒ s ∈ x2, giatÈ x1 ⊆ x2

=⇒ f0(s) ∈ f1(x2)

=⇒ t ∈ φ(x1),



56 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIAS�ra φ(x1) ⊆ φ(x2).Gi� tä �nt�strofo, jewroÜme íti φ(x1) ⊆ φ(x2) kaÈ êqoume gi� íla t�
t ∈ A0,

t ∈ x1 =⇒ f0(t) ∈ f1(x1)

=⇒ f0(t) ∈ φ(x1)

=⇒ f0(t) ∈ φ(x2)

=⇒ f0(t) ∈ f1(x2)

=⇒ t ∈ x2,åpìte x1 ⊆ x2.{⇐=} Jètoume f0 : A0 → A1 t.w. f0(x) = y ⇐⇒ φ({x}) = {y}, gi� k�je
x ∈ A0 kaÈ f1 : A1 → A2 mà. f1(x) = φ(x), gi� k�je x ∈ A1.ProfanÀ oÉ f0, f1 år�zontai kaÈ eÚnai 1-1 kaÈ âpÈ kaÈ ÊsqÔei
x ∈ y ⇐⇒ {x} ⊆ y ⇐⇒ φ({x}) ⊆ φ(y) ⇐⇒ {f0(x)} ⊆ f1(y) ⇐⇒ f0(x) ∈ f1(y)gi� íla x ∈ A0, y ∈ A1.>Apä t� dÔo l mmata épetai � Êsodunam�a poÌ j� qrhsimopoi soume sà l�gesel�de gi� n� de�xoume t� sunèpeia t¨ NF3.Porisma 2.3.7. <H NF3 eÚnai sunep , �nn Íp�rqei montèlo t¨ TST3 kaÈ
⊆-Êsomorfismä s� aÎtì.Protash 2.3.8. ^Estw X, Y ZFC-sÔnola kaÈ A, B oÊkogèneie Íposunì-lwn tÀn X, Y , dhlad� A ⊆ P(X), B ⊆ P(Y ), t.w.1. |A| = |B| = ℵ0;2. t� A,B eÚnai kleist� ± prä tÈ pr�xei t¨ tom¨ kaÈ t¨ diafor�,dhlad�

• gi� íla x, y ∈ A ÊsqÔei x ∩ y ∈ A;
• gi� íla x, y ∈ B ÊsqÔei x ∩ y ∈ B;
• gi� k�je x ∈ A ÊsqÔei X − x ∈ A;
• gi� k�je x ∈ B ÊsqÔei Y − x ∈ B;3. P1(X) ⊆ A, P1(Y ) ⊆ B;4. • gi� k�je x ∈ A Íp�rqei y ∈ A t.w. y ⊆ x kaÈ |y| = |x− y|;
• gi� k�je x ∈ B Íp�rqei y ∈ B t.w. y ⊆ x kaÈ |y| = |x− y|.



2.3. TM�HMATA THS NF 57Tìte, Íp�rqoun �parijm sei (An)n∈N kaÈ (Bn)n∈N tÀn A,B �ntisto�qw t.w.gi� íla t� n ∈ N kaÈ íla t� σ0, . . . , σn ∈ {0, 1} n� ÊsqÔei
|Aσ0

0 ∩ · · · ∩ A
σn

n | = |B
σ0
0 ∩ · · · ∩ B

σn

n |. (⋆)>Apìdeixh. J� kataskeu�soume prÀta, mà âpagwg� stä n, kat�llhla An,BnpoÌ ÉkanopoioÜn t�n (⋆) kaÈ stä tèlo j� �pode�xoume íti �poteloÜn �parij-m sei.B�sh: Kat� �rq�, �pä tä (3) êqoume íti P1(X) ⊆ A. Tìte gi� íla t�
x, y ∈ X, x 6= y ÊsqÔei {x}, {y} ∈ A. >Apä t� (2) épetai íti {x} ∩ {y} ∈ A�ra ∅ ∈ A. >Apä tä (2) âp�sh épetai X − ∅ ∈ A ∴ X ∈ A. <Omo�w Y ∈ B.Jètoume A0 = X kaÈ B0 = Y .^Estw g : A ։ B � 1-1 kaÈ âpÈ sun�rthsh poÌ prokÔptei �pä tä (1).<Or�zoume t�n f mà g({x}) = {f(x)} kaÈ êqoume

x ∈ X =⇒ {x} ∈ P1(X)

=⇒ {x} ∈ A

=⇒ g({x}) ∈ B

=⇒ {f(x)} ∈ B

=⇒ {f(x)} ∈ P(Y )

=⇒ {f(x)} ∈ P1(Y ), �foÜ eÚnai monosÔnolo
=⇒ f(x) ∈ Y.^Ara, � f eÚnai sun�rthsh X → Y kaÈ eÖkola 1-1 kaÈ âp�, ípw eÒdame ¢dh.^Ara, |X| = |Y | �ra |−X| = |−Y |. VEpetai íti |Aσ0

0 | = |B
σ0
0 |, poÌ åloklhr¸neit� b�sh.PrÈn per�soume stä b¨ma, jewroÜme mi� �par�jmhsh (Nn)n∈N toÜ A.>Epagwgikä b¨ma: <Upojètoume íti � (⋆) ÊsqÔei gi� n kaÈ gi� dojèntasÔnola A0, . . . , An, B0 . . . , Bn. J� de�xoume íti � (⋆) ÊsqÔei gi� n + 1, kata-skeu�zonta kat�llhla An+1, Bn+1.^Estw An+1 tä prÀto stoiqeØo t¨ (Nn) poÌ diafèrei �pä t� A0, . . . , An.JewroÜme t� sÔnola

Dn = {Aσ0
0 ∩ · · · ∩ A

σn

n | σ0, . . . , σn ∈ {0, 1}}kaÈ
D′

n = {Bσ0
0 ∩ · · · ∩B

σn

n | σ0, . . . , σn ∈ {0, 1}}.Gi� k�je ∆ ∈ Dn sumbol�zoume mà ∆′ tä �nt�stoiqì tou stä D′
n, dhlad� màt� Òdia σ0, . . . , σn. >Ep�sh, gi� tuqaØa δ ∈ Dn (�nt. δ ∈ D′

n) kaÈ C ⊆ X (ant.
C ⊆ Y ) sumbol�zoume τC

δ = |C ∩ δ| kaÈ κC
δ = | − C ∩ δ|.



58 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIAS^Estw t¸ra f : Aσ0
0 ∩ · · · ∩A

σn

n ։ Bσ0
0 ∩ · · · ∩B

σn

n � 1-1 kaÈ âpÈ sun�rthshpoÌ âxasfal�zetai �pä t�n âpagwgik� Ípìjesh. >Onom�zoume Bn+1 = f [An+1]kaÈ êqoume, gi� íla t� ∆ ∈ Dn,
x ∈ ∆ ∩ An+1 ⇐⇒ x ∈ ∆ kaÈ x ∈ An+1

⇐⇒ f(x) ∈ ∆′ kaÈ f(x) ∈ Bn+1

⇐⇒ f(x) ∈ ∆′ ∩ Bn+1kaÈ
x ∈ −∆ ∩An+1 ⇐⇒ x 6∈ ∆ kaÈ x ∈ An+1

⇐⇒ f(x) 6∈ ∆′ kaÈ f(x) ∈ Bn+1

⇐⇒ f(x) ∈ −∆′ ∩Bn+1.^Ara, τAn+1

∆ = τ
Bn+1

∆′ kaÈ κAn+1

∆ = κ
Bn+1

∆′ .VEpetai íti � f âpekte�netai st�n 1-1 kaÈ âpÈ sun�rthsh
f : Aσ0

0 ∩ · · · ∩ A
σn

n ∩A
σn+1

n+1 ։ Bσ0
0 ∩ · · · ∩ B

σn

n ∩ B
σn+1

n+1poÌ �podeiknÔei tä zhtoÔmeno t¨ âpagwg¨. Shmeiwtèon íti � ÊsqÌ t¨ (⋆)âxasfal�zetai �pä t�n Òdia f gi� íla t� n.Mènei t¸ra n� �pode�xoume íti t� (Bn) �parijmoÜn tä B. Xèroume ¢dh íti t�
(An) �parijmoÜn tä A, �ra Íp�rqei �par�jmhsh π : N ։ A t.w. π(n) = An,gi� k�je n. Sunjètonta mà t�n g : A ։ B pa�rnoume t�n ρ = g ◦ π : N ։ Bgi� t�n åpo�a ρ(n) = g(π(n)) = g(An), gi� k�je n.Mènei n� �pode�xoume íti ρ(n) = Bn, dhlad� f [An] = g(An), gi� k�je n.>Apä t� b�sh t¨ âpagwg¨, xèroume íti gi� k�je x ∈ X, g({x}) = {f(x)}.Gi� tuqaØo y, êqoume:

t ∈ f [An] ⇐⇒ t = f(s), gi� s ∈ An

⇐⇒ t = f(s), gi� s ∈ X (rut�da 1, bl. parak�tw)
⇐⇒ {t} = {f(s)}, gi� s ∈ X
⇐⇒ {t} = g({s}), gi� s ∈ X
⇐⇒ t ∈ g({s}), gi� s ∈ X
⇐⇒ t ∈ g(An), (rut�da 2, bl. parak�tw).^Ara, f [An] = g(An) kaÈ � prìtash �pode�qjhke.Gi� t� rut�da 1 êqoume:
s ∈ An =⇒ s ∈ An ∈ A ⊆ P(X)

=⇒ s ∈ An ∈ P(X)

=⇒ s ∈ An ⊆ X

=⇒ s ∈ X.



2.3. TM�HMATA THS NF 59Gi� t� rut�da 2:
s ∈ X ⇒ {s} ∈ P1(X)⇒ {s} ∈ A⇒ {s} = Am, gi� k�poio m ∈ N

s ∈ An ⇒ {s} ⊆ An

}

⇒ Am ⊆ An ⇒ m = n⇒ {s} = Am = An.Protash 2.3.9. _An t� A,B ÉkanopoioÜn tÈ Ípojèsei toÜ 2.3.8, tìte eÚnai
⊆-Êsìmorfa.>Apìdeixh. JewroÜme t� sun�rthsh

φ : A ∋ An 7→ Bn ∈ BkaÈ de�qnoume íti eÚnai ⊆-Êsomorfismì, dhlad� íti gi� íla t� n,m ∈ N,
An ⊆ Am ⇐⇒ Bn ⊆ Bm.St�n �pìdeixh toÜ prohgoÔmenou jewr mato kataskeu�same t� Bn ± f [An],ápomènw �rkeØ n� de�xoume íti

An ⊆ Am ⇐⇒ f [An] ⊆ f [Am].Gi� tä eÎjÌ êqoume:
t ∈ f [An] =⇒ t = f(x), gi� x ∈ An

=⇒ t = f(x), gi� x ∈ Am

=⇒ t ∈ f [Am]kaÈ gi� tä �nt�strofo:
x ∈ An ⇒ f(x) ∈ f [An]⇒ f(x) ∈ f [Am]⇒ x ∈ Am.

PrÈn per�soume stä ápìmeno je¸rhma, j� k�noume mi� parènjesh gi� n� mil -soume gi� t�n âswterik� (internal) kaÈ t�n âxwterik� (external) peperasme-nìthta (finiteness) mi� jewr�a.EÒdame (1.3.4) íti st� pla�sia t¨ NF, éna sÔnolo x lègetai peperasmèno,�nn xε⋂

{a | ∅εa ∧ ∀y[yεa → S(y)εa]}. Mà tän Òdio trìpo, mporoÜme n�år�soume t�n ênnoia gi� éna sÔnolo xi+1 t¨ TST, �n ÊsqÔei � �nt�stoiqhsqèsh mà toÌ kat�llhlou âkjète:
Fin(xi+1)↔ xi+1ε

⋂

{ai+1 | ∅iεai+1 → S(y)iεai+1]}.



60 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASTä xi+1 j� lègetai âswterik� peperasmèno.^Estw t¸ra A éna montèlo t¨ TST. >Apä tän årismì tou, tìso t� (An)n∈Níso kai tä sÔnolo x ∈ Ai+1 poÌ �ntistoiqeØ stä tuqän tupikä sÔnolo xi+1eÚnai sÔnola t¨ ZF. <Epomènw, gi� aÎt� ÊsqÔei � ênnoia t¨ peperasmenìthta,ípw aÎt� perigr�fetai l.q. st� [5℄, [6℄: éna ZFC-sÔnolo eÚnai peperasmèno,ítan eÚnai Êsoplhjà prä k�poion ZFC-fusikä �rijmì. >Onom�zoume t¸raâxwterik� peperasmèno éna TST-sÔnolo xi, ítan � ármhne�a tou mèsa sà énamontèlo t¨ TST eÚnai peperasmèno ZFC-sÔnolo. ^Eqoume loipän íti
EFinA(xi) ⇐⇒ x peperasmèno kat� ZFC.MetaxÌ tÀn dÔo ânnoiÀn ÊsqÔei � áx¨ sqèsh:Protash 2.3.10. ^Estw A montèlo t¨ TST kaÈ x ∈ Ai+1 sÔnolo. TìteÊsqÔei

EFinA(xi+1) =⇒ A � Fin(xi+1).>Apìdeixh. ^Estw x tä ZFC-sÔnolo poÌ �ntistoiqeØ stä xi+1 mèsw toÜ mon-tèlou kaÈ EFinA(xi+1). Tìte å plhj�rijmo |x| eÚnai peperasmèno, dhlad�eÚnai fusikä �rijmì. J� de�xoume tä zhtoÔmeno mà âpagwg� stä |x|.B�sh: _An |x| = 0, tìte x = ∅. Tìte A � xi+1 = ∅i+1, giatÈ diaforetik�j� e�qame
A � xi+1 6= ∅i+1 ⇒ A � (∃yi)[yiεxi+1]

⇒ Íp�rqei y ∈ Ai, y ∈ x

⇒ x 6= ∅,pou eÚnai �topo.B¨ma: <Upojètoume íti gi� íla t� y ∈ Ai+1 t.w. |y| + 1 = |x| ÊsqÔei
EFinA(yi+1) ⇒ A � Fin(yi+1). EÖkola sun�getai íti EFinA(xi+1) ⇒ A �

Fin(xi+1).Protash 2.3.11. Gi� t� pl rh montèla t¨ TST, ÊsqÔei tä �nt�strofot¨ 2.3.10, dhlad�
〈〈X〉〉 � Fin(xi) =⇒ EFin〈〈X〉〉(x

i),gi� k�je TST-sÔnolo xi kaÈ ZFC-sÔnolo X.



2.3. TM�HMATA THS NF 61>Apìdeixh.
〈〈X〉〉 � Fin(xi)

⇒ 〈〈X〉〉 � xiε
⋂

{ai+1 | ∅iεai+1 ∧ ∀yi[yiεai+1 → S(yi)εai+1]}

⇒ x ∈
⋂

{a | ∅ ∈ a kaÈ g.k. y[y ∈ a⇒ S(y) ∈ a]}, ípou a ∈ P i+1(X), x, y ∈ P i(X)

⇒ gi� k�je a, �n ∅ ∈ a kaÈ g.k. y[y ∈ a⇒ S(y) ∈ a], tìte x ∈ a
⇒ gi� k�je a, �n a âpagwgikä tìte x ∈ a
⇒ x ∈ ∩E, ípou E tä sÔnolo tÀn âpagwgikÀn sunìlwn, st� ZF (bl.[5℄)
⇒ x ∈ N

⇒ EFin〈〈X〉〉(x
i).P�ntw, tä �nt�strofo t¨ 2.3.10 dàn ÊsqÔei sà k�je montèlo. Qarakthri-stikä �ntipar�deigma eÚnai tä montèlo G = 〈G, εG〉 poÌ kataskeu�zei å Grishinstä [3℄, stä åpoØo G � Fin(xi+1), ânÀ t� Gi eÚnai �peira.Gi� t�n �kr�beia, å Grishin dàn kataskeu�zei tä montèlo tou sto [3℄, �plÀÊsqur�zetai thn Õparx  tou. Tä Òdio j� k�noume kaÈ ámeØ, kaj° j� skiagra-foÜme t�n �pìdeixh ápìmenou jewr mato.Jewrhma 2.3.12. <H jewr�a NF3 eÚnai sunep .SÔmfwna mà tä 2.3.4, �rkeØ n� broÜme éna sv.m. montèlo t¨ TST3 mà

⊆-Êsomorfismì.>Epekte�noume t� jewr�a TST5 st�n T , prosjètonta �peiro pl¨jo sta-jerÀn c00, c01, c02, . . . mhdenikoÜ tÔpou kaÈ t� �xi¸mata(I) c0i 6= c0j , gi� i 6= j(II) ∀xi+1Fin(xi+1)Deqìmaste íti tä montèlo G toÜ Grishin ÉkanopoieØ t�n T . Perior�zoumetä G ¹ste n� perièqei mìno t� tr�a prÀta sÔnola G0, G1 kaÈ G2 kaÈ t� sqèsh
εG mìno metaxÌ tÀn stoiqe�wn tÀn triÀn pr¸twn sunìlwn. Pa�rnoume êtsiéna montèlo G3 t¨ TST3, gia tä åpoØo deqìmaste íti ÉkanopoieØ t� (I),(II).>Ep�sh, deqìmaste íti t� G0, G1 kaÈ G2 ÉkanopoioÜn t� (1)-(3) toÜ 2.3.9.Shmeiwtèon íti å sunduasmä (1) kaÈ (I) shma�nei íti tä G eÚnai �ntipar�deigmatoÜ 2.3.10 ípw eÒpame prohgoumènw.Mènei n� de�xoume tä (4) toÜ 2.3.9. Prä toÜto jewroÜme tän tÔpo t¨
TST3:
Zr(xi+1) : (∃ki+1, ℓi+1)[ki+1 ∼ ℓi+1 ∧ ki+1 ∩ ℓi+1 = ∅ ∧

∧ [xi+1 = ki+1 ∪ ℓi+1 ∨ (∃aiεxi+1)[xi+1 − {ai} = ki+1 ∪ ℓi+1]]]



62 KEF�ALAIO 2. T�O PR�OBLHMA THS SUN�EPEIASå åpoØo lèei íti eÒte tä xi+1 eÒte tä xi+1 − {ai} mporeØ n� grafeØ ± énwshdÔo xènwn metaxÔ tou ÊsoplhjÀn sunìlwn. EÖkola parathroÜme íti
G � ∀xi+1[Fin(xi+1)→ Zr(xi+1)].Pr�gmati, �n |x| �rtio tìte mporoÜme n� qwr�soume t� stoiqeØa tou sà dÔoÊsoplhj¨, xèna metaxÔ tou sÔnola k kaÈ ℓ (ípou qwrÈ âkjèth eÚnai oÉ ármh-neØe tÀn sunìlwn mà âkjèth). _An |x| perittì, tìte |x − {a}| �rtio, kaÈÊsqÔei tä Òdio.VOmw, G � ∀xi+1[Fin(xi+1)], ápomènw, G � ∀xi+1[Zr(xi+1)]. <Epomènwde�xame tä (4). VEpetai íti Íp�rqei ⊆-Êsomorfismä gi� tä G, �ra � NF3 eÚnaisunep .<Oloklhr¸noume t�n ánìthta, de�qnonta t�n Êsosunèpeia tÀn NF, NF4.Xekin�me mà t�n profan¨ parat rhsh íti �n � NF eÚnai sunep� tìte kaÈ� NF4 eÚnai sunep . Pr�gmati, �n Íp¨rqe éna tÔpo φ t.w. NF4 � φ ∧ ¬φ,tìte gi� tän Òdio tÔpo j� Òsque NF � φ ∧ ¬φ.Gi� tä �nt�strofo, qreiazìmaste énan trìpo n� mei¸soume tÈ bajm�de tÀnmetablhtÀn poÌ âmfan�zontai stän tuqaØo tÔpo φ t¨ NF ¹ste n� l�boumeénan tÔpo ψ t¨ NF4, tautologik� ÊsodÔnamo mà tän �rqikä φ. D�noume tänårismì:Orismo 2.3.13. ^Estw tä sÔnolo E = {{{x}, y} | xεy}. Gi� k�je tÔpo

φ t¨ NFn år�zoume tän φ′, ± áx¨: ^Estw x metablht� toÜ φ âl�qisthbajm�da.
• >All�zoume k�je Ípìtupo t¨ morf¨ xεy mà tän Ípìtupo
x′εP1(V ) ∧ {x′, y}εE.
• >All�zoume k�je Ípìtupo t¨ morf¨ x = w mà tän Ípìtupo x′ = w′.>Ep�sh år�zoume φ(n+1) = (φ(n))′, gi� n > 1.Protash 2.3.14. _An φ eÚnai tÔpo t¨ NFn, tìte å φ′ eÚnai tÔpo t¨

NFn−1 + E kaÈ ÊsqÔei φ ≡ φ′.>Apìdeixh. >Apä tän årismä t¨ kl�sew NFn, � mikrìterh bajm�da metablh-t¨ toÜ φ eÚnai 0 kaÈ � megalÔterh tä polÌ n− 1. Tìte, � mikrìterh bajm�dametablht¨ toÜ φ′ eÚnai 1 kaÈ � megalÔterh tä polÌ n − 1. Mei¸nonta íletÈ bajm�de metablhtÀn toÜ φ′ kat� m�a (oÎsiastik� �ll�zonta t� diastrw-m�twsh), épetai íti oÉ bajm�de toÜ φ′ eÚnai �pä 0 ³ (tä polÌ) n−2. >Ep�sh,å φ′ êqei ÍpotÔpou t¨ morf¨ {x′, y}εE, åpìte telik� br�sketai st�n kl�sh
NFn−1 + E kaÈ ÊsqÔei φ ≡ φ′. <H tautologik� Êsodunam�a eÚnai profan .Jewrhma 2.3.15. Gi� k�je tÔpo φ t¨ NF Íp�rqei tÔpo ψ t¨ NF4 t.w.
NF � φ ⇐⇒ NF4 � ψ kaÈ φ ≡ ψ, �ra oÉ NF kaÈ NF4 eÚnai ÊsosunepeØ.



2.3. TM�HMATA THS NF 63>Apìdeixh. ^Estw NF � φ. Tìte NFn � φ, gi� k�poio n. QwrÈ periorismät¨ genikìthta, Ípojètoume n = 4 + k > 4. Tìte NFn−1 + E � φ′, �ra
NF3 + E � φ(k+1). T¸ra, �ntikajistÀnta {prä t� p�sw} k�je {x′, y}εEpoÌ âmfan�zetai stän φ(k+1) mà énan Ípìtupo t¨ morf¨ xεy, pa�rnoume énantÔpo ψ mà bajm�de metablhtÀn �pä −1 ³ tä polÌ 2, poÌ mà t� seir� toumetatrèpontai stÈ bajm�de �pä 1 ³ tä polÌ 3. ^Ara, pa�rnoume énan tÔpo
ψ t¨ NF4, ÊsoÔnamo tautologik� mà tän φ.
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