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Περίηψη

Στην παρούσα διπματική ερασία μεετάμε ερήματα διοτομίας που αφορούν
κυρίς προήματα μέτρησης. Ένα εώρημα διοτομίας ια μια κάση προημά-
τν, στην υποοιστική πουποκότητα, είναι μια πήρης ταξινόμηση τν προ-
ημάτν της οικοένειας σε υποοιστικά εύκοα και σε υποοιστικά δύσκοα
προήματα, ρίς ενδιάμεσα προήματα. Εξαιτίας του ερήματος του Ladner δε
μπορούμε να ρούμε διοτομία ια οόκηρες τις κάσεις NP και #P, αά παρ’
όα αυτά υπάρουν μεάες υποκάσεις προημάτν που μοντεοποιούν ποά
”φυσικά” προήματα και ια τις οποίες υπάρουν ερήματα διοτομίας. Ξεκινάμε
με το μοντέο τν προημάτν ικανοποίησης περιορισμών ς πρόημα απόφα-
σης (CSP) και στη συνέεια μεετάμε τις κάσεις τν προημάτν μέτρησης
ομομορφισμών ραφήματος, τν προημάτν μέτρησης ικανοποίησης περιορισμών
(#CSP) και τν προημάτν Holant. Τέος, α κάνουμε μια σύντομη εισαή
στους οοραφικούς αορίμους, που είναι ειδικού τύπου πουνυμικοί αόρι-
μοι ια προήματα μέτρησης.

Λέξεις κειδιά: Διοτομία, Πρόημα Ικανοποίησης Περιορισμών, Ομομορφι-
σμοί Γραφήματος, Πρoήματα Holant, Οοραφικοί Αόριμοι
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Abstract

In this thesis we study dichotomy theorems mainly of counting problems. A
dichotomy theorem for a class of problems, in computational complexity, is a
complete classification of the problems of this class in computationally easy and
computationally hard problems, without intermediate problems. Due to Ladner’s
theorem we cannot find a dichotomy for the whole classes NP and #P, however
there are large subclasses of NP (#P), that model many ”natural” problems, for
which dichotomy theorems exist. We begin with the framework of the decision
version of constraint satifaction problems (CSP) and then we study the classes
of graph homomorphisms problems, of counting constraint satisfaction problems
(#CSP) and of Holant problems. Finally, we will make a brief introduction to
holographic algorithms, a special type of polynomial-time algorithms for counting
problems.

Keywords: Dichotomy, Constraint Satisfaction Problem, Graph Homomorphisms,
Holant Problems, Holographic Algorithms
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2 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Βασικοί Ορισμοί
Σκοπός της Υποοιστικής Πουποκότητας είναι να ταξινομήσει τα διάφορα

προήματα σε κάσεις πουποκότητας. Σε αυτή την παράραφο α ορίσουμε
κάποιες ασικές κάσεις πουποκότητας και αναών, τα οποία α ρειαστούμε
στη συνέεια. Για μια πιο αναυτική εισαή, παραπέμπουμε στα [2, 34].
Όταν περιορίζουμε μια μηανή Turing (TM) ς προς τον ρόνο που μπορεί να

τρέξει, τότε προκύπτει ο παρακάτ ορισμός:

Ορισμός 1.1.1. Έστω f μια συνάρτηση από το N στο N. Θα λέμε ότι η TM
M λειτουργεί σε χρόνο f(n), αν για κάθε συμβολοσειρά εισόδου x, ο χρόνος που
χρειάζεται η M σε είσοδο x είναι το πολύ f(|x|) 1. Ας υποθέσουμε ότι μια γλώσσα
L ⊆ (Σ − {⊔})∗ αποφασίζεται από μια TM η οποία λειτουργεί σε χρόνο f(n). Θα
λέμε ότι L ∈ TIME(f(n)).

Αν από την άη περιορίσουμε τη μηανή ς προς τον ώρο τον οποίο μπορεί
να ρησιμοποιήσει, τότε έουμε τον παρακάτ ορισμό:

Ορισμός 1.1.2. Έστω f μια συνάρτηση από το N στο N. Θα λέμε ότι η TM M
λειτουργεί σε χώρο f(n), αν για κάθε συμβολοσειρά εισόδου x, η M χρειάζεται χώρο
το πολύ f(|x|). Έστω L μια γλώσσα. Θα λέμε ότι L ∈ SPACE(f(n)) αν υπάρχει
TM που αποφασίζει την L με τη χρήση το πολύ f(n) κελιών στην ταινία εργασίας
της.

Για μη-ντετερμινιστικές μηανές Turing συμοίζουμε τις κάσεις πουποκό-
τητας με περιορισμό στο ρόνο και στο ώρο ς NTIME(f(n)) και NSPACE(f(n))
αντίστοια.
Ορίζουμε επίσης τις παρακάτ κάσεις πουποκότητας:
1το |x| συμοίζει το μήκος της συμοοσειράς x

3
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L = SPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)
P =

∪
k>0TIME(nk)

NP =
∪

k>0NTIME(nk)

EXP =
∪

k>0TIME(2n
k
)

PSPACE =
∪

k>0 SPACE(nk)
NPSPACE =

∪
k>0NSPACE(nk)

Οι παραπάν κάσεις συνδέονται μεταξύ τους ς εξής:

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE.

Για τους περισσότερες από τους παραπάν εκεισμούς παραμένει ανοιτό το
ερώτημα αν είναι νήσιοι ή όι. Το κεντρικό και πιο διάσημο ανοιτό ερώτημα
της υποοιστικής πουποκότητας είναι η σέση μεταξύ τν κάσεν P και NP,
επειδή ια τα περισσότερα προήματα που συναντούμε στη ιιοραφία, αυτά
που μπορούν να υούν αποτεεσματικά ανήκουν στο P και αυτά ια τα οποία δε
νρίζουμε αποδοτικούς αορίμους ανήκουν στο NP.
Οι παραπάν ορισμοί αφορούν προήματα απόφασης (ώσσες). Εμείς α

ασοηούμε κυρίς με προήματα μέτρησης (συναρτήσεις), όπου ενδιαφερόμα-
στε ια το πήος τν ύσεν ενός δοσμένου προήματος. Η κύρια κάση ια τα
προήματα μέτρησης είναι η εξής:

Ορισμός 1.1.3 (Valiant [36]). #P είναι η κλάση όλων των συναρτήσεων f : Σ∗ →
N για τις οποίες, για κάθε x ∈ Σ∗, f(x) = accM(x) για κάποια NP-TM M , όπου
accM(x) είναι το πλήθος των υπολογιστικών μονοπατιών της M που αποδέχονται με
είσοδο x.

Επίσης, η κάση συναρτήσεν που υποοίζονται από μια ντετερμινιστική μη-
ανή Turing πουνυμικού ρόνου είναι η FP. Το ανοιτό ερώτημα ια την που-
ποκότητα τν προημάτν μέτρησης, αντίστοιο αυτού του P vs. NP, είναι το
εάν ισύει FP = #P ή FP ⊂ #P, με το δεύτερο να ερείται πιο πιανό.
Για να δώσουμε αρότερα κάποια αποτεέσματα πηρότητας, α ρησιμοποιή-

σουμε τις παρακάτ αναές:

Ορισμός 1.1.4. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα A ανάγεται σε ένα πρόβλημα B κατά
Karp-αναγωγή (polynomial-time many one) και θα συμβολίζεται με A ≤p

m B, αν
υπάρχει μια συνάρτηση f υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο, τέτοια ώστε για κάθε
x, x ∈ A αν και μόνο αν f(x) ∈ B.

Στην περίπτση συναρτήσεν fA και fB, η παραπάν αναή ορίζεται ς εξής:

fA(x) ≤p
m fB αν ∃g ∈ FP,∀x fA(x) = g(fB(x)).
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Ορισμός 1.1.5. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα A (ή συνάρτηση) ανάγεται σε ένα
πρόβλημα B κατά Cook-αναγωγή (polynomial-time Turing) και θα συμβολίζεται με
A ≤p

T B, αν η A μπορεί να υπολογιστεί από μια ντετερμινιστική TMM σε πολυωνυμικό
χρόνο με τη χρήση ενός μαντείου (oracle) για τη B. Αν η M καλέσει μία μόνο φορά το
μαντείο για τη B, τότε έχουμε την Cook [1] αναγωγή, που συμβολίζεται με A ≤p

[1]−T B.

Να σημειώσουμε ότι η Cook-αναή ισύει όι μόνο ια ώσσες (προή-
ματα), αά και ια συναρτήσεις. Για τα προήματα μέτρησης α ρησιμοποιήσουμε
επίσης και την φειδή (parsimonious) αναή:

Ορισμός 1.1.6. Θα λέμε ότι ένα πρόβλημα μέτρησης #A ανάγεται σε ένα πρό-
βλημα μέτρησης #B με φειδωλή αναγωγή (parsimonious reduction) αν υπάρχει
μια συνάρτηση f υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο τέτοια ώστε, για κάθε x,
|{y | (x, y) ∈ A}| = |{z | (f(x), z) ∈ B}|.

1.2 Το Θεώρημα του Ladner και οι Επιπτώ-
σεις του

Όπς είπαμε ένα από κύρια ανοιτά προήματα είναι μια απόδειξη ια το αν
ισύει ή όι ότι P ̸= NP. Από τη στιμή που το πρόημα είναι ακόμη ανοιτό, το
καύτερο που μπορούμε να επίζουμε είναι να κατατάξουμε κάε πρόημα στο NP
να είναι είτε NP-complete είτε να ύνεται στο P. Η παραπάν πρόταση ισύει και
ια τα προήματα μέτρησης, ό έειψης απόδειξης του FP ̸= #P, μπορούμε
να κατατάξουμε κάε πρόημα στο #P έτσι ώστε να είναι είτε #P-complete είτε
να ύνεται σε πουνυμικό ρόνο;
Και στα δύο παραπάν ερτήματα απάντησε αρνητικά ο Ladner με το παρακάτ

εώρημά του [31].

Θεώρημα 1.2.1. Αν P ̸= NP τότε υπάρχει μια γλώσσα L ∈ NP η οποία δεν ανήκει
στο P αλλά ούτε είναι NP-complete.

Η ακόουη απόδειξη μπορεί να ρεεί στο [2] (με κάποιες επτομέρειες να
παραείπονται):

Απόδειξη του θεωρήματος 1.2.1. Έστ Mi η μηανή Turing που έει σαν περι-
ραφή τη δυαδική αναπαράσταση του i. Ας ερήσουμε τη ώσσα SATH =

{ϕ01nH(n) | ϕ ∈ SAT ∧ n = |ϕ|}, όπου H : N → N είναι η συνάρτηση που ορί-
ζεται ς εξής:
H(n) είναι ο μικρότερος αριμός i < log logn τέτοιος ώστε ια κάε x ∈ {0, 1}⋆ με
|x| ≤ logn, η Mi δίνει ς έξοδο το SATH(x) μετά από το πού i · |x|i ήματα. Αν
δεν υπάρει τέτοιος αριμός i τότε H(n) = log logn.
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Μπορούμε να υποοίσουμε την H(n) αναδρομικά υποοίζοντας πρώτα τα
H(k) ια k ≤ logn. Ο αόριμος ρειάζεται να προσομοιώσει το πού log logn
μηανές Turing ια κάε είσοδο με μήκος το πού logn και ια το πού log logn ·
(logn)log logn ήματα. Στο τέος κάε τέτοιας προσομοίσης πρέπει να εέουμε
αν Mi(x) = SATH(x) και ια να το κάνουμε αυτό ρειαζόμαστε την τιμή του H(k)
ια ένα k ≤ logn. Εύκοα μπορούμε να δούμε ότι ο συνοικός υποοισμός του
H(n) ίνεται το πού σε O(n3) ήματα. Αυτό μας δείνει και ότι η συνάρτηση H(n)
είναι καώς ορισμένη.
Τώρα ας υποέσουμε ότι SATH ∈ P, και άρα υπάρει μηανή Turing M που

ύνει το SATH σε το πού c ·nc ήματα ια κάποια σταερά c. Θα υπάρει κάποιος
αριμός i > c τέτοιος ώστε Mi = M . Εξ’ ορισμού, ια n > 22

i , H(n) ≤ i, οπότε
H(n) = O(1).
Από την άη μεριά, αν H(n) = O(1), τότε η H μπορεί να πάρει μόνο πεπερα-

σμένου πήους τιμές, οπότε υπάρει ένα i τέτοιο ώστε H(n) = i, ια άπειρα σε
πήος n. Από αυτό συμπεραίνουμε ότι η Mi ύνει το SATH σε ρόνο i · ni, ιατί
διαφορετικά αν υπήρε κάποιο x ια το οποίο ηMi δε δίνει σστό αποτέεσμα μέσα
σε αυτό το ρόνο, τότε ια σεδόν όα τα n > 2|x| (εκτός ίσς από το 22i) α ίσυε
H(n) ̸= i.
Στις δύο τεευταίες παραράφους δείξαμε ότι SATH ∈ P αν και μόνο αν

H(n) = O(1). Επιπέον, η συνεπαή της δεύτερης παραράφου ισύει ακόμη
και αν υποέσουμε μόνο ότι υπάρει σταερά C τέτοια ώστε H(n) ≤ C ια άπειρα
σε πήος n, που σημαίνει ότι αν SATH ̸∈ P τότε το H(n) τείνει στο άπειρο όταν
το n τείνει στο άπειρο.
Έστ τώρα ότι SATH ∈ P: από τα παραπάν συμπεραίνουμε ότι H(n) ≤ C

ια κάποια σταερά C, από το οποίο προκύπτει ότι το SATH είναι απά το SAT
αν κοήσουμε σε κάε στιμιότυπο το πού πουνυμικά σε πήος 1. Αυτό
όμς α σήμαινε ότι ένας πουνυμικός αόριμος ια το SATH α μπορούσε
να ρησιμοποιηεί ια να υεί το SAT σε πουνυμικό ρόνο, και άρα α ίσυε
P = NP.
Ας υποέσουμε τέος ότι το SATH είναι NP-complete: οπότε υπάρει ανα-

ώή r από το SAT στο SATH που τρέει σε ρόνο O(nk) ια κάποια σταερά
k. Έουμε ήδη δείξει ότι SATH ̸∈ P, οπότε το H(n) τείνει στο άπειρο. Αφού η r
τρέει σε ρόνο O(nk), ια αρκετά μεάα n α πρέπει να στένει στιμιότυπα του
SAT μεέους n σε στιμιότυπα του SATH μεέους το πού nH(n). Συνεπώς
αρκετά μεάους τύπους ψ, η αναή r τους στένει σε μια συμοοσειρά του
τύπου ϕ01|ϕ|H(|ϕ|) , όπου ϕ ένας τύπος μικρότερος κατά ένα σταερό πουνυμικό
παράοντα. Πιο συκεκριμένα α είναι |ϕ|+1+ |ϕ|H(|ϕ|) = O(|ψ|i), που σημαίνει ότι
|ϕ| = o(|ψ|). Εφαρμόζοντας αναδρομικά τη διαδικασία μέρι να φτάσουμε σε αρκετά
μικρό τύπο, έουμε έναν αόριμο πουνυμικού ρόνου ια το SAT, κάτι που
έρεται σε αντίεση με την υπόεση ότι P ̸= NP.
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Ας σημειώσουμε ότι η συκεκριμένη τενική που είδαμε στην απόδειξη, μπορεί
να εφαρμοστεί και σε άες κάσεις και έτσι να προκύψουν τα παρακάτ πορίσματα.

Πόρισμα 1.2.2. Αν υποθέσουμε ότι P ̸= NP, τότε υπάρχει μια άπειρη ιεραρχία
από διαχωρισμένες κλάσεις πολυπλοκότητας μεταξύ του P και του NP.

Απόδειξη. Θα εφαρμόσουμε τη τενική της απόδειξης του ερήματος 1.2.1 ια να
δειξουμε ότι υπάρει ώσσα που δεν ανήκει στο P, ούτε η SATH =def SATH0

ανάεται σε αυτήν:
Ας ερήσουμε τη ώσσα SATH1 = {ϕ01nH(n) | ϕ ∈ SATH0∧n = |ϕ|}, όπου H

είναι η συνάρτηση που ορίσαμε στην απόδειξη του 1.2.1. Η SATH1 είναι όι μόνο στο
NP, αά ανάεται και στην SATH0 (αφού H είναι πουνυμικά υποοίσιμη). Από
την άη μεριά, ρησιμοποιώντας τα ίδια επιειρήματα όπς πριν, αν SATH1 ∈ P α
προέκυπτε ότι SATH0 ∈ P. Επίσης μια αναή SATH0 ≤p SATH1, α μας έδινε
έναν πουνυμικό αόριμο ια την SATH0.
Ας ερήσουμε τώρα την ακόουη οικοένεια σσών: SATHi

= {ϕ01nH(n) |
ϕ ∈ SATHi−1

∧ n = |ϕ|}. Οι κάσεις πουποκότητας που ορίζονται από τις αντί-
στοιες κειστότητες (closures) κατά Karp, αποτεούν μια άπειρη ιεραρία κά-
σεν μεταξύ του P και του NP.

Πόρισμα 1.2.3. Αν FP ̸= #P τότε υπάρχει μια άπειρη ιεραρχία διαχωρισμένων
κλάσεων πολυπλοκότητας μεταξύ του FP και του #P.

Εκτός από τα τενητά προήματα που περιράψαμε στις παραπάν αποδειξεις
(SATH), υπάρουν και κάποιοι φυσικοί υποψήφιοι που πιστεύουμε πς δεν είναι
ούτε NP-complete, και ούτε νρίζουμε αν ανήκουν στο P. Τέτοια προήματα
είναι το πρόημα ισομορφισμού ραφημάτν και το πρόημα της παραοντοποί-
ησης ς πρόημα απόφασης, δηαδή δοσμένου ενός ακεραίου n και ενός ακεραίου
M με 1 ≤ M ≤ n, το ερώτημα είναι αν ο n έει διαιρέτη d με 1 < d < M . Για
τα προήματα μέτρησης, μπορούμε να ερήσουμε αντίστοια το πρόημα του
υποοισμού του πήους τν διαιρετών ενός ακεραίου.
Από την άη μεριά, η πειοψηφία τν προημάτν απόφασης (μέτρησης) που

νρίζουμε και που προκύπτουν φυσικά, είναι είτε πού εύκοα, δηαδή ανήκουν
στο P(FP), είτε πού δύσκοα, δηαδή είναι NP-complete(#P-complete). Από τη
στιμή που δε μπορούμε να αποδείξουμε ότι αυτό ισύει ια όα τα προήματα
στο NP(#P), α έαμε να ρούμε υποκάσεις που περιέουν όσο το δυνατόν πε-
ρισσότερα προήματα, τέτοιες ώστε τα προήματα που περιέονται σε αυτές να
είναι είτε πού εύκοα, είτε πού δύσκοα. Μια τέτοιου είδους κάση α πρέπει να
είναι αρκετά περιορισμένη ώστε εώρημα αντίστοιο με αυτό του Ladner να μην
ισύει ια αυτή την κάση, αά παράηα α έαμε να είναι και όσο το δυνατόν
πιο μεάη ίνεται. Έτσι α είαμε πετύει να καορίσουμε πήρς την που-
ποκότητα τν προημάτν που περιέονται σε αυτή την κάση. Τέτοιου είδους



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

ερήματα στην υποοιστική πουποκότητα, όπου μια οικοένεια προημάτν
αποδεικνύεται ότι περιέει είτε πού εύκοα, είτε πού δύσκοα προήματα και
τίποτα ενδιάμεσα, ονομάζονται ερήματα διοτομίας (dichotomy theorems).

1.3 Παραδείματα Διοτομιών στην Υποο-
ιστική Πουποκότητα

Ένα από τα πρώτα ερήματα διοτομίας στην υποοιστική πουποκότητα
οφείεται στους Jaeger, Vertigan και Welsh [26] και αφορά το πουώνυμο Tutte
ενός ραφήματος.

Ορισμός 1.3.1. Το πολυώνυμο Tutte ενός γραφήματος G είναι το:

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

(x− 1)κ(V,A)−κ(V,E)(y − 1)|A|−(|V |−κ(V,A))

όπου κ(V,A) = το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του γραφήματος (V,A).

Το πουώνυμο Tutte ορίζεται ια κάε μη κατευυνόμενο ράφημα και δίνει
πηροφορίες ια το πς ακριώς είναι συνεκτικό το ράφημα. Μερικά παραδείματα
που μπρούν να ρεούν στο ιιο του Welsh [40] είναι τα εξής:

• το T (G; 1, 1) υποοίζει το πήος τν δενδροπαραόντν (spanning trees)
του ραφήματος G.

• το T (G; 2, 1) υποοίζει το πήος τν δασών (forests) στο G

• T (G; 1, 2) υποοίζει το πήος τν υποσυνόν από ακμές που είναι συνε-
κτικά και καύπτουν το G.

• το T (G; 2, 0) υποοίζει το πήος τν ακυκικών προσανατοισμών του G.

• Το ρματικό πουώνυμο P (G;λ) ενός ραφήματος G με n κορυφές, m
ακμές και k συνεκτικές συνιστώσες δίνεται από τον τύπο: P (G;λ) =
(−1)n−kλkT (G; 1− λ, 0).
Αν ερήσουμε το λ έναν ετικό ακέραιο, τότε το P (G;λ) υποοίζει το
πήος τν λ-ρματισμών του G.

Για σταερά x, y το εώρημα διοτομίας τν Jaeger, Vertigan και Welsh είναι
πάν στο ακόουο πρόημα:

• T(x, y):
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– Είσοδος: Ένα ράφημα G.
– Ζητούμενο: T (G;x, y).

Πιο συκεκριμένα, απέδειξαν ότι το πρόημα υποοισμού του που-
νύμου Tutte ενός ραφήματος στο σημείο (x, y) του επιπέδου, είναι #P-
hard εκτός εάν (x − 1)(y − 1) = 1 ή όταν το (x, y) ισούται με
(1, 1), (−1,−1), (0,−1), (−1, 0), (i,−i), (−i, i), (j, j2) ή (j2, j), όπου j = e2πi/3.
Επίσης οι Vertigan και Welsh [39] έδειξαν ότι αν περιοριστούμε στην περίπτση

τν επίπεδν ραφημάτν, τότε και τα σημεία στην υπεροή (x − 1)(y − 1) = 2
οδηούν σε υποοισμό του πουνύμου σε πουνυμικό ρόνο.

Στο παραπάν σήμα, κάε σημείο (x, y) του επιπέδου αντιστοιεί σε ένα πρό-
ημα T(x, y). Σε κάε κόκκινο σημείο, το πρόημα ύνεται σε πουνυμικό
ρόνο. Σε κάε μπε σημείο το πρόημα είναι #P-hard ενικά, αά υποοίζεται
σε πουνυμικό ρόνο ια επίπεδα ραφήματα. Σε κάε άο σημείο, το πρόημα
είναι #P-hard ακόμη και ια επίπεδα ραφήματα.
Ένα άο εώρημα διοτομίας που ήκε το 1990 ήταν ια το πρόημα H-

Χρματισμού. Ένας H-Χρματισμός ενός ραφήματος G είναι απά ένας ομομορ-
φισμός από το G στο H.
Για παράδειμα, αν H = K3 τότε ο K3-Χρματισμός είναι απά το πρόημα 3-

ρματισμού ενός ραφήματος, και πιο ενικά αν H = Kq τότε έουμε το πρόημα
του k-ρματισμού.
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Οι Hell και Nesetril [25] απέδειξαν ότι το πρόημα του H-Χρματισμού εί-
ναι στο P αν το ράφημα H είναι διμερές, ενώ είναι NP-complete σε κάε άη
περίπτση.
Ποά πρόσφατα ερήματα διοτομίας αφορούν προήματα από τη στατιστική

φυσική. Στην στατιστική φυσική μοντεοποιούν συστήματα spin σε ραφήματα,
και έουν να υποοίσουν τη συνάρτηση διαμέρισης (partition function) ενός
συστήματος spin ένα ράφημα. Ένα από τα πιο μεετημένα μοντέα στη στατιστική
φυσική είναι το μοντέο Ising, που πρτοεισήη τη δεκαετία του 1920 από τους
Lenz και Ising ια να μεετήσουν τον φερρομανητισμό (ferromagnetism). Ένα
στιμιότυπο του μοντέου δίνεται από ένα σύνοο από n τοποεσίες, ένα σύνοο
από ενέρειες αηεπίδρασης Vij ια κάε ζεύος i, j από τοποεσίες, μια ένταση
μνητικού πεδίου B, και μια αντίστροφη ερμοκρασία (inverse temperature) β.
Κατάσταση του συστήματος που ορίζεται από αυτές τις παραμέτρους είναι είναι μία
από τις 2n πιανές αναέσεις σ από ±1 spins σε κάε τοποεσία. Η ενέρεια μιας
κατάστασης σ συμοίζεται με H(σ) και ορίζεται ς:

H(σ) = −
∑
{i,j}

Vijσiσj −B
∑
k

σk.

Το ενδιαφέρον κομμάτι σε αυτό το άροισμα είναι ο πρώτος όρος, που αποτεεί-
ται από τη συνεισφορά από τα ζεύη τοποεσιών. Η σημασία αυτής της έκφρασης
έρεται από την κατανομή Gibbs, σύμφνα με την οποία η πιανότητα το σύστημα
να ρίσκεται σε μια κατάσταση σ είναι ανάοη της ποσότητας exp(−βH(σ)). Από
αυτό συμπεραίνουμε ότι η πιανότητα μιας κατάστασης σ είναι 1/Z×exp(−βH(σ)),
όπου ο παράοντας κανονικοποίησης Z, που καείται συνάρτηση διαμέρισης του
συστήματος, είναι ο

Z =
∑

σ∈{−1,1}n
exp(−βH(σ)).

Να σημειώσουμε εδώ ότι ο υποοισμός της συνάρτησης διαμέρισης του
μοντέου Ising ισοδυναμεί με το πρόημα T(x, y) με x, y τέτοια ώστε
(x − 1)(y − 1) = 2. ¨Αα σημαντικά μοντέα της στατιστικής φυσικής είναι
το μοντέο Hard-Core (που είναι ισοδύναμο με τον υποοισμό τν ανεξάρτητν
συνόν σε ένα ράφημα), το μοντέο Potts και το μοντέο Antiferromagnetic
Potts (που είναι ισοδύναμο με τον υποοισμό του πήους τν ρματισμών ενός
ραφήματος). Τα ερήματα διοτομίας που έουμε αφορούν ειδικές περιπτώσεις
αυτών τν μοντέν και ένε ότι η συνάρτηση διαμέρισης μπορεί να προσει-
στεί (FPRAS) κάτ από κάποιες τιμές μιας παραμέτρου του συστήματος. Για το
μοντέο Ising η παράμετρος αυτή είναι η β.
Αυτό που είναι πιο αξιοσημείτο με αυτές τις διοτομίες είναι ότι συμπίπτουν με

τις μεταάσεις φάσεις (phase transitions) που έουν αποδειεί από τους φυσικούς.
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Έτσι εάν η παράμετρος είναι κάτ από μια κρίσιμη τιμή, τότε το πρόημα είναι
εύκοο, ενώ όταν η παράμετρος υπερεί αυτή τη τιμή, τότε το πρόημα ίνεται
#P-hard, και επιπέον το σύστημα αάζει φάση.
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Κεφάαιο 2

Το Πρόημα Ικανοποίησης
Περιορισμών (CSP) ς
Πρόημα Απόφασης

Σκοπός αυτού του κεφααίου είναι να εισάουμε το πρόημα ικανοποίησης
περιορισμών (constraint satisfaction problem ή απούστερα CSP) ς πρόημα
απόφασης και να παρουσιάσουμε ορισμένα από τα πιο σημαντικά αποτεέσματα
ύρ από τη ερία του.
Η προέευση του προήματος οφείεται στον Ugo Montanari και συκεκρι-

μένα σε ένα άρρο του το 1974 [33] που ασοείται με το πρόημα ια εφαρμοές
επεξερασίας εικόνας.
Για μια πρώτη διαίσηση μπορούμε να σκεφτόμαστε το CSP σαν ένα ενικό

ομοενές παίσιο που μοντεοποιεί ποά νστά συνδυαστικά προήματα. Πα-
ραδείματα τέτοιν προημάτν είναι ραφοερητικά (ρματισμός ραφήματος,
κάυψη κορυφών, ...), το SAT, προήματα άσεν δεδομένν, τενητής νοημο-
σύνης, επιειρησιακής έρευνας, ετιστοποίησης και ποά άα.

2.1 Ορισμός του Προήματος Απόφασης
Αρικά α εισάουμε κάποιους ασικούς ορισμούς.

Ορισμός 2.1.1. Πεδίο (domain) ονομάζεται ένα πεπερασμένο σύνολο D από στοι-
χεία, που συνήθως θα συμβολίζεται ως D = {0, 1, · · · , n− 1}.
Ορισμός 2.1.2. O πληθικός αριθμός (cardinality) ενός πεδίου D θα συμβολίζεται
ως |D| = n.
Ορισμός 2.1.3. Μια k-δική σχέση (relation) R στο πεδίο D θα είναι ένα υποσύνολο
R ⊆ Dk.

13
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Για παράδειμα αν έουμε ς πεδίο το σύνοο D = {0, 1, 2}, μια διμεής σέση
στο D είναι η L = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 2)}.

Ορισμός 2.1.4. Ένας k-δικός περιορισμός είναι ένα κατηγόρημα εφαρμοζόμενο σε
ένα διάνυσμα k μεταβλητών.

Για παράδειμα τα C1(x, y) = (x = y), C2(x, y) = (x ≤ y) και C3(x, y, z) =
(x ̸= y ̸= z ̸= x) είναι περιορισμοί.
Από μια σέση R μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν περιορισμό R(x⃗) τέτοιο

ώστε το R να αντιστοιεί στο σύνοο ύσεν του R(x⃗). Αν ια παράδειμα ε-
ρήσουμε τη σέση L που αναφέραμε προηουμένς ια το πεδίο D = {0, 1, 2},
τότε ο περιορισμός L(x, y) αντιστοιεί στον περιορισμό x ≤ y ια το D.
Επίσης να παρατηρήσουμε ότι μια σέση R μπορεί να οδηήσει σε περισσότερους

του ενός περιορισμούς. Για παράδειμα οι R(x, y) και R(y, x) είναι διαφορετικοί
περιορισμοί.
Ήρε η ώρα να ορίσουμε το πρόημα CSP. Ως είσοδος δίνεται ένας τύπος ϕ,

ο οποίος είναι πεπερασμένη σύζευξη από περιορισμούς στο πεδίο D. Το ζητούμενο
είναι αν όοι οι περιορισμοί είναι ικανοποιήσιμοι, δηαδή αν υπάρει αποτίμηση στις
μεταητές έτσι ώστε να ικανοποιούνται όοι οι περιορισμοί.
Για παράδειμα αν έουμε τον τύπο (a = b)∧(b ̸= d)∧(d < c)∧(b < c) στο πεδίο

D = {0, 1, 2, 3}, τότε η αποτίμηση a = 2, b = 2, c = 3, d = 2 δεν είναι ύση ιατί δεν
ικανοποιείται ο δεύτερος περιορισμός. Η αποτίμηση όμς a = 1, b = 1, c = 3, d = 2
αποτεεί ύση, άρα ο τύπος είναι ικανοποιήσιμος.
Ας δούμε τώρα μερικά παραδείματα προημάτν που μοντεοποιούνται από το

παίσιο του CSP. Το πιο από ίσς παράδειμα είναι αυτό του 3-ρματισμού ενός
ραφήματος. Σ’αυτό το πρόημα δίνεται ένα μη κατευυνόμενο ράφημα και μας
ρτάνε αν μπορούμε να ρματίσουμε τις κορυφές του με τρία ρώματα έτσι ώστε
οποιεσδήποτε δύο κορυφές ενώνονται με ακμή να έουν διαφορετικό ρώμα. Θα
ερήσουμε ς πεδίο D το {0, 1, 2}, ένα στοιείο ια κάε ρώμα και ς μεταητές
τις κορυφές του ραφήματος. Για παράδειμα στο ράφημα της εικόνας α έουμε
μεταητές το σύνοο V = {a, b, c, d}.

Τέος όοι οι περιορισμοί α αντιστοιούν στη σέση ̸= και α υπάρει ένας
ια κάε ακμή. Στο παράδειμά οιπόν ο τύπος που α προκύψει ς είσοδος α είναι
ο (a ̸= b) ∧ (a ̸= c) ∧ (b ̸= c) ∧ (a ̸= d) και μια ύση είναι η a = 0, b = 2, c = d = 1,
άρα το ράφημα είναι 3-ρματίσιμο.
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Ένα άο παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται ς CSP είναι η k-
κάυψη κορυφών. Σ’αυτό το πρόημα δίνεται πάι ς είσοδος ένα ράφημα και
μας ρτάνε αν υπάρουν το πού k κορυφές που καύπτουν όες τις ακμές, δηαδή
ια ακμή τουάιστον το ένα άκρο της να ανήκει σ’αυτές τις k το πού κορυφές.
Γι’αυτό το πρόημα α ερήσουμε ς πεδίο το D = {0, 1}, όπου τα στοιεία
α αντιστοιούν στην επιοή ή μη μιας κορυφής. Ως μεταητές α ερήσουμε
πάι τις κορυφές του ραφήματος, δηαδή ια το παραπάν ράφημα α έουμε
μεταητές το σύνοο V = {a, b, c, d}. Οι περιορισμοί α είναι δύο ειδών. Πρώτον,
α υπάρει ένας περιορισμός C(x, y) ια κάε ακμή {x, y} που α αντιστοιεί στη
σέση C = {(01), (10), (11)} και α εξασφαίζει ότι ια κάε ακμή α άουμε
στο σύνοο μας τουάιστον ένα άκρο. Επίσης α υπάρει και ένας περιορισμός
K που α περιέει όες τις μεταητές και α εξασφαίζει ότι το πού k κορυφές
έουν επιεεί. Για το παραπάν ράφημα ο τύπος που α προκύψει είναι ο C(a, b)∧
C(a, c) ∧C(b, c) ∧C(a, d) ∧K(a, b, c, d). Έστ ότι ζητάμε μια 2-κάυψη κορυφών,
οπότε μια ύση είναι η a = b = 1, c = d = 0.

Πέρα από το ενικό CSP υπάρει και το παραμετρικό CSP. Η διαφορά του είναι
ότι τώρα πέον το πρόημα έει και μια παράμετρο S που είναι ένα σύνοο σέσεν
στο πεδίο D. Στο πρόημα CSP(S) δίνεται πάι ς είσοδος ένας τύπος ϕ αά
αυτή τη φορά ο τύπος είναι πεπερασμένη σύζευξη περιορισμών που αντιστοιούν
αποκειστικά σε σέσεις από το S. Πάι και σε αυτό το πρόημα το ερώτημα είναι
αν ο ϕ είναι ικανοποιήσιμος.
Το ενικό CSP πρόημα είναι νστό ότι είναι NP-complete (αφού ια πα-

ράδειμα ο 3-ρματισμός είναι ειδική περίπτσή του). Το ενδιαφέρον με το πα-
ραμετρικό CSP είναι δοσμένου ενός πεδίου D υπάρουν κάποιες παράμετροι S ια
τις οποίες το πρόημα CSP(S) ανήκει στο P. Ας ερήσουμε ια παράδειμα
το δυαδικό πεδίο D = {0, 1}. Είδαμε ότι το CSP({C,K}) μοντεοποιεί το πρό-
ημα k-κάυψης κορυφών, άρα είναι NP-complete. Το πρόημα όμς CSP({≠})
μοντεοποιεί το 2-ρματισμό ενός ραφήματος άρα ανήκει στο P.
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2.2 Δυαδικό (Boolean) CSP
Σ’αυτή την παράραφο α ασοηούμε με το δυαδικό πεδίο D = {0, 1}. Αυτή

είναι η πιο απή και ταυτόρονα ενδιαφέρουσα περίπτση πεδίου. Μοντεοποιεί
αρκετά φυσικά προήματα και υπάρουν και αρκετά ενδιαφέροντα αποτεέσματα
ια το δυαδικό πεδίο, όπς το εώρημα του Schaefer ια το οποίο α μιήσουμε
παρακάτ.
Το πιο κασικό παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται ς CSP στο δυα-

δικό πεδίο είναι το 3SΑΤ.

Ορισμός 2.2.1. Λέμε ότι ένας τύπος είναι σε κανονική συζευκτική μορφή
(conjunctive normal form ή απλούστερα CNF) όταν είναι σύζευξη από όρους, όπου
κάθε όρος είναι διάζευξη από literals, όπου κάθε literal είτε μια μεταβλητή x, είτε η
άρνησή της x̄.

Στο πρόημα 3SΑΤ δίνεται ς είσοδος ένας πεπερασμένος CNF τύπος ϕ στον
οποίο κάε όρος έει το πού τρία literals και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσιμος.
Είναι νστό ότι το 3SΑΤ είναι NP-complete πρόημα (Karp 1972) [30].
Για να μοντεοποιήσουμε το 3SΑΤ ς CSP ρειαζόμαστε τέσσερις σέσεις, τις

R0 = {0, 1}3 \ {000}, R1 = {0, 1}3 \ {001}, R2 = {0, 1}3 \ {011} και R3 = {0, 1}3 \
{111}. Έτσι ια παράδειμα μπορούμε να φτιάξουμε τους περιορισμούς (x∨y∨z) =
R0(x, y, z), (x∨y∨ z̄) = R1(x, y, z), (x∨ ȳ∨z) = R1(x, z, y), (x̄∨y∨ z̄) = R2(y, x, z),
κ..π. Είναι φανερό οιπόν ότι το 3SΑΤ αντιστοιεί στο CSP({R0, R1, R2, R3}).
Για να μπορέσουμε να διατυπώσουμε το εώρημα του Schaefer πρέπει πρώτα να

αναφέρουμε κάποιους ορισμούς ια του περιορισμούς.

Ορισμός 2.2.2. Ένας όρος θα ονομάζεται:

• Horn αν περιέχει το πολύ ένα θετικό literal,

• δυϊκός Horn αν περιέχει το πολύ ένα αρνητικό literal,

• διζευκτικός αν περιέχει το πολύ δύο literals

• αφινικός αν μπορεί να περιγραφεί από μια αφινική εξίσωση modulo 2.

Επίσης ένας τύπος ϕ = c1∧· · ·∧ cp ονομάζεται Horn, δυϊκός Horn, διζευκτικός ή
αφινικός αν κάθε όρος ci είναι Horn, δυϊκός Horn, διζευκτικός ή αφινικός αντίστοιχα.

Για τον παραπάν ορισμό ερούμε πάντα ότι οι τύποι είναι σε CNF μορφή. Ας
δούμε τώρα μερικά παραδείματα ια τους παραπάν ορισμούς:

• ο c1 := (x̄ ∨ ȳ ∨ z) είναι Horn,

• ο c2 := (x̄ ∨ y ∨ z) είναι δυϊκός Horn,
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• ο c3 := (x̄ ∨ y) είναι διζευκτικός, Horn και δυϊκός Horn,

• ο c4 := (x ∨ y) είναι διζευκτικός και δυϊκός Horn,

• ο c5 := (x+ y + z = 1)mod2 είναι αφινικός,

• ο c6 := (x = y) είναι αφινικός, διζευκτικός, Horn και δυϊκός Horn,

• ο c7 := (x ̸= y) είναι αφινικός και διζευκτικός,

Ενώ το ενικό SAT πρόημα είναι NP-complete, υπάρουν κάποιες ειδικές πε-
ριπτώσεις του που ανήκουν στο P. Μία από αυτές είναι το HS, στο οποίο μας
δίνεται ένας πεπερασμένος Horn τύπος ϕ και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσιμος.
Όμοια μπορούμε να ορίσουμε και το πρόημα DHS, στο οποίο ς

είσοδος δίνεται ένας δυϊκός Horn τύπος. Ένας τύπος ϕ(x1, · · · , xk) είναι Horn αν
και μόνο αν ο τύπος ϕ(x̄1, · · · , x̄k) είναι δυϊκός Horn. Συμπεραίνουμε οιπόν ότι και
το DHSύνεται σε πουνυμικό ρόνο.
Αν τώρα περιορίσουμε τις εισόδους του προήματος να είναι μόνο διζευκτικοί

τύποι, τότε προκύπτει το πρόημα 2SAT, το οποίο είναι νστό ότι ανήκει και
αυτό στο P.
Τέος, μπορούμε να ορίσουμε το πρόημα AS, στο οποίο δίνεται ς

είσοδος ένας πεπερασμένος αφινικός τύπος ϕ και μας ρτάνε αν είναι ικανοποιήσι-
μος. Ένας άος τρόπος να δούμε το ίδιο πρόημα είναι ο εξής, μας δίνεται ς
είσοδος ένα αφινικό σύστημα εξισώσεν Ax⃗ = b στον δακτύιο Z2 και μας ρ-
τάνε αν έει ύση. Το AS ύνεται κι αυτό σε πουνυμικό ρόνο αφού η
ύπαρξει ύσης του συστήματος Ax⃗ = b μπορεί να εεεί με τη μέοδο απαοιφής
Gauss.
Ας δούμε ένα παράδειμα φυσικού προήματος που ύνεται ς AS.

Στο πρόημα του 2-ρματισμού ραφήματος μας δίνεται ένα ράφημα G = (V,E)
με V το σύνοο κορυφών και το σύνοο τν ακμών και μας ρτάνε αν υπάρει
συνάρτηση f : V → {0, 1} τέτοια ώστε να ισύει f(x) ̸= f(y) ια κάε ακμή
(x, y) του ραφήματος. Θερούμε τη σέση 2col = {01, 10}, η οποία αντιστοιεί
στον αφινικό περιορισμό 2col(x, y) = (x + y = 1)mod2. Για κάε ακμή οιπόν
(x, y) ∈ E έουμε έναν περιορισμό (x + y = 1), και όοι μαζί οι περιορισμοί
φτιάνουν ένα αφινικό σύστημα εξισώσεν Ax⃗ = b στο Z2, που μπορούμε στη
συνέεια να ύσουμε σε πουνυμικό ρόνο με τη μέοδο απαοιφής Gauss και
άρα να ύσουμε το πρόημα 2-ρματισμού του G.
Ανακεφααιώνοντας, νρίζουμε ότι το πρόημα 3SΑΤ είναι NP-complete,

αά τα προήματα HS, DHS, 2SAT και AS ανήκουν
όα στο P.
Ένα άο πρόημα που α μας απασοήσει στην πορεία είναι το πρόημα

N3S. Σ’αυτό το πρόημα ς είσοδο δεόμαστε πάι έναν πεπερασμένο τύπο
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ϕ = c1 ∧ · · · ∧ cp σε CNF μορφή με κάε όρο να περιέει ακριώς 3 literals. Το
ερώτημα όμς αυτή τη φορά είναι αν υπάρει αποτίμηση I τν μεταητών έτσι
ώστε ο ϕ να είναι αηής και σε κάε όρο ci να υάρει τουάιστον ένα literal που
αποτιμάται σε 1 και τουάιστον ένα literal που αποτιμάται σε 0. Ο Schaefer το
1978 [35] έδειξε ότι το N3S είναι NP-complete.
Ας δούμε τώρα πς μπορούμε να μοντεοποιήσουμε το N3S σαν CSP.

Έστ ότι έουμε μια παράμετρο S και ας υποέσουμε ότι στο συνοο S περιέεται
η σέση nae = {001, 010, 011, 100, 101, 110}. Εύκοα μέσ της nae μπορούμε να
φτιάξουμε τον περιορισμό neq(x, y) = nae(x, y, y), που δήώνει ότι τα x, y είναι δια-
φορετικά μεταξύ τους. Με τη οήεια τν neq και nae μπορούμε τώρα να ορίσουμε
τους παρακάτ περιορισμούς

• nae1(x, y, z) = nae(x, y, z̄) = ∃v(neq(z, v) ∧ nae(x, y, v))

• nae2(x, y, z) = nae(x, ȳ, z̄) = ∃v(neq(y, v) ∧ nae1(x, v, z))

• nae3(x, y, z) = nae(x̄, ȳ, z̄) = ∃v(neq(x, v) ∧ nae2(v, y, z))

Παρατηρούμε ότι παρόμοια με το 3SΑΤ αυτοί οι περιορισμοί μας αρκούν ια να
μοντεοποιήσουμε το N3S. Το N3S οιπόν είναι το CSP({nae}), άρα το
CSP({nae}) είναι NP-complete.
Θα ορίσουμε τώρα δύο τετριμμένες περιπτώσεις σέσεν.

Ορισμός 2.2.3. Έστω ένα d ∈ {0, 1}. Μια σχέση R ονομάζεται d-έγκυρη αν
περιέχει το διάνυσμα (d, d, · · · , d). Ένα σύνολο S από σχέσεις ονομάζεται d-έγκυρο
αν κάθε σχέση R ∈ S είναι d-έγκυρη.

Είναι φανερό ότι αν το S είναι 0-έκυρο ή 1-έκυρο τότε το CSP(S) ανήκει στο
P, αφού αν δώσουμε σε κάε μεταητή την τιμή 0 ή 1 αντίστοια τότε προκύπτει
μια προφανής ύση.
Τώρα πέον μπορούμε να διατυπώσουμε το εώρημα διοτομίας του Schaefer

[35].

Θεώρημα 2.2.4. Έστω S ένα σύνολο από σχέσεις στο δυαδικό πεδίο {0, 1}. Αν το
S είναι

• 0-έγκυρο,

• ή 1-έγκυρο

• ή Horn

• ή δυϊκό Horn,

• ή διζευκτικό,
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• ή αφινικό,

τότε το CSP(S) ανήκει στο P. Σε κάθε άλλη περίπτωση το CSP(S) είναι NP-
complete.

Η πορεία της απόδειξης έει ς εξής, έουμε ήδη δει όες τις εύκοες περιπτώ-
σεις, δηαδή τις περιπτώσεις ια τις οποίες το CSP(S) ανήκει στο P. α δείξουμε
ότι σε κάε άη περίπτση, δηαδή αν το S δεν ικανοποιεί μια από τις έξι συνή-
κες του ερήματος, τότε το S α περιέει τη σέση nae που αναφέραμε παραπάν.
Σ’αυτή την περίπτση και αφού το CSP({nae}) είδαμε ότι είναι NP-complete άρα
και το CSP(S) α είναι NP-complete.
Να σημειώσουμε εδώ ότι η απόδειξη που α αναφέρουμε δεν είναι η πρτότυπη

απόδειξη του Schaefer, η οποία είναι πιο πούποκη, αά ασίζεται στο [1] και
πριέει στοιεία καοικής άερας. Πριν προρήσουμε στο κύριο μέρος της
απόδειξης α πρέπει να αναφέρουμε μερικούς ακόμη ορισμούς.

Ορισμός 2.2.5. Καρτεσιανό γινόμενο (cartesian product) δύο σχέσεων R1 ⊆ Dk

και R2 ⊆ Dm ονομάζεται η σχέση R1 × R2 = {z ∈ Dk+m | ∃x ∈ R1, y ∈ R2 : zi =
xi για i = 1, 2, · · · , k και zk+j = yj για j = 1, 2, · · · ,m}.

Για παράδειμα αν έουμε R1 = {(01), (23)} και R2 = {(456), (789)}, τότε
R1 ×R2 = {(01456), (01789), (23456), (23789)}.

Ορισμός 2.2.6. Προβολή (projection) μιας σχέσης R ⊆ Dk στην t-οστή συντε-
ταγμένη είναι η σχέση prtR = {z ∈ D | ∃x ∈ R : xt = z}.

Παρόμοια μπορεί να οριστεί και η προοή μιας σέσης σε περισσότερες της μιας
συντεταμένες. Για παράδειμα αν R = {(123), (456), (789)}, τότε η προοή της
R στην πρώτη και τρίτη συντεταμένη είναι η σέση pr1,3R = {(13), (46), (79)} (=
pr1R× pr3R).

Ορισμός 2.2.7. Συνταύτιση (identification) μιας σχέσης R ⊆ Dk στις συντεταγ-
μένες s και t ονομάζεται η σχέση R′ = {z ∈ Dk−1 | ∃x ∈ R : xs = xt και zi =
xi για i = 1, 2, · · · , t− 1, t+ 1, · · · , k}.

Για παράδειμα αν R = {(122), (345), (777)}, τότε η συνταύτιση της R στις δύο
τεευταίες συντεταμένες είναι η σέση R′ = {(12), (77)}. Με άα όια η R′ είναι
το συνοο ύσεν του περιορισμού R′(x, y) που ορίζεται ς R′(x, y) = R(x, y, y).

Ορισμός 2.2.8. Έστω ένα σύνολο S από σχέσεις. Θα λέμε ότι το S είναι κλειστό ως
προς την πράξη op αν ∀R ∈ S, op(R) ∈ S. Με άλλα λόγια, δε μπορούμε εφαρμόζοντας
την πράξη op μέσα στο S να προκύψει μια σχέση έξω από αυτό.
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Ορισμός 2.2.9. Έστω ένα σύνολο σχέσεων S. Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα
νέο σύνολο S ′ το οποίο θα περιέχει όλες τις σχέσεις του S, όλες τις προβολές των
σχέσεων του S, όλες τις προβολές των προβολών των σχέσεων του S, κ.λ.π. Αυτό το
νέο σύνολο S ′ το ονομάζουμε κλειστότητα προβολών (projection closure) του S.

Για παράδειμα αν έουμε S = {R} με R = {(123), (456), (789)}, τότε φτιά-
νουμε τις σέσεις

• R1 := pr2,3R = {(23), (56), (89)},

• R2 := pr1,3R = {(13), (46), (79)},

• R3 := pr1,2R = {(12), (45), (78)},

• R4 := pr2R1 = {(3), (6), (9)},

• R5 := pr1R1 = {(2), (5), (8)},

• R6 := pr1R2 = {(1), (4), (7)},

Η κειστότητα προοών του S είναι το σύνοο S ′ = S ∪
∪

1≤i≤6

{Ri}.

Έστ eq η σέση ισότητας, δηαδή eq = {(d, d) | d ∈ D}.

Ορισμός 2.2.10. Σύγκλωνο (co-clone) ενός συνόλου σχέσεων S, που συμβολίζεται
ως ⟨S⟩, ονομάζεται το μικρότερο (άπειρο) σύνολο σχέσεων τέτοιο ώστε:

• S ⊆ ⟨S⟩,

• eq ∈ ⟨S⟩,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς το καρτεσιανό γινόμενο,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς τις προβολές,

• το ⟨S⟩ είναι κλειστό ως προς την συνταύτιση.

Ο όος που ενδιαφερόμαστε ια τα σύκνα είναι το παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 2.2.11. Για κάθε σύνολο σχέσεων S ισχύει ότι CSP(S)≡P CSP(⟨S⟩)

Με άα όια τα σύκνα είναι κάτι σαν κανονικές μορφές τν συνόν
σέσεν. Μπορεί να έουμε δύο διαφορετικά σύνοα S1, S2, αά να ισύει ⟨S1⟩ =
⟨S2⟩, οπότε ό του παραπάν ερήματος δε ρειάζεται να τα αντιμετπίσουμε
ξεριστά όσον αφορά την πουποκότητα του CSPτους.
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Πόρισμα 2.2.12. Έστω S1 και S2 δύο διαφορετικά μεταξύ τους σύνολα σχέσεων.
Αν ⟨S1⟩ = ⟨S2⟩ τότε ισχύει ότι CSP(S1)≡P CSP(S2).

Ορισμός 2.2.13. Δικτυωτό (lattice) ονομάζουμε ένα μερικώς διατεταγμένο σύ-
νολο στο οποίο οποιαδήποτε δύο στοιχεία έχουν ένα μοναδικό ελάχιστο άνω φράγμα
(supremum) και ένα μοναδικό μέγιστο κάτω φράγμα (infimum).

Αν S είναι το σύνοο όν τν συκώνν όν τν διαφορετικών σέσεν
που ορίζονται στο πεδίο D = {0, 1}, τότε η δομή (S,⊆), δηαδή το S με τη σέση
διάταξης υποσυνόου, αποτεεί ένα δικτυτό. Το καό με αυτό το δικτυτό στο
δυαδικό πεδίο είναι ότι νρίζουμε πήρς τη δομή του.

Στο παραπάν δικτυτό κάε κυκάκι αντιστοιεί σε ένα σύκνο στο δυαδικό
πεδίο. Αν δυο σύκνα ενώνονται με ραμμή τότε αυτό σημαίνει ότι το σύκνο
που ρίσκεται πιο κάτ είναι υποσύνοο αυτού που ρίσκεται από πάν.
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Το επόμενο εώρημα [29, 28, 27] είναι εμέιος ίος ια την απόδειξη του
ερήματος του Schaefer.

Θεώρημα 2.2.14. Έστω δύο σύνολα σχέσεων S1, S2 με το S1 πεπερασμένο. Αν
ισχύει ότι S1 ⊆ ⟨S2⟩, τότε ισχύει και η αναγωγή CSP(S1)≤P CSP(S2).

Από το παραπάν εώρημα μπορούμε να συμπεράνουμε τα εξής:

1. Αν ια ένα σύκνο S ισύει ότι CSP(S)∈ P, τότε ια όα τα σύκνα
S ′ που ρίσκονται κάτ από το S, ισύει επίσης ότι CSP(S ′)∈ P.

2. Αν ια ένα σύκνο S ισύει ότι CSP(S)∈ NP-complete, τότε ια όα
τα σύκνα S ′ που ρίσκονται πάν από το S, ισύει ότι CSP(S ′)∈ NP-
complete.

Ας δούμε τώρα ξανά το εώρημα του Schaefer σε συνδυασμό με το δικτυτό
τν σύκνν. Τα σύκνα που αντιστοιούν στις έξι εύκοες περιπτώσεις του
ερήματος είναι τα εξής:

• 0-έκυρο: iI0,

• 1-έκυρο: iI1,

• Horn: iE2

• δυϊκό Horn: iV2,

• διζευκτικό: iD2,

• αφινικό: iL2.

Για αυτά οιπόν τα σύκνα έουμε ήδη δει ότι τα αντίστοια CSP ανήκουν στο
P. Λό της παραπάν παρατήρησης και ια όα τα σύκνα που ρίσκονται από
κάτ τους α ισύει το ίδιο. Αυτό αφήνει ανεξερεύνητα δύο μόνο σύκνα, το BR,
που αντιστοιεί σε όες τις δυνατές σέσεις στο δυαδικό πεδίο D = {0, 1}, και το
iN2, που είναι το σύκνο της σέσης nae. Έουμε όμς δει ότι το CSP(nae)
είναι NP-complete, άρα τα CSPπου αντιστοιούν στα σύκνα BR και iN2 είναι
NP-complete, και αυτό οοκηρώνει την απόδειξη του ερήματος διοτομίας του
Schaefer.
Tο εώρημα του Schaefer μπορεί να εξειδικευτεί ακόμη πιο πού. Πιο συκε-

κριμένα στο [1] μπορούμε να δούμε αποτεέσματα πηρότητας σε υποκάσεις του
P (⊕L, NL, L) ια τα CSP που ανήκουν στο P.
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2.3 Το Γενικό Μοντέο
Το 2002 ο Bulatov έδσε ένα αποτέεσμα διοτομίας παρόμοιο με του Schaefer,

αά ια πεδίο με τρία στοιεία, δηαδή ια D = {0, 1, 2} [3]. Η ενική περίπτση
ια οποιοδήποτε πεπερασμένο πεδίο παραμένει ανοιτή μέρι σήμερα [22].
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Κεφάαιο 3

Προήματα Μέτρησης

Σ’ αυτό το κεφάαιο α παρουσιάσουμε τρεις σκεετούς προημάτν που μο-
ντεοποιούν ποά προήματα μέτρησης. Πιο συκεκριμένα α μιήσουμε ια
ομομορφισμούς ραφημάτν (graph homomorphisms), προήματα μέτρησης ικα-
νοποίησης περιορισμών (#CSP ) και προήματα Holant και α δείξουμε ότι με
τη σειρά που τα αναφέραμε κάε ένα είναι ενίκευση του προηούμενου. Γι’ αυτά
τα προήματα έουν αποδειεί διάφορα ερήματα διοτομίας τα οποία και α
δούμε. Τέος α κάνουμε μια σύντομη εισαή στους οοραφικούς αόριμους
(holographic algorithms) που είναι πουνυμικοί αόριμοι συκεκριμένου τύπου
ια προήματα μέτρησης.

3.1 Ορισμοί και Παραδείματα
Το πρώτο και πιο από μοντέο προήματος που α δούμε είναι το πρόημα

ομομορφισμών ραφήματος (graph homomorphisms problem). ΈστA = (Ai,j) ∈
Cq×q ένας πίνακας, ο οποίος εν ένει μπορεί να έει μιαδικά στοιεία. Αυτός ο
πίνακας είναι και η παράμετρος του προήματος. Το πρόημα ομομορφισμών
ραφήματος, EVAL(A), είναι δοσμένου ενός ραφήματος G = (V,E), να υποοί-
σουμε τη συνάρτηση διαμέρισης

ZA(G) =
∑

σ:V→[q]

∏
(u,v)∈E

Aσ(u),σ(v).

Αν ο A είναι συμμετρικός πίνακας και το G είναι μη κατευυνόμενο ράφημα, τότε
έουμε το πρόημα ομομορφισμών μη κατευυνόμενου ραφήματος.
Ανάοα τώρα με το τι α επιέξουμε ς πίνακα A, μπορεί να προκύψει και ένα

διαφορετικό πρόημα και ενικά η συνάρτηση ZA(G) μπορεί να εκφράσει ποές
ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Ας δούμε ορισμένα παραδείματα:

25
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• Αν έσουμε A =

(
0 1
1 1

)
, τότε η ZA(G) μετράει το πήος τν καύψεν

κορυφών του G.

• Αν έσουμε A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

, τότε ZA(G) μετράει το πήος τν 3-
ρματισμών του G.

• Πιο ενικά, αν A =


0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
... ... . . . ...
1 1 · · · 0

, τότε προκύπτει το πρόημα του
k-ρματισμού ραφήματος (ο πίνακας είναι k × k).

• Επίσης ένα παράδειμα στο οποίο ο πίνακας δε παίρνει μόνο τιμές 0 και 1 είναι
το πρόημα του να μετρήσουμε το πήος τν εναόμενν υποραφημάτν
του G με άρτιο πήος ακμών. Αυτό το πρόημα είναι ισοδύναμο με το να
έσουμε A =

(
1 1
1 −1

)
.

Το δεύτερο μοντέο προημάτν που α εξετάσουμε είναι το #CSP . Έστ
D = {1, 2, · · · , d} ένα πεδίο. Μια ώσσα περιορισμών L είναι ένα πεπερασμένο
σύνοο συναρτήσεν {f1, · · · , fh} ια τις οποίες η fi : Dri → C είναι μια ri-
μεής συνάρτηση ια κάποιο ri ≥ 1. Το πρόημα #CSP(L) έει ς είσοδο ένα
σύνοο από n μεταητές x = (x1, · · · , xn) και μια συοή I από m διανύσματα
της μορφής (f, i1, · · · , ir) στα οποία η f είναι μια r-μεής συνάρτηση στο L και
i1, · · · , ir ∈ [n]. Το πρόημα ζητάει και πάι να υποοίσουμε τη συνάρτηση
διαμέρισης η οποία τώρα είναι η

ZL(I) =
∑
x∈Dn

∏
(f,i1,··· ,ir)∈I

f(xi1 , · · · , xir).

Αν οι συναρτήσεις στην L έουν σαν πεδίο τιμών το {0, 1}, τότε μπορούμε να τις
δούμε σαν σέσεις και έουμε το πρόημα #CSP(F) ρίς άρη.
Όπς έπουμε, το #CSP είναι το αντίστοιο πρόημα μέτρησης του προ-

ήματος απόφασης που είδαμε στο προηούμενο κεφάαιο. Οπότε, όπς είναι
αναμενόμενο, ένα παράδειμα προήματος που μοντεοποιείται σαν #CSP εί-
ναι το #3SAT . Πιο συκεκριμένα μπορούμε να έσουμε D = {0, 1} και L =
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{f0, f1, f2, f3}, όπου

f0(x, y, z) = x ∨ y ∨ z,
f1(x, y, z) = x̄ ∨ y ∨ z,
f2(x, y, z) = x̄ ∨ ȳ ∨ z,
f3(x, y, z) = x̄ ∨ ȳ ∨ z̄,

οπότε έπουμε ότι το #CSP(L) είναι ακριώς το πρόημα #3SAT .
Αναφέραμε στην εισαή του κεφααίου ότι το #CSP είναι ενίκευση του

προήματος ομομορφισμών ραφήματος. Αυτό συμαίνει ιατί αν στην L ερή-
σουμε μία μόνο συνάρτηση η οποία είναι διμεής και εκφράζεται από τον πίνακα A
και επίσης αντιστοιήσουμε τις μεταητές x1, · · · , xn στις κορυφές του ραφήμα-
τος G και τους περιορισμούς του I στις ακμές του G, τότε έουμε μοντεοποιήσει
το πρόημα ομομορφισμών ραφήματος σαν #CSP , άρα το πρώτο είναι ειδική
περίπτση του δεύτερου.
Το τρίτο και πιο ενικό μοντέο προήματος που α δούμε είναι πρόημα

Holant. Έστ [q] ένα πεδίο και F ένα πεπερασμένο σύνοο συναρτήσεν με μια-
δικές τιμές και ορίσματα από το [q]. Το πρόημα Holant(F ) είναι το εξής: είσοδος
είναι μια τριάδα Ω = (G,F, π) (signature grid), όπου G = (V,E) είναι ένα ράφημα
με ετικέτες στις κορυφές, και π είναι η συνάρτηση που σε κάε κορυφή v ∈ V
αντιστοιεί ς ετικέτα μια συνάρτηση fv ∈ F έτσι ώστε το πήος ορισμάτν που
δέεται η fv να είναι ίσο με το αμό της v. Ζητούμενο του προήματος είναι ο
υποοισμός της συνάρτησης

HolantΩ =
∑

σ:E→[q]

∏
v∈V

fv(σ |E(v)).

Ένα παράδειμα προήματος το οποίο μοντεοποιείται σαν Holant αά έει
αποδειεί ότι δεν μοντεοποιείται σαν πρόημα ομομορφισμών ραφήματος [23]
είναι το πρόημα μέτρησης τέειν ταιριασμάτν σε ένα ράφημα. Συκεκριμένα
ια να το μοντεοποιήσουμε σαν πρόημα Holant έτουμε [q] = {0, 1} και F να
περιέει όες τις EO συναρτήσεις, δηαδή τις συναρτήσεις που επιστρέ-
φουν 1 αν ακριώς ένα όρισμά τους είναι 1 και 0 διαφορετικά. Σε κάε κορυφή
του G αντιστοιούμε μια EO συνάρτηση με το κατάηο πήος ορισμά-
τν. Το ινόμενο

∏
v∈V

fv(σ |E(v)) ισούται με 1 αν το σ−1(1) ⊆ E είναι ένα τέειο

ταίριασμα και ισούται με 0 διαφορετικά. Οπότε το HolantΩ μετράει το πήος τν
τέειν ταιριασμάτν του ραφήματος. Αν αντί ια τις EO συναρτήσεις
ρησιμοποιήσουμε τις AMO συναρτήσεις, τότε μετράμε το πήος όν
τν (όι απαραίτητα τέειν) ταιριασμάτν.
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Ορισμός 3.1.1. Έστω A ένα σύνολο συναρτήσεων. Ορίζουμε το πρόβλημα HolantA
ως υποπερίπτωση του Holant να είναι το πρόβλημα

HolantA(F) = Holant(F ∪A).

Σ’αυτή την υποπερίπτωση, καλούμε το A, ελεύθερα διαθέσιμες συναρτήσεις (freely
available functions).

Αν ερήσουμε όες τις συναρτήσεις ισότητας ς εεύερα διαέσιμες, τότε η
υποπερίπτση του Holant που δημιουρείται είναι ακριώς το πρόημα #CSP. Με
άα όια ισύει ότι

#CSP(F) = Holant(F ∪ Equalities).

Για να δούμε ότι το Holant είναι ενίκευση του #CSP κάνουμε τα εξής: αναπα-
ριστούμε ένα στιμιότυπο του #CSP από ένα διμερές ράφημα, όπου το αριστερό
μέρος (LHS) αντιστοιεί στις μεταητές και το δεξί μέρος (RHS) αντιστοιεί
στους περιορισμούς (στις συναρτήσεις). Η τριάδα εισόδου Ω του Holant είναι η
εξής: Σε κάε κορυφή-μεταητή στο LHS αντιστοιούμε μια συνάρτηση ισότητα
(E function) και σε κάε κορυφή-περιορισμό στο RHS δίνουμε ς ετικέτα
τον περιορισμό-συνάρτηση που αντιστοιεί σ’ αυτή τη κορυφή. Η E συνάρ-
τηση σε κάε κορυφή-μεταητή ανακάζει τα προσκείμενες ακμές αν πάρουν την
ίδια τιμή. Αυτό κάνει τις αναέσεις τιμών στις ακμές ουσιαστικά να είναι αναέσεις
τιμών στις κορυφές που με της σειρά τους είναι αναέσεις τιμών στις μεταητές
του LHS όπς στο #CSP. Βέπουμε οιπόν ότι το #CSP είναι ειδική περίπτση
του προήματος Holant.
Ας δούμε τώρα και κάποιες άες ειδικές περιπτώσεις του Holant.

Ορισμός 3.1.2. Έστω U το σύνολο όλων των μονομελών συναρτήσεων. Τότε ορί-
ζουμε

Holant⋆(F) = Holant(F ∪ U).

Ορισμός 3.1.3. Έστω ∆i η μονομελής συνάρτηση που δίνει τιμή 1 σε είσοδο i ∈ [q],
και τιμή 0 σε κάθε άλλη είσοδο. Τότε ορίζουμε,

Holantc(F) = Holant(F ∪ {∆1, · · · ,∆q}).

Είναι φανερό από τον ορισμό ότι το Holantc πειέει ς υποπερίπτση το Holant⋆.
Κάτι άο όμς που επίσης ισύει είναι ότι το Holantc περιέει ς υποπερίπτση
και το #CSP [18].
Ό όος που ορίζουμε υποπεριπτώσεις του Holant είναι ιατί ενώ ιδανικά α

έαμε να ρούμε ερήματα διοτομίας ια όη την κάση Holant, αν δε μπορούμε
να το κάνουμε αυτό, τότε προσπαούμε να ρούμε διοτομίες σε όσο το δυνατόν
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μεαύτερες υποκάσεις. Η εικόνα οιπόν τν κασεν που έουμε ορίσει, είναι η
παρακάτ.

3.2 Ομομορφισμοί Γραφήματος
Θα δούμε τώρα συνοπτικά τα αποτεέσματα διοτομίας που έουν αποδειεί

ια τις κάσεις προημάτν που ορίσαμε.
Πρώτα α δούμε την περίπτση τν ομομορφισμών μη κατευυνόμενου ρα-

φήματος, δηαδή την περίπτση που ο πίνακας είναι συμμετρικός. Αν επιπέον ο
πίνακας περιέει τιμές μόνο στο {0, 1}, τότε οι Dyer και Greenhill [20] έδειξαν ότι
αν το ράφημα HA που αντιστοιεί στον πίνακα A, δεν είναι πήρες (complete) ή
πήρς διμερές (complete bipartite) τότε το πρόημα είναι στο P. Σε κάε άη
περίπτση το πρόημα είναι #P-complete.
Οι Bulatov και Grohe [8] στη συνέεια επέκτειναν το αποτέεσμα ια πίνακες

με μη αρνητικά άρη και στο επόμενο κεφάαιο α δούμε περισσότερα ια το κρι-
τήριό τους. Αρότερα οι Goldberg, Grohe, Jerrum και Thurley [24] απέδειξαν το
αντίτοιο εώρημα διοτομίας ια όους τους συμμετρικούς πίνακες με στοιεία
πραματικούς αριμούς.
Τέος, οι Cai, Chen και Lu [12] έδειξαν το παρακάτ ενικότερο εώρημα.

Θεώρημα 3.2.1. Έστω A ένας συμμετρικός πίνακας με στοιχεία μιγαδικούς αριθ-
μούς. Τότε το να μετρήσουμε τους ομομορφισμούς στο HA γίνεται είτε σε πολυωνυμικό
χρόνο, είτε το πρόβλημα είναι #P-hard.
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Για την περίπτση που έουμε και μη κατευυνόμενα ραφήματα, δηαδή ια
την περίπτση που ο πίνακας δεν είναι απαραίτητα συμμετρικός, οι Dyer, Goldberg
και Paterson [19] έδειξαν ένα εώρημα διοτομίας ια μια οικοένεια ακυκικών
κατευυνόμενν ραφημάτν και ια πίνακες με στοιεία στο {0, 1}. To 2010 οι Cai
και Chen [10] επέκτειναν το αποτέεσμά τους ια όα τα κατευυνόμενα ραφήματα
και ια πίνακες με μη-αρνητικά στοιεία.

3.3 #CSP
Ας δούμε τώρα τα αποτεέσματα διοτομίας ια το δυαδικό #CSP όπου το

πεδίο είναι το D = {0, 1}. Για την περίπτση που δεν έουμε άρη, δηαδή οι
συναρτήσεις είναι απά σέσεις, οι Creignou και Hermann [17] έδειξαν ότι η μόνη
εύκοη περίπτση είναι όταν έουμε αφινικές σέσεις, ενώ σε κάε άη περίπτση
το πρόημα είναι #P-hard.
Μπορούμε να ενικεύσουμε την έννοια τν αφινικών σέσεν και να ορίσουμε

τις ανά αφινικές συναρτήσεις, οι οποίες είναι σαν τις αφινικές, απά αντί ια τιμές
0,1 παίρνουν τιμές 0, c, ια έναν παράοντα c. Έστ επίσης P η κάση όν τν
συναρτήσεν που μπορούν να εκφραστούν ς ινόμενο μονομεών συναρτήσεν,
διμεών συναρτήσεν ισότητας και διμεών συναρτήσεν ανισότητας. Οι Dyer,
Goldberg και Jerrum [18] έδειξαν το παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 3.3.1. Έστω F ένα σύνολο από μη-αρνητικές συναρτήσεις στο δυαδικό
πεδίο. Το #CSP(F) είναι #P-hard εκτός εάν όλες οι συναρτήσεις στο F είναι αγνά
αφινικές ή ανήκουν στην κλάση P, οπότε σε αυτή την περίπτωση το πρόβλημα ανήκει
στο P.

Το 2009 οι Bulatov, Dyer, Goldberg, Jalsenius και Richerby [7] απέδειξαν
εώρημα διοτομίας ια το δυαδικό #CSP όπου οι συναρτήσεις παίρνουν τιμές σε
όους του πραματικούς αριμούς, και ανεξάρτητα οι Cai, Lu και Xia [15] έκαναν
το ίδιο ια τους μιαδικούς αριμούς.
Για τη ενική περίπτση στην οποία το πεδίο D μπορεί να είναι οποιοδήποτε

πεπερασμένο σύνοο, ο Boulatov [4] απέδειξε διοτομία ια την περίπτση του
#CSP ρίς άρη. Το κριτήριο όμς που έδσε ια τη διοτομία δεν ήταν νστό
αν είναι αποφασίσιμο. Οι Dyer και Richerby [21] στη συνέεια απέδειξαν το ίδιο
εώρημα δίνοντας ένα απούστερο κριτήριο και αποδεικνύοντας ότι είναι αποφασί-
σιμο. Φυσικά το νέο κριτήριο ήταν ισοδύναμο με αυτό του Bulatov. Θα μιήσουμε
πιο αναυτικά ια αυτά τα δύο papers στο επόμενο κεφάαιο. Λίο αρότερα οι
Bulatov, Dyer, Goldberg, Jalsenius, Jerrum και Richerby [6] επέκτειναν το απο-
τέεσμα τν Dyer και Richerby ια ετικά ρητά άρη. Στη συνέεια οι Cai, Chen
και Lu [13] έδειξαν διοτομία ια όα τα μη-αρνητικά άρη. Τέος, οι Cai και Chen
[11] απέδειξαν τη ενική περίπτση ια άρη μιαδικούς αριμούς, δίνοντας τρία
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κριτήρια διοτομίας που το αν είναι ή όι αποφασίσιμα παραμένει ανοιτό. Για το
τεευταίο αποτέεσμα α δούμε πιο αναυτικά την απόδειξη και τα κριτήρια στο
επόμενο κεφάαιο.

3.4 Προήματα Holant
Θα δούμε τώρα τι αποτεέσματα διοτομίας υπάρουν ια τα ενικότερα μοντέα

τν Holant⋆ και Holantc.
Οι Cai, Lu και Xia [15] απέδειξαν διοτομία ια το συμμετρικό, δυαδικό μοντέο

Holant⋆ με μιαδικά άρη. Αρότερα [16] επέκτειναν το αποτέεσμά τους και ια
τη μη συμμετρική περίπτση.
Στο ίδιο paper [15] έδσαν επίσης διοτομία ια το συμμετρικό, δυαδικό μοντέο

του Holantc με άρη πραματικούς αριμούς. Τέος ,οι Cai, Huang και Lu [14]
επέκτειναν αυτό το αποτέεσμα ια την περίπτση με μιαδικά άρη.
Οι περισσότερες περιπτώσεις ια τη ενικότερη κάση Holant παραμένουν ανοι-

τές.

3.5 Οοραφικοί Αόριμοι
Σ’ αυτή την παράραφο α κάνουμε μια εισαή στους οοραφικούς αόρι-

μους (holographic algorithms). Τους αόριμους αυτούς τους εισήαε ο Valiant
[37] και είναι πουνυμικοί αόριμοι ια διάφορα ”εξτικά” προήματα ια τα
οποία πιο πριν δε νρίζαμε ότι ανήκαν στο P. Η ενική ιδέα είναι ότι ένα πρόημα
μέτρησης το ανάουμε στο πρόημα μέτρησης τέειν ταιριασμάτν σε επίπεδα
ραφήματα (οοραφική αναή), ια το οποίο έουμε πουνυμικό αόριμο,
και έτσι προκύπτει πουνυμικός αόριμος και ια το αρικό μας πρόημα.
Ορισμός 3.5.1. Το πρόβλημα #PM είναι το εξής:
Είσοδος: Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E,W ) με βάρη.
Ζητούμενο:

PerfMatch(G) =
∑
E′

∏
(i,j)∈E′

wi,j,

όπου η άθροιση γίνεται για όλα τα τέλεια ταιριάσματα E ′ του G.
Αν τα άρη στις ακμές του ραφήματος είναι όα ίσα με 1, τότε το PerfMatch(G)

μετάει το πήος τν τέειν ταιριασμάτν του ραφήματος G. Το αντίστοιο
πρόημα απόφασης νρίζουμε ότι ανήκει στο P, αά το παραπάν πρόημα
μέτρησης είναι #P-complete [36].
Για την περίπτση όμς τν επίπεδν ραφημάτν, το #PM ανήκει

στο FP (Fisher, Kasteleyn, Temberley, 1961). Πιο συκεκριμένα ισύει το παρα-
κάτ εώρημα.
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Θεώρημα 3.5.2. Υπάρχει μια συνάρτηση υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο, η
οποία δοσμένης μια εμβάπτισης ενός επίπεδου γραφήματος G = (V,E,W ) στο επί-
πεδο, ορίζει την f : E → {−1, 1} έτσι ώστε για τον αντισυμμετρικό πίνακα M που
ορίζεται έτσι ώστε για κάθε i < j

• αν (i, j) ̸∈ E τότε Mi,j =Mj,i = 0, και

• αν (i, j) ∈ E τότε Mi,j = f(i, j) · wi,j και Mj,i = −f(i, j) · wi,j,

να ισχύει ότι PerfMatch(G) =
√
Det(M).

Η στρατηική μας ια μια οοραφική αναή (holographic reduction) είναι
η εξής:

• Κάε στοιείο ενός στιμιοτύπου I νός προήματος μέτρησης (π.. κορυφές
και ακμές) α τα αντικαταστήσουμε από σκαριφήματα (gadgets) που ονομά-
ζουμε matchgates (πύες ταιριασμάτν).

• Με αυτό τον τρόπο μετατρέπουμε το στιμιότυπο I σε ένα στιμιότυπο Ω
που το ονομάζουμε matchgrid (πέμα ταιριασμάτν).

• Το εαρημένο άροισμα τν τέειν ταιριασμάτν στο Ω α ισούται με το
πήος ύσεν του I.

Συνεπώς έοντας αόριμο ια το #PM προκύπτει και αόριμος ια
το αρικό πρόημα μέτρησης.
Πάμε τώρα να δούμε τους ασικούς ορισμούς ια τα παραπάν.

Ορισμός 3.5.3. Ένα επίπεδο matchgate Γ είναι μια τριάδα (G,X, Y ) όπου G είναι
μια επίπεδη εμβάπτιση ενός επίπεδου γραφήματος (V,E,W ), X ⊆ V είναι ένα σύνολο
από κορυφές εισόδου, Y ⊆ V είναι ένα σύνολο από κορυφές εξόδου, και X ∩ Y = ∅.

• Το arity του matchgate είναι το |X|+ |Y |.

• Η κανονική υπογραφή (standard signature) του Γ ως προς το σύνολο Z ⊆
X ∪ Y είναι η PerfMatch(G− Z).

• Η κανονική υπογραφή (standard signature) του Γ είναι ο 2|X| × 2|Y | πίνακας
u(Γ) του οποίου τα στοιχεία είναι οι κανονικές υπογραφές του Γ ως προς τα
σύνολα Z για όλες τις πιθανές επιλογές του Z.

Ορισμός 3.5.4. Μια βάση (μεγέθους 1) είναι ένα σύνολο από δύο διαφορετικά μη-
μηδενικά διανύσματα, που τα ονομάζουμε n και p. Η βάση b0 = [n, p] = [(0, 1), (1, 0)]
ονομάζεται συνήθης βάση. Γενικά, τα διανύσματα μια βάσης δεν είναι απαράιτητο να
είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
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Παρακάτ α ρησιμοποιήσουμε ς παράδειμα τη άση b1 = [n, p] =
[(−1, 1), (1, 0)].
Επίσης, εάν έουμε δύο διανύσματα q, r με μήκη l,m αντίστοια, τότε ορίζουμε

το τανυστικό ινόμενο τους s = q ⊗ r να είναι το διάνυσμα s με μήκος l · m ια
το οποίο si·m+j = qi · rj. Έτσι, ια παράδειμα, ια τη άση b1, ισύει n ⊗ p =
(−1, 0, 1, 0).
Ορισμός 3.5.5. Θα λέμε ότι ένα matchgate είναι γεννήτορας (generator) αν δεν
έχει καθόλου κορυφές εισόδου, αλλά έχει κορυφές εξόδου.
Παρόμοια, θα λέμε ότι ένα matchgate είναι αναγνωριστής (recognizer) αν δεν έχει

καθόλου κορυφές εξόδου, αλλά έχει κορυφές εισόδου.

Ένα παράδειμα ενός εννήτορα Γ ια τη άση b1 με κορυφές εξόδου {1, 2}
και μια ακμή με άρος -1 είναι το ακόουο:

Η κανονική υποραφή του παραπάν εννήτορα , u(Γ), είναι το διάνυσμα
(−1, 0, 0, 1). Οπότε, ερούμε ότι ο εννήτορας παράει το n⊗n+n⊗ p+ p⊗n =
(−1, 0, 0, 1). Η υποραφή του εννήτορα ς προς τη άση b1 α έμε ότι είναι το
διάνυσμα (1,1,1,0). Για x ∈ {n, p}2 ορίζουμε το valG(Γ, x) να είναι το στοιείο
της υποραφής που αντιστοιεί στο x. Για το συκεκριμένο παράδειμα οιπόν, α
είναι valG(Γ, n⊗ p) = 1 και valG(Γ, p⊗ p) = 0.
Ένα παράδειμα ενός ανανριστή ια τη άση b1 με κορυφές εισόδου τις

v1, v2, · · · , v5 και άρη στις ακμές τα w1, w2, · · · , w5 είναι το παρακάτ:

Ας φανταστούμε τώρα έναν ανανριστή σαν τον παραπάν αά με k κορυφές
εισόδου. Ο σκοπός ενός τέτοιου ανανριστή είναι να κάνουν το PerfMatch να
παίρνει κατάηες τιμές όσο οι είσοδοι αάζουν ανάμεσα στα 2k πιανά διαφο-
ρετικά τανυστικά ινόμενα x = x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk, όπου xi ∈ {n, p}. Αν u είναι η
κανονική υποραφή του Γ, τότε ορίζουμε valR(Γ, x) να είναι το εστερικό ινόμενο
τν u και x.
Πρόταση 3.5.6. Για κάθε k > 0 και για κάθε w1, · · · , wk υπάρχει ένας αναγνω-
ριστής Γ με k εισοδους, τέτοιος ώστε σε είσοδο x = x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk ∈ {n, p}k με
βάση b1, το valR(Γ, x) ισούται με:
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• −(w1 + · · ·+ wk) αν x1 = · · · = xk = n,

• wi αν xi = p, και xj = n για κάθε j ̸= i,

• 0 σε κάθε άλλη περίπτωση.

Συκεκριμένα ο ανανριστής της πρότασης είναι του τύπου της παραπάν
εικόνας αά με k εισόδους.
Ορίζουμε το matchgrid (πέμα ταιριασμάτν) με άση b να είναι ένα μη κα-

τευυνόμενο επίπεδο ράφημα G με άρη, που αποτεείται από:

• ένα σύνοο B από g εννήτορες B1, · · · , Bg,

• ένα σύνοο A από r ανανριστές A1, · · · , Ar, και

• ένα σύνοο C από f ακμές C1, · · · , Cf όπου η κάε ακμή Ci έει άρος 1
και συνδέει μια κορυφή εξόδου ενός εννήτορα με μια κορυφή εισόδου ενός
ανανριστή.

Ας ερήσουμε ένα τέτοιο matchgrid Ω = (A,B,C) και ας συμοίσουμε με
X = bf = (n, p)f το σύνοο όν τν 2f δυνατών συνδυασμών τν στοιείν της
άσης n, p που μπορούν να μεταδοούν ταυτόρονα μέσ τν f ακμών του C.
Ορίζουμε ς τιμή του matchgrid την ποσότητα

Holant(Ω) =
∑
x∈bf

[ ∏
1≤j≤g

valG(Bj, xj)

]
·

[ ∏
1≤i≤r

valG(Ai, x)

]
.

Το ασικό εώρημα που απέδειξε ο Valiant [37] και είναι καοριστικό ια τους
οοραφικούς αορίμους είναι το παρακάτ.

Θεώρημα 3.5.7. Για κάθε matchgrid Ω με βάση b, αν το Ω αντιστοιχεί στο
γράφημα με βάρη G, τότε ισχύει

Holant(Ω) = PerfMatch(G).

Παραδείματα προημάτν στα οποία μπορούμε να κάνουμε οοραφικές ανα-
ές και να τα ύσουμε σε πουνυμικό ρόνο είναι τα #X-M(στην
αναή του οποίου ρησιμοποιούμε τα παραδείματα του εννήτορα και του ανα-
νριστή που αναφέραμε παραπάν), το #P-3-N-S και το #7P-R-M-
3-C [38].



Κεφάαιο 4

Θερήματα Διοτομίας ια το
#CSP

Σ’αυτό το κεφάαιο α δούμε πιο αναυτικά κάποια από τα δομικά συστατικά
τν αποδείξεν τν αποτεεσμάτν που παρουσιάσαμε στο προηούμενο κεφά-
αιο. Συκεκριμένα α δούμε το αποτέεσμα τν Bulatov και Grohe [8] ια το
πρόημα μέτρησης ομομορφισμών μη-κατευυνόμενν ραφημάτν ια πίνακες
με μη-αρνητικά στοιεία, αυτό του Bulatov [4] ια #CSP ρίς άρη και τo ε-
τιμένο αποτέεσμα τν Dyer και Richerby [21] ια το ίδιο πρόημα. Τέος α
επικεντρούμε περισσότερο στο ενοποιημένο αποτέεσμα, που έει όα τα πα-
ραπάν σαν ειδικές περιπτώσεις, τν Cai και Chen [11] ια το #CSP με άρη
μιαδικούς αριμούς.

4.1 Κάποιες Ειδικές Περιπτώσεις
Στα ερήματα διοτομίας ένα ασικό συστατικό που αναζητούμε είναι τα κρι-

τήρια ια τη διοτομία να είναι όσο πιο απά ίνεται. Δυστυώς αυτό δε συμαίνει
πάντα. Κάποιες φορές ια παράδειμα προκύπτει κριτήριο διοτομίας ια το οποίο
δε νρίζουμε καν αν είναι αποφασίσιμο (decidable), δηαδή αν υπάρει αόρι-
μος που να του δίνεις μια ώσσα L και να σου έει σε πεπερασμένο ρόνο αν η
L ικανοποιεί το κριτήριο ή όι. Αν καταφέρουμε να εξασφαίσουμε την αποφασισι-
μότητα τότε αρίζει να μας ενδιαφέρει και η αποδοτικότητα αυτού του αορίμου,
δηαδή αν ανήκει στο P, στο NP, κ..π. Φυσικά ια το μη-ομοενές #CSP(L)
μοντέο, όπου η ώσσα L και το πεδίο D ερούνται σταερές δε μας ενδιαφέρει
η αποδοτικότητα του αορίμου παρά μόνο η αποφασισιμότητα. Παρ’ όα αυτά το
ερώτημα της πουποκότητας είναι ένα ενδιαφέρον ερώτημα από μόνο του.
Σ’ αυτή την παράραφο α δούμε κάποια από τα κριτήρια διοτομίας που α μας

ρειαστούν και στη συνέεια και α δούμε και πς ενικά εξείσσονται τα κριτή-

35
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ρια διοτομίας όταν προράμε από τις ειδικές περιπτώσεις στις πιο ενικές. Είναι
αρακτηριστικό ότι κάποιες φορές στη ενική περίπτση, το κριτήριο διοτομίας
ίνεται πιο από.
Το 2005 οι Bulatov και Grohe ρήκαν ένα πού από κριτήριο ια το πρόημα

μέτρησης ομομορφισμών ραφημάτν με συμμετρικούς πίνακες με μη-αρνητικά
στοιεία. Το συκεκριμένο κριτήριο α δούμε ότι ξαναεμφανίστηκε και στην πορεία
της έρευνας. Συκεκριμένα δείξανε το παρακάτ εώρημα.
Θεώρημα 4.1.1. Έστω A ένας συμμετρικός και μη-αρνητικός πίνακας. Αν ο A
είναι διαγώνιος κατά μπλοκς (block-diagonal) και κάθε μπλοκ έχει είτε βαθμίδα 1 είτε
έχει τη μορφή (

0 B
BT 0

)
, με τον B να έχει βαθμίδα 1,

τότε το πρόβλημα EVAL(A) λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Σε κάθε άλλη περίπτωση
το πρόβλημα είναι #P-hard.
Όταν έμε ότι ένας πίνακας είναι διαώνιος κατά μποκς εννοούμε ότι στην

κύρια διαώνιό του έει πίνακες (μποκς) και παντού αού έει μηδενικά.
Ας υμηούμε τώρα ξανά την περίπτση του #CSP ρίς άρη. Σ’ αυτό το

μοντέο, αντί ια μια ώσσα L έουμε ένα σύνοο σέσεν Γ και έουμε το
πρόημα #CSP(Γ).
Ο Bulatov το 2008 [4] έδειξε το παρακάτ εώρημα ια το #CSP(Γ) ρίς

άρη. Όταν πρτοδημοσιεύηκε το αποτέεσμα ερήηκε πού σημαντικό και ήταν
πραματικά τομή στο ώρο τν CSP’s μέτρησης, ιατί ήταν το πρώτο εώρημα
διοτομίας σε ένα αρκετά ενικό μοντέο.
Θεώρημα 4.1.2 (Bulatov, 2008). Για κάθε σύνολο σχέσεων Γ, το #CSP(Γ) χωρίς
βάρη ανήκει είτε στο FP είτε είναι #P-complete.
Παρά το σημαντικό αυτό αποτέεσμα, η απόδειξη έει και κάποια αρνητικά στοι-

εία. Κατ’ αρήν ια να κατανοήσει κάποιος την απόδειξη ήεε αρκετά αιά νώση
καοικής άερας. Γενικότερη η απόδειξη ήταν αρκετά μεάη και δυσνόητη και
ίοι από τον ώρο της ερητικής πηροφορικής μπορούσαν να την κατανοήσουν
σε άος. Ένα άο αρνητικό αρακτηριστικό ήταν ότι ο FP αόριμος του ερή-
ματος απαιτούσε πρώτα να μετατρέψεις την είσοδο του προήματος σε μια αρκετά
μεαύτερη και πουποκότερη μορφή (subdirect product form) και αυτό έκανε
πού δύσκοη την ανάυση του αορίμου, οπότε η ακριής πουποκότητα δεν
ήταν νστή. Το σημαντικότερο όμς απ’ όα τα αρνητικά στοιεία ήταν αυτό του
κριτηρίου διοτομίας. Το κριτήριο διοτομίας του Bulatov (congruence singularity)
ήταν δανεισμένο από την καοική άερα και δεν ήταν νστό αν είναι αποφασί-
σιμο. Ένα από τα αρακτηριστικά οιπόν που α έαμε σε ένα εώρημα διοτομίας
ήταν πιανό να μην ισύει.
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Το 2010, οι Dyer και Richerby [21] αποδείξαν ξανά το εώρημα του Bulatov προ-
σπαώντας να ετιώσουν τα αρνητικά αρακτηριστικά που αναφέραμε παραπάν.
Πιο συκεκριμένα η απόδειξή τους δε ρειαζόταν νώσεις καοικής άερας
αφού και οι ίες έννοιες από καοική άερα που ρησιμοποιούνται μπορούν να
εξηηούν σετικά σύντομα. Δεύτερον, ο αόριμός τους ια την κάση προη-
μάτν στο FP είναι αρκετά φυσικός και με αποδεδειμένη πουποκότητα. Τρίτον
και πιο σημαντικό, το κριτήριο διοτομίας τους είναι φανερά πιο από και είναι και
αποφασίσιμο, συκεκριμένα ανήκει στο NP. Το κριτήριο διοτομίας τους ασίζεται
στις έννοιες ισυρή ορονιότητα (strong rectangularity) και ισυρή ισορροπία
(strong balance).

Ορισμός 4.1.3. Έστω M ένας m × n μη-αρνητικός πίνακας. Θα λέμε ότι ο M
είναι

• ορθογώνιος (rectangular) αν μπορούμε να αναδιατάξουμε τις γραμμές του και
τις στήλες του ώστε ο M να γίνει διαγώνιος κατά μπλοκς,

• block-rank-1 αν είναι ορθογώνιος και κάθε μπλοκ έχει βαθμίδα 1.

Ορισμός 4.1.4. Θα λέμε ότι το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά ορθογώνιο (strongly
rectangular) αν για κάθε στιγμιότυπο R του #CSP (Γ), με μεταβλητές x1, · · · , xn,
και για κάθε 3-διαμέριση των μεταβλητών:

u = (u1, · · · , uk), v = (v1, · · · , vl) και w = (w1, · · · , wn−k−l),

ο ακόλουθος |D|k × |D|l πίνακας M είναι ορθογώνιος:

M(u, v) =
∣∣{w ∈ Dn−k−l | (u, v,w) ∈ R}

∣∣ .
Παρακάτ επίσης α δούμε την πού σημαντική έννοια του Mal’tsev πουμορφι-

σμού, η οποία τεικά προκύπτει ότι είναι ισοδύναμη με τη συνήκη της ισυρής ορ-
ονιότητας. Οι Dyer και Richerby έδειξαν το παρακάτ εώρημα ια την ισυρή
ορονιότητα.

Θεώρημα 4.1.5. Αν το Γ δεν είναι ένα ισχυρά ορθογώνιο σύνολο σχέσεων, τότε το
#CSP (Γ) είναι #P-hard.

Για να έουμε ένα οοκηρμένο εώρημα διοτομίας α πρέπει εκτός από το
παραπάν εώρημα να έουμε και το αντίστοιο που έει ότι αν ισύει η συνήκη
ια το Γ, τότε το #CSP (Γ) ύνεται σε πουνυμικό ρόνο. Δυστυώς η ισυρή
ορονιότητα δεν είναι αρκετή ια να μας δώσει και αυτό το εώρημα. Οι Dyer
και Richerby όμς έδειξαν ότι αν έουμε εξασφαίσει τη συνήκη της ισυρής
ορονιότητας ια ένα σύνοο Γ τότε μπορούμε να ύσουμε σε πουνυμικό
ρόνο ένα άο δύσκοο πρόημα, το πρόημα του μάρτυρα (witness problem).
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Το πρόημα του μάρτυρα είναι το εξής: Δοσμένν ενός στιμιότυπου εισόδου
R του #CSP (Γ) με n μεταητές x1, · · · , xn, ενός συνόου S ⊆ [n] και ai ∈ D
ια κάε i ∈ S, αποφάσισε αν υπάρει ανάεση x = (x1, · · · , xn) στις μεταητές
τέτοια ώστε x ∈ R και xi = ai ια κάε i ∈ S. Αν υπάρει, τότε δώσε ς έξοδο
μια τέτοια ανάεση.
Το συκεκριμένο πρόημα είναι εν ένει δύσκοο, αά με τη συνήκη της

ισυρής ορονιότητας έπουμε ότι ίνεται εύκοο.
Αν τώρα έσουμε ς σύνοο S το κενό σύνοο, δηαδή δε δεσμεύσουμε καμιά

μεταητή να πάρει συκεκριμένη τιμή ai τότε παρατηρούμε ότι το παραπάν πρό-
ημα είναι ισοδύναμο με το πρόημα απόφασης CSP(Γ). Αν οιπόν S = ∅, τότε
έουμε μια εναακτική απόδειξη του αποτεέσματος τν Bulatov και Dalmau [5]
ια το πρόημα απόφασης CSP(Γ) που έει ότι υπάρει πουνυμικός αόριμος
ια κάε ισυρά οροώνια ώσσα Γ.
Μιας και η συνήκη της ισυρής ορονιότητας δε μας δίνει το επιυμητό

απότέεσμα της διοτομίας, πρέπει να επεκτείνουμε την έννοια ώστε να ίνει πιο
ισυρή. Έουμε οιπόν τον παρακάτ ορισμό της ισυρής ισορροπίας.

Ορισμός 4.1.6. Θα λέμε ότι το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά ισορροπημένο
(strongly balanced) αν για κάθε στιγμιότυπο R του #CSP (Γ), με μεταβλητές
x1, · · · , xn, και για κάθε 4-διαμέριση:

u = (u1, · · · , uk), v = (v1, · · · , vl),

w = (w1, · · · , wt) και z = (z1, · · · , zn−k−l−t),

ο παρακάτω |D|k × |D|l πίνακας M είναι block-rank-1:

M(u, v) = |{w | ∃z τέτοιο ώστε (u, v,w, z) ∈ R}| .

Η νέα αυτή ιδιότητα είναι αρκετά ισυρή ώστε οι Dyer και Richerby να τη
ρησιμοποιήσουν ς κριτήριο διοτομίας στο παρακάτ εώρημα.

Θεώρημα 4.1.7 (Dyer, Richerby, 2010). Αν το σύνολο σχέσεων Γ είναι ισχυρά
ισορροπημένο, τότε το #CSP (Γ) λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Σε κάθε άλλη πε-
ρίπτωση, το πρόβλημα είναι #P-hard.
Επίσης η ισχυρή ισορροπία είναι σαν έννοια ισοδύναμη με το congruence

singularity (το κριτήριο διχοτομίας του Bulatov).

Το ότι η ισυρή ισορροπία είναι ισοδύναμη με το congruence singularity είναι
ίο πού αναμενόμενο παρά το εονός ότι πρόκειται ια διαφορετικούς ορισμούς,
αφού αφορούν τη διοτόμηση της ίδια κάσης προημάτν.
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4.2 Το #CSP με Βάρη Μιαδικούς Αριμούς
Οι Cai και Chen το 2012 έδειξαν ένα ενοποιημένο εώρημα διοτομίας [11].

Όα τα αποτεέσματα διοτομίας που αναφέραμε στην προηούμενη παράραφο
είναι πέον ειδικές περιπτώσεις του παρακάτ ενικού ερήματος.

Θεώρημα 4.2.1 (Cai, Chen, 2012). Δοσμένου ενός οποιουδήποτε πεδίου D και
μιας πεπερασμένης γλώσσας L απότελούμενης από συναρτήσεις που δίνουν εν γένει
μιγαδικές τιμές, το #CSP(L) είτε λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο, είτε είναι #P-hard.

Παρακάτ α δώσουμε μια σκιαράφηση της απόδειξης αυτού του σπουδαίου
αποτεέσματος.
Οι συνήκες ια τη διοτομία είναι τρεις:

• η συνήκη της Μποκ Ορονιότητας (Block Orthogonality condition),

• η συνήκη Mal’tsev και

• η συνήκη Τυπικής Διαμέρισης (Type Partition condition)

Αν η L ικανοποιεί και τις τρεις αυτές συνήκες, τότε υπάρει πουνυμικός αό-
ριμος ια το #CSP(L). Σε κάε άη περίπτση το #CSP(L) είναι #P-hard.
Έστ F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιμιότυπο εισόδου I ς

F (x) =
∏

(f,i1,··· ,ir)∈I

f(xi1 , · · · , xir), είναι δηαδή το ινόμενο όν τν περιορισμών.

Για κάε t ∈ [n], ορίζουμε τη συνάρτηση F [t] : Dt → C με τον τύπο

F [t](x1, · · · , xt) =
∑

xt+1,··· ,xn∈D

F (x1, · · · , xt, xt+1, · · · , xn).

Θερούμε δηαδή ς ορίσματα τις πρώτες t μεταητές και αροίζουμε ς προς τις
υπόοιπες n− t.
Η συνάρτηση F [t] είναι μια πού ρήσιμη συνάρτηση ια την απόδειξη και οηάει

περισσότερο να τη έπουμε σαν έναν dt−1 × d πίνακα. Κάε ραμμή του πίνακα α
έει δείκτη ένα x = (x1, · · · , xt−1) ∈ Dt−1 και κάε στήη ένα a ∈ D. Το στοιείο
στη έση (x, a) του πίνακα α είναι το F [t](x, a).
Επίσης α συμοίζουμε με F [t](x, ∗) το d-διάστατο διάνυσμα ραμμή που έει

δείκτη το x.
Ας φανταστούμε προς στιμήν ότι έουμε τη οήεια ενός μαντείου (oracle) που

μας δίνει πηροφορίες ια τα F [2], · · · , F [n] ς εξής: εμείς στένουμε στο μαντείο
ένα x ∈ Dt−1 και αυτό μας επιστρέφει ένα διάνυσμα v το οποίο είναι ραμμικά
εξαρτημένο με το διάνυσμα ραμμή F [t](x, ∗). Αν F [t](x, ∗) = 0, τότε α επιστρέψει
το μηδενικό διάνυσμα v = 0. Επίσης ερούμε ότι το διάνυσμα v που μας επιστρέφει
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είναι κανονικοποιημένο έτσι ώστε το πρώτο μη μηδενικό στοιείο του διανύσματος
να είναι 1.
Η κατοή ενός τέτοιου μαντείου α μας έδινε πού μεάη δύναμη αφού α

μπορούσαμε να ύσουμε το πρόημά μας. Ας παρατηρήσουμε κατ’ αρήν ότι η
ζητούμενη ποσότητα Z(I) που έουμε να υποοίσουμε δίνεται από τον τύπο

Z(I) =
∑
a∈D

F [1](a).

Αρκεί οιπόν να υποοίσουμε το F [1](a1) ια κάε a1 ∈ D. Για να το υποοίσουμε
αυτό κάνουμε το εξής: στένουμε το a1 στο μαντείο και αμάνουμε ένα διάνυσμα
v που είναι ραμμικά εξαρτημένο με το F [2](a1, ∗). Αν v = 0, τότε έουμε ότι
F [1](a1) = 0. Σε διαφορετική περίπτση, έστ va2 το πρώτο μη μηδενικό στοιείο
του διανύσματος (δηαδή va2 = 1), τότε ισύει

F [1](a1) =
∑
b∈D

F [2](a1, b) = F [2](a1, a2) ·
∑
b∈D

vb,

όπου η ισότητα προκύπτει από το εονός ότι το F [2](a1, ∗) και το v είναι ραμμικά
εξαρτημένα.
Βέπουμε οιπόν ότι ο υποοισμός του F [1](a1) ανάεται στον υποοισμό

του F [2](a1, a2).
Για να υποοίσουμε τώρα το F [2](a1, a2) εφαρμόζουμε παρόμοια διαδικασία:

στένουμε στο μαντείο το (a1, a2) και αμάνουμε ένα διάνυσμα w το οποίο εί-
ναι ραμμικά εξαρτημένο με το διάνυσμα F [3]((a1, a2), ∗). Αν w = 0, τότε και
F [2](a1, a2) = 0. Αν από την άη, w ̸= 0, τότε έστ wa3 η πρώτη μη αρνητική
συντεταμένη του διανύσματος w (οπότε wa3 = 1), τότε ισύει ότι

F [2](a1, a2) =
∑
b∈D

F [3]((a1, a2), b) = F [3](a1, a2, a3) ·
∑
b∈D

wb.

Δηαδή ο υποοισμός του F [2](a1, a2) ανάεται στον υποοισμό του
F [3](a1, a2, a3).
Συνείζοντας με τον ίδιο τρόπο, ύστερα από n− 1 ήματα, ο υποοισμός του

F [1](a1) έει αναεί στον υποοισμό του F [n](a1, a2, · · · , an) ια κάποια κατά-
ηα a2, · · · , an με τη οήεια του μαντείου. Παρατηρούμε τώρα ότι η συνάρτηση
F [n] είναι η συνάρτηση F , δηαδή ισύει F = F [n], η οποία δοσμένης της εισόδου
I μπορεί να υποοιστεί αποτεεσματικά.
Αν είαμε οιπόν στα έρια μας το παραπάν μαντείο τότε α είαμε ύσει

το πρόημα. Τί ρειάζεται όμς ια να κατασκευάσουμε ένα τέτοιο μαντείο; Ας
σταεροποιήσουμε ένα t ∈ [n]. Κατ’ αρήν πρέπει να υποοίσουμε ένα σύνοο
από d-διάστατα διανύσματα

v[t,1],v[t,2], · · · ,v[t,st],
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τα οποία είναι ανα δύο ραμμικά ανεξάρτητα και τέτοια ώστε κάε μη μηδενικό
διάνυσμα ραμμή F [t](x, ∗) να είναι ραμμικά εξαρτημένο με κάποιο από αυτά. Αυτά
τα διανύσματα α είναι οι πιανές έξοδοι του μαντείου.
Επίσης, πέρα από τα διανύσματα, ρειάζεται να νρίζουμε και τα σύνοα

S[t,1], S[t,2], · · · , S[t,st] ⊆ Dt−1

ια τα οποία ισύει ότι x ∈ S[t,j] αν και μόνο αν το F [t](x, ∗) είναι ραμμικά εξαρ-
τημένο με το v[t,j].
Αν είαμε τα παραπάν τότε το μαντείο δοσμένου ενός x α έρισκε το σύνοο

S[t,j] στο οποίο ανήκει και α επέστρεφε το διάνυσμα v[t,j].
Υπάρουν όμς δύο δυσκοίες ς προς τον υποοισμό αυτών τν διανυσμάτν

και τν συνόν. Κατ’ αρήν, ένας m × d πίνακας μπορεί να έει εν ένει μέρι
και m ραμμικά ανεξάρτητες ανά δύο ραμμές. Για τον πίνακα που αντιστοιεί
στην F [t], που είναι ένας dt−1 × d πίνακας, τα διανύσματα που ρειάζεται να έουμε
αποηκευμένα μπορεί να είναι εν ένει μέρι και dt−1, δηαδή εκετικά σε πήος
στο t. Είναι φανερό όμς ότι ια έναν πουνυμικό αόριμο δεν μπορούμε να
έουμε δεσμευμένη τόσο μεάη μνήμη.
Παρόμοιο πρόημα συμαίνει και με τα σύνοα S[t,j] που και αυτά εν ένει

μπορεί να είναι σε πήος εκετικά στο t, άρα και στο n.
Για να ύσουμε το πρώτο πρόημα α ρησιμοποιήσουμε την έννοια της ορ-

ονιότητας δύο διανυσμάτν. Συκεκριμένα, αν οποιεσδήποτε δύο ραμμές του
πίνακα F [t] είναι είτε ραμμικά εξαρτημένες είτε οροώνιες μεταξύ τους, τότε δε
ίνεται να υπάρουν περισσότερες από d ραμμικά ανεξάρτητες ανά δύο ραμμές.
Αυτό συμαίνει ιατί σε έναν d-διάστατο ώρο δε μπορούν να υπάρξουν περισσό-
τερα από d ανά δύο οροώνια μεταξύ τους διανύσματα. Για παράδειμα ο παρακάτ
4x4 πίνακας έει 4 ραμμές ανά δύο οροώνιες.

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


Δυστυώς η συνήκη της απής ορονιότητας δε φτάνει ια το εώρημά μας,

οπότε α ορίσουμε την έννοια της μποκ-ορονιότητας (block-orthogonality).
Ορισμός 4.2.2. Έστω x,y ∈ Cd δύο μη μηδενικά d-διάστατα διανύσματα. Έστω
τώρα x′ και y′ τα δύο διανύσματα τέτοια ώστε x′i = |xi| και y′i = |yi| για κάθε
i = 1, 2, · · · , d, και ας υποθέσουμε ότι τα x′ και y′ είναι γραμμικά εξαρτημένα.
Αυτά τα τέσσερα διανύσματα θα έχουν κοινές μη μηδενικές συντεταγμένες, οπότε
έστω T ⊆ [d] το σύνολο των δεικτών που αντιστοιχούν σε αυτές τις μη μηδενικές
συντεταγμένες. Έστω επίσης το σύνολο

{µ1, · · · , µl} = {x′i : i ∈ T},
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για κάποιο l ≥ 1, τέτοιο ώστε να ισχύει µ1 > · · · > µl > 0. Με βάση αυτό, το σύνολο
T διαμερίζεται σε υποσύνολα T1, · · · , Tl με

x′i = µk, για κάθε i ∈ Tk και k ∈ [l].

Παρόμοια μπορούμε να ορίσουμε διαμέριση για το y′ που όμως τελικά θα είναι η ίδια,
επειδή αυτό ειναι γραμμικά εξαρτημένο με το x′.
Θα λέμε ότι τα x και y είναι μπλοκ-ορθογώνια αν για κάθε k ∈ [l] ισχύει ότι∑

i∈Tk

xi · ȳi = 0.

Είναι εύκοο να δειεί ότι αν τα x και y είναι μποκ-οροώνια τότε είναι και
οροώνια. Πράματι,∑

i∈[d]

xi · ȳi =
∑
i∈T

xi · ȳi =
∑
k∈[l]

∑
i∈Tk

xi · ȳi = 0.

Αφού ορίσαμε πότε δύο διανύσματα είναι μποκ-οροώνια, πάμε να δούμε τη
συνήκη της Μποκ Ορονιότητας.

Ορισμός 4.2.3. Έστω F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιγμιότυπο
εισόδου του #CSP(L), και t ∈ [n]. Θα λέμε ότι η L ικανοποιεί τη συνθήκη της Μπλοκ
Ορθογωνιότητας αν οποιεσδήποτε δύο γραμμές του πίνακα F [t] είναι είτε γραμμικά
εξαρτημένες, είτε μπλοκ-ορθογώνιες.

Την πρώτη δυσκοία την έουμε ξεπεράσει αφού ισύει το παρακάτ ήμμα.

Λήμμα 4.2.4. Αν η L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της Μπλοκ Ορθογωνιότητας, τότε
το πρόβλημα #CSP(L) είναι #P-hard.

Για να ξεπεράσουμε και τη δεύτερη δυσκοία α ρειαστεί να ορίσουμε την
έννοια του πουμορφισμού.

Ορισμός 4.2.5. Έστω R ⊆ Dn μια n-μελής σχέση. Ένας πολυμορφισμός
(polymorphism) της R είναι μια k-μελής συνάρτηση ϕ : Dk → D τέ-
τοια ώστε ϕ(R) ⊆ R. Με άλλα λόγια, έστω v1, v2, · · · , vk ∈ R και v =(
ϕ(v11, v

2
1, · · · , vk1), · · · , ϕ(v1k, v2k, · · · , vkk)

)
,

v1 v2 · · · vk v
q q q q

ϕ( v11 v21 vk1 ) = v1
ϕ( v12 v22 vk2 ) = v2

... ... ... ...
ϕ( v1k v2k vkk ) = vk.
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Αν ο ϕ είναι ένας πολυμορφισμός του R, τότε v ∈ R.
Πού σημαντική έννοια επίσης, δανεισμένη από την απόδειξη του Bulatov, είναι

ο πουμορφισμός Mal’tsev.
Ορισμός 4.2.6. Έστω R ⊆ Dn μια n-μελής σχέση. Θα λέμε ότι η τριμελής συ-
νάρτηση ϕ : D3 → D είναι ένας πολυμορφισμός Mal’tsev της R αν ο ϕ είναι ένας
πολυμορφισμός της R και επιπλέον ισχύει ότι

ϕ(a, b, b) = ϕ(b, b, a) = a, για κάθε a, b ∈ D.

Οι Dyer και Richerby απέδειξαν ότι αν η σέση R έει έναν πουμορφισμό
Mal’tsev ϕ, τότε έει και μια συνοπτική αναπαράσταση, η οποία ονομάζεται συ-
νάρτηση μάρτυρας (witness function). Αυτή η συνάρτηση μάρτυρας ω της R είναι
ραμμικού μεέους στο n και επίσης δοσμένης της ω και ενός x ∈ Dn μπορούμε
να αποφασίσουμε αν x ∈ R σε πουνυμικό ρόνο.
Αν οιπόν είαμε τέτοιες συναρτήσεις μάρτυρες ια τα σύνοα S[t,j], τότε δε

α ρειαζόταν να τα έουμε όα αποηκευμένα στη μνήμη ια τον αόριμό μας
και έτσι α αντιμετπίζαμε και τη δεύτερη δυσκοία. Πριν δούμε πότε μπορούμε να
ρούμε τέτοιες συναρτήσεις μάρτυρες ια τα σύνοά μας, ας δούμε τι ακριώς είναι
αυτές οι συναρτήσεις.
Έστ μια -μεής σέση R ⊆ Dn. Για κάε i ∈ [n] ορίζουμε την ακόουη σέση

ισοδυναμίας ∼i στην priR (η προοή της R στην i-οστή συντεταμένη):

a ∼i b⇐⇒ ∃x ∈ Di−1,ya,yb ∈ Dn−i : x ◦ a ◦ ya ∈ R και x ◦ b ◦ yb ∈ R.

Ορισμός 4.2.7. Έστω R ⊆ Dn μια σχέση η οποία έχει πολυμορφισμό Mal’tsev.
Θα λέμε ότι η συνάρτηση ω : [n] × D → Dn ∪ {⊥} είναι μια συνάρτηση μάρτυρας
(witness function) της R αν ισχύουν τα παρακάτω:
1. Για κάθε i ∈ [n] και a ̸∈ priR,ω(i, a) =⊥.

2. Για κάθε i ∈ [n] και a ∈ priR,το ω(i, a) ∈ R και είναι ένας μάρτυρας για τα
(i, a), δηλαδή η i-οστή συντεταγμένη του είναι ίση με a.

3. Για κάθε i ∈ [n] και a, b ∈ priR τέτοια ώστε a ∼i b, ισχύει ότι

pri−1ω(i, a) = pri−1ω(i, b).

Τώρα οιπόν έουμε τα απαραίτητα στοιεία ια να ορίσουμε τη συνήκη
Mal’tsev, η οποία α μας ύσει και τη δεύτερη δυσκοία.
Ορισμός 4.2.8. Έστω F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από ένα στιγμιότυπο
εισόδου του #CSP(L), και t ∈ [n]. Θα λέμε ότι η L ικανοποιεί τη συνθήκη Mal’tsev
αν όλα τα σύνολα S[t,j] ⊆ Dt−1 έχουν πολυμορφισμό Mal’tsev, και μάλιστα απαιτούμε
να έχουν όλα έναν κοινό πολυμορφισμό Mal’tsev.
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Με την απαίτηση της συνήκης Mal’tsev ξεπερνάμε και τη δεύτερη δυσκοία,
αφού με αυτή τη συνήκη εξασφαίζουμε ότι όα τα σύνοα έουν μια σύντομη
αναπαράσταση με τη οήεια της οποίας μπορούμε ια κάποιο στοιείο να εέξουμε
αν ανήκει σε ένα σύνοο ή όι, και έτσι δε μας ενοεί το πιανό εκετικό μέεος
τν συνόν. Όπς ίσς ήταν αναμενόμενο μπορεί να αποδειεί και η δυσκοία
του προήματος σε περίπτση που δεν ισύει η συνήκη.
Λήμμα 4.2.9. Αν η γλώσσα L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη Mal’tsev, τότε το πρό-
βλημα #CSP(L) είναι #P-hard.
Αφού εξασφαίσουμε την ισύ τν πρώτν δύο συνηκών, δηαδή της συνήκης

της Μποκ Ορονιότητας και τη συνήκη Mal’tsev, τώρα προκύπτει ένα νέο
πάνο που έουμε να εφαρμόσουμε.
Έστ F : Dn → C η συνάρτηση που ορίζεται από την είσοδο του προήματος.

Για κάε t ∈ [n] έουμε να υποοίσουμε:
1. τα v1, · · · ,vh, ια κάποιο h ≤ d, που είναι τέτοια ώστε κάε διάνυσμα ραμμή
F [t](x, ∗) είναι ραμμικά εξαρτημένο με ένα από τα vi,

2. μια συνάρτηση μάρτυρα ωj ια κάε ένα από τα S[t,j].
Με τις δύο προηούμενες συνήκες εξασφαίσαμε ότι αυτά τα αντικείμενα υπάρ-
ουν. Το ερώτημα που προκύπτει τώρα είναι, πώς μπορούμε να τα υποοίσουμε
αποτεεσματικά;
Έστ t = n και F [n] = F . Εμείς ρειαζόμαστε τα v1, · · · ,vh και τις ωj ια κάε

S[t,j]. Οι Dyer και Richerby έδειξαν ότι αν ισύει η συνήκη Mal’tsev, μπορούμε να
κατασκευάσουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω′ ια τη σέση R′ ⊆ Dn−1, που ορίζεται
ς

x ∈ R′ ⇐⇒ ∃b ∈ D,F (x, b) ̸= 0.

Με άα όια, από όα τα διανύσματα που δεν μηδενίζουν την F , παίρνουμε τις
προοές στις πρώτες n−1 συντεταμένες και φτιάνουμε την R′. Για αυτή οιπόν
την R′ έουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω′. Εξ’ ορισμού μπορούμε να δούμε ότι ισύει
R′ = S[n,1] ∪ S[n,2] ∪ · · · ∪ S[n,sn]. Οπότε το ερώτημα τώρα είναι, μπορούμε από την
ω′ να υποοίσουμε συναρτήσεις μάρτυρες ωj ια κάε S[n,j]; Θέουμε δηαδή μια
διαδικασία διαρισμού.
Η κατάσταση είναι η εξής: έστ μια σέση R ⊆ Dn και σύνοα S1, · · · , Sh τα

οποία αποτεούν μια h-διαμέριση της R. Γνρίζουμε ότι όα αυτά τα σύνοα έουν
ένα κοινό πουμορφισμό Mal’tsev. Από την άη δε νρίζουμε το h, έουμε όμς
εύηση ότι h ≤ d. Επίσης έουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ω της R. Τέος ας
υποέσουμε ότι έουμε ένα μαύρο κουτί, στο οποίο αν δώσουμε ένα x ∈ R, τότε
αυτό επιστρέφει τον μοναδικό δείκτη j ∈ [h] ια τον οποίο ισύει x ∈ Sj. Με αυτά
τα δεδομένα έουμε να υποοίσουμε το h και επίσης μια συνάρτηση μάρτυρα ωi

ια κάε Si.
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Ορισμός 4.2.10. Έστω η σχέση R και τα σύνολα S1, · · · , Sh όπως παραπάνω.
Για κάθε διάνυσμα y ∈ Dl, l ∈ [n], ορίζουμε το

type(y) = {j ∈ [h] : ∃z ∈ Dn−l τέτοιο ώστε y ◦ z ∈ Sj} ⊆ [h].

Ορίζουμε επίσης τη συνθήκη διαμέρισης (partition condition) ως εξής: για κάθε
y,y’ ∈ Dl, τα type(y) και type(y’) είναι είτε ξένα μεταξύ τους, είτε ταυτίζονται.

Μπορεί να αποδειεί ότι αν ισύει η συνήκη διαμέρισης τότε έουμε έναν
αποδοτικό αόριμο ια τον διαρισμό. Συκεκριμένα, υπάρει ένας αναδρομικός
αόριμος ο οποίος δοσμένου ενός x ∈ Dl, υποοίζει το type(x). Για αυτό τον
αόριμο είναι απαραίτητη η συνήκη διαμέρισης. Επίσης υπάρει ένας δεύτερος
αναδρομικός αόριμος ο οποίος δοσμένου ενός x ∈ Dl και ενός j ∈ type(x),
ρίσκει το κατάηο y ∈ Dn−l ια το οποίο x ◦ y ∈ Sj. Τέος, με τη οήεια
αυτών, μπορούμε να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση μάρτυρα ωi ια κάε Si.
Ας ορίσουμε τώρα το τρίτο κριτήριο διοτομίας, το οποίο είναι η συνήκη Τυ-

πικής Διαμέρισης (Type Partition Condition).

Ορισμός 4.2.11. Στην ουσία αυτή η συνθήκη απαιτεί κάθε φορά που χρειάζεται να
εφαρμόσουμε τη διαδικασία διαχωρισμού για τον αλγόριθμο του μαντείου, τα αντίστοιχα
σύνολα R και S1, · · · , Sh να ικανοποιούν τη συνθήκη διαμέρισης.

Επίσης ισύει και εδώ το αντίστοιο ήμμα με τα άα δυο κριτήρια διοτομίας.

Λήμμα 4.2.12. Αν η γλώσσα L δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της Τυπικής Διαμέρισης,
τότε το πρόβλημα #CSP(L) είναι #P-hard.

Έοντας εξασφαίσει όες τις προηούμενες συνήκες, τώρα μπορούμε να
δούμε οοκηρμένο τον αόριμο που ύνει το πρόημα. Έστ F : Dn → C η
συνάρτηση που ορίζεται από την είσοδο.
Επαικά, ια t από n ές 2:
Χρησιμοποίησε τα μαντεία ια τα F [t+1], F [t+2], · · · , F [n] ώστε

1. να υποοίσεις τα v[t,1], · · · ,v[t,st], όπου st ≤ d, τέτοια ώστε κάε F [t](x, ∗)
να είναι ραμμικά εξαρτημένο με ένα από τα v[t,j],

2. να υποοίσεις μια συνάρτηση μάρτυρα ωj ια κάε S[t,j].

Και τα δύο παραπάν α ίνουν με ρήση του αορίμου του διαρισμού.
Τέος, υποόισε το

∑
x∈Dn

F (x) ρησιμοποιώντας τα μαντεία όπς περιράψαμε

στην αρή της παραράφου.
Δυστυώς το paper τν Cai και Chen αφήνει και ένα αναπάντητο ερώτημα

σετικά με την αποφασισιμότητα τν τριών κριτηρίν διοτομίας. Συκεκριμένα,
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δοσμένου ενός πεπερασμένου συνόου L από συναρτήσεις με μιαδικές τιμές, υπάρ-
ει αόριμος που να αποφασίζει σε πεπερασμένο ρόνο αν η L ικανοποιεί τις τρεις
συνήκες διοτομίας; Εκ πρώτης όψες φαίνεται να μη ίνεται κάτι τέτοιο, ιατί
οι τρεις συνήκες αφορούν άπειρα αντικείμενα. Θα μπορούσε όμς να ίνει κάτι
ανάοο με την περίπτση της απόδειξης του Bulatov, δηαδή να ρεούν μέσ
κάποιας άης απόδειξης κάποια αποφασίσιμα κριτήρια και να αποδειεί η ισοδυ-
ναμία τους με τα συκεκριμένα τρία. Ουσιαστικά αυτό είναι και το μόνο ανοιτό
πρόημα που αν απαντηεί α κείσει το κεφάαιο τν #CSP ’s.



Γσσάρι

Αο-Εηνικό

affine αφινικός
bijunctive διζευκτικός
binary διμεής
block-diagonal διαώνιος κατά μποκς
block-orthogonality μποκ-ορονιότητα
boolean δυαδικό
cardinality πηικός αριμός
cartesian product καρτεσιανό ινόμενο
clause όρος
co-clone σύκνο
complete πήρες
complete bipartite πήρς διμερές
conjunctive normal form κανονική συζευκτική μορφή
constraint satisfaction problem πρόημα ικανοποίησης περιορισμών
counting μετρητικός
decidable αποφασίσιμος
dichotomy διοτομία
domain πεδίο
dual δυϊκός
embedding εμάπτιση
forest δάσος
formula τύπος
freely available εεύερα διαέσιμος
gadget σκαρίφημα
Gaussian elimination μέοδος απαοιφής Gauss
generator εννήτορας
graph homomorphisms ομομορφισμοί ραφήματος
holographic algorithms οοραφικοί αόριμοι
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identification συνταύτιση
infimum μέιστο κάτ φράμα
instance στιμιότυπο
lattice δικτυτό
matchgate πύη ταιριασμάτν
matchgrid πέμα ταιριασμάτν
oracle μαντείο
parsimonious φειδός
partition διαμέριση
polymorphism πουμορφισμός
projection προοή
projection closure κειστότητα προοών
pure affine ανά αφινική
rank αμίδα
recognizer ανανριστής
rectangular οροώνιος
relation σέση
spanning tree δενδροπαράοντας
standard basis συνήης άση
standard signature κανονική υποραφή
strong balance ισυρή ισορροπία
strong rectangularity ισυρή ορονιότητα
strongly balanced ισυρά ισορροπημένο
supremum εάιστο άν φράμα
unary μονομεής
valid έκυρος
valuation αποτίμηση
witness μάρτυρας

Εηνο-Αικό

ανά αφινική pure affine
ανανριστής recognizer
αποτίμηση valuation
αποφασίσιμος decidable
αφινικός affine
αμίδα rank
εννήτορας generator
δάσος forest
δενδροπαράοντας spanning tree
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διαώνιος κατά μποκς block-diagonal
διαμέριση partition
διζευκτικός bijunctive
δικτυτό lattice
διμεής binary
διοτομία dichotomy
δυαδικό boolean
δυϊκός dual
έκυρος valid
εάιστο άν φράμα supremum
εεύερα διαέσιμος freely available
εμάπτιση embedding
ισυρά ισορροπημένο strongly balanced
ισυρή ισορροπία strong balance
ισυρή ορονιότητα strong rectangularity
κανονική συζευκτική μορφή conjunctive normal form
κανονική υποραφή standard signature
καρτεσιανό ινόμενο cartesian product
κειστότητα προοών projection closure
μαντείο oracle
μάρτυρας witness
μέιστο κάτ φράμα infimum
μέοδος απαοιφής Gauss Gaussian elimination
μετρητικός counting
μονομεής unary
μποκ-ορονιότητα block-orthogonality
οοραφικοί αόριμοι holographic algorithms
ομομορφισμοί ραφήματος graph homomorphisms
οροώνιος rectangular
όρος clause
πεδίο domain
πέμα ταιριασμάτν matchgrid
πηικός αριμός cardinality
πήρες complete
πήρς διμερές complete bipartite
πουμορφισμός polymorphism
πρόημα ικανοποίησης περιορισμών constraint satisfaction problem
προοή projection
πύη ταιριασμάτν matchgate
σκαρίφημα gadget
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στιμιότυπο instance
σύκνο co-clone
συνήης άση standard basis
συνταύτιση identification
σέση relation
τύπος formula
φειδός parsimonious
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