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�� ����	 �� ����	�������� ���	� ������ �	���� � �	� ������ ��� 	����� ��� �� 	���� � ��
��	�� ���! "���� ��� 
����� ��������� ��
����	� ������� �	 ��� �� ������� ��� �����#��

�	 �	�����$ �	� �	 ��	�� �� 
�	 �	���	��$ ��	 �� ���	 �	� ��� �	���� ���$ �
��� �� �����
��� �	� �� ���	���!!! %�� 	���� ��� ��� ��
���	� ����� ��� �����#��$ ��� �	� �	 ��	�
��	��	���� ���	����� ��	 	���! &	� �	 ���	����� ���	 ����� ��� 	����!

&	� ����$ ��	 ����� ����	 ���	� #�����	�! ' ������	 ��� ��� 
��� � �����
�� �	�������
���$ &���	� &����	�$ �	�� ��� �� �������	 �� �
��� �����$ ���	� 	���� 	���������! (	 �
���� �� �)��! *�� 	� ��� ��� ���	 ���� ���$ ��� �	 �	��#���	 �	 )������ �	� ��� �	����	
���	��	! %�	�� ��	� ���������� ��� ������� ����� ��� ���	��������$ �� ��	� 	���� ���� ����
� 	������ ��� ��	 �� �� ���	���� ������� ������$ � &���	� ���� �� #	���� ��
	 �	 ��� ����� 
�	
�������	 ��	 �	 ��
#���	�$ ��� ��� ���� �� ������� �� 	���  �	 �	�	�	�	�� ������	�	� ��	
��� ������� 	���$ 	��� ������� �	� �� ��	 ����������$ �	� �� 
�	�� �� 	��#	��� �� 	�������
�� ��� ���������� ������� ������! ' ���������� 	��� ��� �������#��	� �	� ���� �	����	
���	��	! *�� �� 
�	�� �	 �	�	��� �� �
�$ �	� #����� ��� 
��� ��	 +��������� �����!
��� ���	����� ��	 ��	!

,�	 �	�����	 +��������� ��������)� ��� 
��� �� � �������� �����
�� �	������� ���$
� &���	� -�����	��������! &	� ���� ���� 	��
� ��� ���	��������$ ��	� ���	 �� ������	 	�
�	 
�	�	 	����� ��	 	�	�
�� ��� ���	��������� ��� ����	� � ���! ����$ �� ���	�������
� �	�
��������� �������
� ���$ �� 
�	�	� �	 ��� �� ���� 	��#	��! *��� 	#��� �� ���� �	����	
���	��	$ ����� �� ������������� �	�	�������� ���$ ���� ��� ������� �	 ��� ���������� �	�
#����������! &� ����� ��� ���������	 ��	 �����������
� �������
� � ��	 �	 �	��� �� �
�	�
��� ��	#�����	��	�$ ��	� ��	 �
�	 �	���! ��� ���	����� ���� �� �������!

"	�����������$ ������	� ��	 ��	#�����	��	$ � ���� ��� �	� ���� ��� ������ �	� ��
���������	 ���! *�� �� �
�	$ �� �������� ������ ������� ���	������ 	����! -���
��� ���������� ������� ��� ��� �	 �������	 �	 ������� ��� �	����	 ��	�����! .��� 
����
������� )����	��$ ��	� �
����$ ��� 
��)� � ����	���� ���	�������� ��� ����	 �	� ��
����+	
��� ������� ���$ ��� ��	� ������� ������� �	 ������ ��� ������� �	� �	 	��	��������	�
���� ����������� ��� ���	��������! /�	 �����$ ��� ����)	! .� ��� ���	 ����� ��� ���
����	$ ��� ������ �������� �	 �	 ���� �
�	! %�� 	���$ ���	����� ���+��	 ��� �������	$ ���!
����	����� ����� ���� ������� 	���� ��� ���	�!
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��������� ������� ������

������ ���	 
��� � ���� ���� �� �
� ����� � �� ���� ������������ �� ����	 ����
����� �� ����	 ������ 
��� ������$ �������	� � 3������ ���� �(�	������ ��� "����	�!
3���+� �� �� ��	 #���� �� �	���� ������	 ��� ������ ��� #�����#�	� ��� ����� ��	� �������
����! F������� ��� ����� ���� ������$ ��� 	������ �������� ������ ������ ������ ��
�
)�� ����� �G�)
��H �����  ��� �	 �� ��� ,	�	���	�$ �����  ��� 6�
���$ �)
�
�	 ��� �����	���$ �)
� �	 �	�  ��
���$ �����  ��� 	��� ��� ��� ���	� +
�	�$ ����� 
��� � ����	�� �������� �����
� 
��� ��� #��
� �	��
���� ��� .�������� ���	� 	������!

' ���������	 ����� �� ��� ����� ��� ���� 
��� ����	 I21$ ���!5J$ ��� �������� �������
�� ����� I5B$ ���!DJ! 3� 	��
� ��	��
� �	 �������� �	 ������ ��� ��� �������� ���������	
�������� ��� �	���
� ����������H K	L � 	������� ��� ���� �	��� ������	 ��� ������ �	
������� � K����	��	��L �����$ �	� K�L �� ������ �	 ���	���� 	�� ���� ��� ������	� �����!
3�����	 � ��� ����#���� 	������� ��� ����� ������	 ���	� ������ ��� "����	H ������
���	� � 	������ ����� �	 � �� ������$ �	� � ��� ����#���� �	�����+� ��� ������� 	����$ ���
	����	�	�����	�	 ����� � ������������ M<NN9<8� I12J! ' ������� �������� 	������� ������
������� ��� ���������	�$ ����� � �
��������� ������� KO<:9PN<Q9R STU9R�L!

/���$ � ���������� ������ ����� �� ��� ������� ���� ��� ����	��	��� ������$ �	� ��� ���
#��� ���$ ��� 	������� ���	���� ��	 �� ���
�� ��� �� ������ �����! (��������� ���	��	 ���
�������� ���������� ������ ���	� ������	 ������ ��� VWW;;T X9YN9;;W$ O7YTZS<[U< WY[ \<S9<]
^ _Y `YN8T[aRN9TY NT Nb< cTU9R T] Nb< dZT eTN9TYP� I1EJ! .�� ��� ����� �	� ���� ��	#	����	�
��� � ���������� ������ f ��� �	� ��� ��� ������� ��� "����	 f ����
��� ��� ���
�� ���
�	� ��� 
����	 ��� ������������! .�	#
���	� ����� �	� � ���� O[TgWPN9R STU9R� K��� 	�����
� �������� �������L ��	 �� ������ ��� ������������$ 	�� ��� 	��	�	 �������� �
)� ���)	�!
"����� ��� ������������� ��� ��� ����������� ������� � ����
�	 �	� ��	 �	 ���! (	 ����
������ �	����$ ��	 ��	���	 ��� ����������� �������$ #������ ��� ���#�� h� i ���� �� �� �j �
h� k �������� ��� ������ �� �j�! 3��� �	����	 ���	��	 �	 	�	#
���	� �� 
�	 ��
#��� ������$
�� ����� ���� �� � ��������$ �	� �� ����� �	 �����  ������������!

���������� ����
���������� ���� �
�!"�� ��#!��� !��� ���$�%#�� &�&$���
�%�� #� '()* +,-./01�� /2-� 3�40�567
�8��$��9	���� "�� �
�$$��: ��� ������:� �#� ;0</0==>?@-0<� A
�!�"���	 ��$� $������� ��!��#����

���� � %
�!� �
��A�� !���������� "���&$���� ��� ��$� �$$����� �: "��� $�������� �$$�	�7 B�!� 9� �
�%#
C� D ��#
���� �� �E ��	 F� G�$�$���� ��#
���� ��� � �� ��������H �+I>404�J =<JK. /L>/ /L� �>2/L MJN�.6�7

�O
������� ��� ����!� ��� $�P�� +>Q�</6 �� ����� ������ !��� ���$��#�� &�&$���
�%��7 BA# �����!���
��� �
� F����$:��
��H �� �� !A�$�� "� �
�9"� R� !��� ����!� ��� F���������H ��� O$��#�� �� ��� ����!���

1



2 �� ��������	� �
���	� ���	�

3�	 ��	���	 ��� ������� ������� ��� ����� ��	� ��������� ��	 �
)� � #���� K��� ����� ��	�
������������L ������ �	 ����	���� ��	� ����	��� � ����	�� ���	� 
��� ��	 �
	$ � ����	 �	
�������#�� ��� ����� ��	 ���
�	 ��	 �$ ���! ����$ ���$ ���$ � ��� 	�� ����� �������� � �
�����	� 	����� I1D$ ���!5J! /���$ � ������� ������ ��� ��	�
��� ��� ����������	 �� 	���������	�
���� ��� �	 �������� �	 �������������� ��	 ��� ���������� �� ���������� ��� �����������
�������! .��� 	������ ���	� �
��������� ������� �������! %�	 ��	 �������� ���	��� �� 	����
��! I15J � I52J! .� �	� � ���������� ������� ������ )������� 	�� �� #�����#��� ������$
����� 	����
� �#	����
� �	� ��� �������� �����#����� K��	 �	�������	 ��	 �	�	�����
�	
������	�	 I@J$ �� ������	�	 ������ 	���������� I5EJ$ �!��!L �	� �� ����	 �	����� I1J! %�	
��	 ���������� �#	������ �� 	������� ������ ��! I55J!

.� �	� � ���� �������� ������� 	�	#
���	� �� ��	 ������������ �������$ ��	 ��	���	 ���
������� 	���� � ����� � ���� ���	� ��� �������� �	� ���	���� 	���� 
�	 ������ ���� ��	��
��
�� ��	 ���������
�� ������ �����	$ �� ����� ������ ������� ���l���
����! /���$ ������
��	 ����
� ���������
� ������
� �����
� K6�mL ��� �������#���$ ����� �	�����	 �	� �����
�������� ��������
��$ ���� �������� ��� ��
���� ��� 
��������� ������� ��� 	���������	
K���! �� ���� �� � �� �������� �������L!

(	 )������ �� ��� �	�����	�� ��� 6�m ��� ����� ��	� ������ �	��� �	� ���� �����^
�	�� �������$ ��� ���� ������ �	 ������� � �	����	 ���	��	! 3�� 2� ��#��	�� �	 �	�������
��	 ��������� �� ��	����� ������ ���������� ��� nNWSYW;<8$ � ����	 �	 �	�� ��	� ����
������! 3�� 5� �	 �����	��� � ������ ���� 6�m "#$$ � ����	 �	 �����	����� �	 �������+��
��� ���������� �	����	�� ��� 	���������	 �	�������	� ���+� ��� ���� ������� �	� ������^
����� 	��� �	� ��	 �	������	 ����������	 ��� �������#�� ����������! 3�� ������	�� �
��� ���
���	��	� �	 ����� ���������	 �	 ������	#�� �
� ��	� �	������	� 6�m$ ��� "#$'$ � 	��	��
��� ���#
��� ���� ���������� �	����	�� ��� 	���������	 � ������+� �	������	� �����#���	�!

��� � ������ 	
����

*��� �� 6�m ��� �	 �	�����	����� ���� �	����	 ���	��	 �	 	���������	� 	�� ������ #��	�^
�
���� �� ��	 ����	��	�� �����	 �#���	��
�� �� ���� �	��������� ��������	 �
�
���	�! '
�����	 	��� K��� �	 �� ������� ���� � L �� ������ ������ ��� 	���������� ����� ���������
������
�L �	 ����
��� ��� ����	��	�
� ���	����
� ��� ������� Φ = {�0� �1� � � �}$ �� �������
⊥ ��� 	���#	���$ ��� ����	��	�� ����
��� ⊃ ��� �����	����$ �	��� �	� ���� �	���������
��������� ������
�! ,����� ��	 �����������$ ���������$ � ������� ����������� ������ 	�	^
���� �� �� ������ �� �������� 	����! 3�� ������ �������� ��	� ������������ �����	�
�#���	��
��� �� ���� ��������� ������
� �1� � � � ��� �� �	��� �����
��� ����� ��� ���	� �������
	������ ��� �������#���	� �� ���#� \WR;aP^eWa8 � �)��H

� ::= � | ⊥ | � ⊃ � | �1� | � � � | ���

���� � ∈ Φ! *�� 	������ �� ������ ��� ��� ��������	#�	$ ��� �	 ������������ ����
���������� ��	 �� ������ �� ���� 	��� �	 ���# ���� �	�	��������� � ∈ L� ��	 �	
	�	#���� ���� ���� � ��� �������� �����	� L�!

FS�����H �TTR7 G�� $����� �$����:� �
9������ 9� :9�$� �� ���%�
# ��� A
�!�"���	 �� �
!����� ����� ���
$�P�� �A� ����: 9�#
	 ��� � ����$:��
�� ����� ���
�� �$$� ����: ���$��9	 �� �
�""����� ������ ��
9�#
�� �� �
!����� �
�""����� ����� #� ���
���!��
� �� �� "� !�"%#�	 ��9�$�� "� ��� ������ ����7

�U �
����� ��$�!�:� ����� �� !V"&�$� �� ����
�!�� �� $�P� : �� %
�!� �� ���"�!�"� F�
��������H
!��� ��!��#�: ��� �
����� ��%�$����7



���� � ���	� ������ 5

(	 )������ �� �� ����������� �����	 L� ��� ���	� �#���	��
�� �� ��� ������� � ���
������� �� ��� ����������	 �� 	���������	� ���� ���! *�� 	�	#
����� ���� �����������
�	����	#�$ �� 6�m ���	� �����	 ���� ��� ����	����� �������#��� ���� �������� ��� ��
����
��� ���������� �	����	�� ��� 	���������	! .� ������� ���	 ��� ���������
���! &	�� 	����$
���� ������� ������ �� ��	 ������� �����	 ��� ���	� ������ ���� 	�� ��� ��	���� ����	��	��
������ ���� �� ��� �����	$ ���! �������	� ��	 
�	 ������ ���� Λ ��� ����
��� ���� ���
����	��	�
� �	��������� �	� ���	� ������� � ���� ���� �	����� ��� �������� �	 ���������
��	 �	� ��� !"#$% &"'('% K����! 01$ � ������ ���	���� ���$ 	� � ∈ Λ �	� � ⊃ � ∈
Λ$ ���� �	� � ∈ ΛL! (	 �������  �� 12L� ��� 	��������� ������� ������ ��� ����
���
	������ 	���! "��#	��� 	�	������ �����
�� ������� ���������
��� �����$ �	 �����$ �	
	������ ���� ������� ������ Λ$ �� ������ f ���� �������� �����	� 6�m f �	 �������#���
���� �������� ��� ���	�	#
����	�! %�	 �	�������	$ �� 	)��	 �� ⊃ � 	����� �� ���� ���
����
� 6�m �	� �������#�� ���#	��� �� ���� ��� � 	���������	� ���� �� ����� 	�������!
.�� ��� ���� ������$ � ����� ��0$ ���� �0 ���	� � ����	�� �� �� ������	��$ ��� �	 ��������
�	 	����� �� �	��	 ����	#
����	 K����������L ������� ������$ ��	 �	� 	� ���
�	��� 	���$ ����
��� ��� ������������ 	)���	��� �	� ��� 01$ �	 	���� �� 	���� � ����� �0$ ��� �� ���
��������#�� 	����	����	���$ �	� ������������ ����� �����$ ���! � ������ 	��� �	 �	��� ��	�
�� ��� 	������ ������� ������ ��� �� ����$ � ����	 ���	� ���� ����	#
������! .�� �	 ���
	��� �	�	�����	�	 ����	 �	 ��	#	��� ��� �� 6�m ����
���� ����� �������� ��� ��
���� ���
���������� �	����	�� ��� 	���������	$ �	� ��� 	���� �	��� �����
�	� ��� ���� �� � ��������
	����! �
���$ 	�� ��	 ������� ������ 	�	������ ������ ����������	 �� � ���� ������
�	�����$ 	�����	 �� �� �� ������ ������ �
����� �	 �	�	����������! >� 6�m ��� �	 �����
���	� �������	 K���! ����
���� �� 	)��	 " �	� ���	� ������
� � ���� ��� �	���	 34 ���
�	 ����� ���� ������� ������L$ �	� ������	 K���! ������
� � ���� ��� �	���	 3$ ��� �	
���	�������� ��� ������	�� ��#��	��L! o�����$ ��	� �
�� ��� ��	 ������� ������ ���������
���
��� 	�� �����	 ���������
�	 	)���	�	$ �������� ��� ���	� �� ⊆^�������� ������ ����
��� ����
��� ���� ��� K����	��	�
�L �	���������$ �	 	)���	�	 	��� �	� ��� ���	� ������� �
���� ���� ���	�	#���
���� �	����� K��������#�� 	����	����	���$ 01$ �	� 34 � 3$L!

p����� �� �	 	)���	�	 �	� 	������� �� ��� ������ ��	� ��	������ 6�mH

"� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ ��

)� ������	 �����
�
	 ��	 �����	 ���
���� �����!

5� �� ⊃ �

* ����� ���
�
��� ���� �� ���
�
	!

�� �� ⊃ ���

+������� ��	 �����	! KO:TP9N90< 9YN8TP:<RN9TY�L

6����
 �7�7� �� 
��� � �������� ������� ������ ��� �����������
��� �� � "� 5�
�� � �� ��� 
��� ��
���� 
����������	 �	 ���	 ��� �����

34��
�

��

6���� 	�� �� 	)��	 5 ��� ������	� ���#	�
�$ ��	 ��	 �	 �������	 �������� ��� ������^
��	#�	 #�����#��
� 	����������! �� " ��� �������#�� ��� ��	�����	 ��� 	���������	 �	
���� �� ��
	 ��� �����
� ���
����� ��� ������ ��� �	�
���$ �	 � �� ��� �	���	 34� ���

���$7 �� �� � ��:��� !�� $����: ���� ��:��� ��� �� ��



B �� ��������	� �
���	� ���	�

�������#�� ��� ��	������ ��� �	 ���� �� ��
	 ��� �����
� 	�������$ ����������� ��� � 	�����^
����	� 
��� �����
� ��	������� �� ���������� �	��� ��	 �	 	�������	 �����
�	q �������	�
��	 �� �������	 ��� �������	 ���������	� I2=J$ I51J ��� ���������	� ��	 ��� 	���������	 �
��! (	 �������� #����� ������� �	 ���������	��������� ����	��� ������ ���$ �����	 ���
�������� ��	� �����$ ��� � 	���������	� ��� ���	� ������ ��	���� #����� ������$ �� ��� �
������ ����
��� �$�� ������ ������� �	 ���	���� 	�� �� ����� ���$ 	��)	����� 	� ������� ���
�� ����� K���! �	 ������ �	 ���#��� ��	 �� 	� ���� ���	� �	�������	 � �� ��������� ������� 	��
�� ����� ���L ��� 
����+�� ������� ��	�����	� � 	���� �	� ���������! .���	 �	� ��	 ��
	)��	 � K��� �	�	����� ��	� ���� 	����#�� ��������	#�	 � �� 	)��	 ��� O:TP9N90< 9YN8T^
P:<RN9TY�L ����)	� 	����������$ 	��� ��� �
�� �� � r! c<Ys<Y I22$ ���!5DJ K��	 ��� 	������
�� � �	� 34�L ���	 �
���	 �)��	������� ���	� 	�	�	�����$ 	� �
����� ������ �	 ������� ����
�	� ���������� �������!

,�	 ������� ��	����� 6�m ���	� ��� ����������� �����	 L� ��� ���	� �#���	��
�� ��
��� ������� �$ � ������ ������� �� ��� ����������	 �� 	���������	� ���������! "������	�
����	����� ��	 �� ��)	��	�� ������� ������ "8���$ ��� ����	 ��� ������ ���� 6�m ���
	�
#��	 ���� ���	���! .��� 	)��	����������	� 	�� �	 "� �	� �� K�	 	��������	 ���! ��	
��� ������� �L$ �	��� �	� 	�� �	

8�� �� ⊃ ¬�¬�
)� �
������
�	 
��� ���
�
�	!
%�� 	��� � nNWSYW;<8 ����� �� �� 	)��	 	��� 2# KRTYP9PN<YRt T] u<S9<]L!

��� ¬�� ⊃ �¬��
,��
��	 
������� ��	 � �-���	!

���	� �� ������� � ���� ���� �	����� ��������#�� 	����	����	���$ 01$ �	� 34�! (����^
�	� 	�	�������� � � ��� �	������� ������ ��	 �	 �������+�� ��� ���������� �	����	�� ���
	���������	 � ���� �� �� ��������! .)� �� �	 �������� ��� �� 	)��	 �� ���	� 	������� K���!
��� 	� � 	���������	� 	�#������� ��	 ����$ ���� �������� �� 	���� ��� ��� 	�#�����	L$ �	����
���$ ��� �	 ����� ��� �
��� 	���� ��� �	�	���#��$ �� 	��������� ��� ��	 �� ����� ��� ���	�!

>� 6�m 	���������	� ������ 	�� ������ ��� ��������� �����	 L�� �	� 	�	����� �����
��
�	 �������	 �������� ��
	 ��� �������#��� ��� 	���������	�� �� �������� � �	� �! ?���
��	 �	 ���������������� �	�	��� K�� ����	���� ���� �#������	� �������	 ���� nNWSYW;<8$
��� �� �	�
����� 	�	���#���	� �� ����	���� ��� ���� 
��� � c<Ys<YL!

"#� �� ⊃ ��

)� ����
�	 ���
���� �
������
�	! K#�L

(#�� ) �� ⊃ ¬�¬��
,� ������	 
��� �
�
������	 �� ����� ���
 �
� ����
� � 
��� �
�
������	 ���
�
� �� �����.
��!

1'#� �� ⊃ ���

+������� ��	 �
�������	! K#���L KO:TP9N90< 9YN8TP:<RN9TY 8<UW8[9YU u<S9<]�L

4'#� ¬�� ⊃ �¬��
+������� ��	 � �-���	! KOY<UWN90< 9YN8TP:<RN9TY 8<UW8[9YU u<S9<]�L

� S��� ��� W�<X�< ���� F
��$�!�:� ��#!��$����H ����� ��A
�#"���� �� ����A9�� ���$�A�!��� ���:� ���
�
A: Y�� !�$7�RZ7



���� � ���	� ������ D

�#� �� ⊃ ���

/�0��� �
�������! KOPN8TYU u<S9<]� f OPauv<RN90< R<8NW9YNt�L

(
����	� �	 ������� �� �����	 	�����
��	�	 �� c<Ys<Y I22$ ���!BBfBDJ �	� nNWSYW;<8
I52$ ���!1E=J ��� ����+� ���	� ���� �	�	��� ����	��$ ���� � 	�������� ���	������

6����
 �7�7� 1��� �� 
��������� ���� 9� ¬�¬�� ⊃ �¬�¬� ���	 �� �� ����
8#� �� ≡ ¬�¬�� ��� 
��� ��������� ������� ��� ������ ���	������ ��� ������ 2�

���������� �
 ��� ������ 345 ��	 �����	 �� ��� ������ ��� 6����� 7 �-8 ������
���� 9:8
���
 ���.���� �� +�;

����=��+9 (������ ��� ����� L�)
������=����+8# (������ ��� ����� L��)

������ �7�7 

��+"8��� +#�+#�� +#���=������ Kc<Ys<YL

��+2#+"#+ �#+1'#+4'#=������ KnNWSYW;<8L

' ����	�� 	��� ������� ��� ��	 �	 ����������	 	)���	�	 ��� �����	�� �����	 ��	 ���
������	#� ��� ����������� �	����	��� ��� 	���������	$ ������� �	 ������������� ��� ������
������$ ���! 	���� ���� ���� �	 � �� ��� ������ 8#! .���� ���	� � ����� ��� � c<Ys<Y �
��
��� �� ���� 	�	�	����� ��� 
0� ��� ������ ��	 �����	� �� ��� �� ������ ��� ���	��	������
������ ��� ���	� f ��� ������ ��	� � X9YN9;;W f 	������ � ��$ 	��� ��
��� �	 ���	� �����������
���� ������ ��� � ����� I22$ ���!BDJ!

�
���$ 	)� �� �	 	�	#����� �� 
�	 	)��	$ ����#��
� ��� �� �������� K����� ����� ������^
���� "����#�������L$ 	��� ��	 �� ����� �������� 	����
� ��������� ��	 ��� 
��	)� ��� ����
6�m! "������	� ��	 �� �� ¬�� ⊃ �¬�� ��� �	�	����� ��	� ���� 	����#�� ��������	#�	 �
�� 	)��	 ��� OY<UWN90< 9YN8TP:<RN9TY�$ �	� ��� �������#�� ��� ��	�����	 ��� 	���������	 �	

��� 
������� ��	 ������	 ���$ ���! �	 ��� ���� �� ���
 ��� )
��� ����$ 	� ��� �� )
���! >
V! X9YN9;;W ���#�� ��� 	��� I1E$ ���!1C4J ���� 	�������� f ����� �� 	� ���	���� �	 ���	� ����
	������� ��� � 3������ f ��� �	 
���� ������� ��� ������� ����! �� ������ ����������
��� ��	����� ��� � ���� ��	� ��� ������� ��� ������ �	 	���������� ��� ������ 5+ � � �����
� ⊃ �¬�¬� K���! �� 	)��	 #L$ � ������ �	�� ��� X9YN9;;W ��� ������ �	 ����� 	��������!
&� 	��� ����� �	 ���
������ ��� ��� ⊃ � ∈ 5+ �+2#+"#$ �����	 ��� ���	� 	�	�������$
��	 �	�$ 	� �������� ������� ��� ���� �� ����$ ���#	��� ��� �������� �	 ������������ ���
	��� ���	� ������	 	�����	�	! *��$ �	 	)���	�	 5$ 2# �	� "# ���	� �)��� ���������$

� [� �� �V"� ��� ���� �V�� �������V���� \ ����	���� ���� ;043�2/ \ !� "�� �
���: $����: Λ �����
�!��V��"� "� �� �� �V"� ��� ��:��� !�� $����: ���: YR !�$7R]Z �Λ � ⇐⇒ � ∈ Λ7

� ^��� 
��"��������� ��� A
�������� � ���%�
� !�� �7 8$	� ����: � ;0</0==> �
���
�%� ��� ����:
�����P� "� $���� ��� ������$��� �� �����"�!� !����� ��� �7

�	 _���� �� �� ��A����� �� ��!�� � ^#�
���� �#� ���"� ��� ��
�`� � ;0</0==>7 ��#
	 ��� � ���%�
�
���: ��� ;0</0==> !�� ^#�
��� ��� ��
������ "��� !�� ��������
� ����$�`� ��� � ^#�
���� ��A� ������#!��7
^����
� 9� ��A� ���&�!�� !��� F8�$���� ��� ^#�
���H �� %
�!� ��� Fa� "b �c��� �d�6 �e�"�� �f�����H �O� 8�$
���� ��$7 F�!� ��� ��#
��# ��� �!��V# ��� �� ��#
��#H7 8��� "�
�� �� �
�%�� !��� ����: "�� �$	!!� #�
¬�� ⊃ ¬��� : �!��V��"� #� ��� ⊃ �� : $��# ��� �P�	"���� � ��� ⊃ �7



4 �� ��������	� �
���	� ���	�

	#�� ��#�� ��� ��� ��������� ��� �� ������� ���	� 	������$ ��� �� ����������� ���	� ��������$ ��
��� �� ������� 	�������� �����������! /���$ 	�	��	 ��	��� �	 	�����+���� �� �!��

F������ ������ �� ��� ��� ���+� ��� � ������ ���	� � ��� �	������� 6�m ��	 �	 �������+��
��� ���������� �	����	�� ��� 	���������	! *��� �� �� 6�m ��� �	 �	������� ��	 ������	
��#��	�	 �	 �������� ��� �� 	���! 3� 	������� �� ���� ������������� ���������� "����#���^
���� �	� ����	�������� �� ��� X9YN9;;W �	 	�����+ �� �! %�	 ��� 	�����)� ��� � �∈ ������
���	� 	�	�	����� ��	 �������	$ � ���� ��� ����	 ���	� ���� � ������ 	���! ,�	 �
���	 �������	
�	 �	�����	���� ���� ������� �	����	#�!

��� �������� �����

.�� �� 1=1@ ��� ������	� ��� ��������� � �������� ������� ������ �� ��	 ���	��	 ��� w!`!
c<Z9P I25J$ � �	� �	 �
�� ��� ���	���	� ��� 1=DC��$ �� ������
� ������� ����������	� ��
	�������� ����
�	$ �	 ����	 ��� ��	� ���� ���� �	�� ��	��������! �� ���	���	 ��� 1=4C ��	
��
	 �	� ���� f ��� 	�������	� K��� ��� ���#�	L ���� n! 789:;< I2CJ f 
��� �
	 ����� ����
������� ������H � ���	�������	 �� �������� ������ �	 �	�� ��	� �� ������	�
� ���
��!

3�� ���	�������	 	���$ ��	 �������	 ��	 ��� ����������� �����	 L� �� ��� �������
������� � �����	������ 
�	 �� ���� ������ ����� � �	� ��	 ������ ��
�� R ⊆ � × �
��� ��������� ��� �! 6�����$ ��	 	�������� � : Φ → P(� ) ��������� �� �� ������ �������
������ ���� ����	��	�� ���	�����! ' ���� F = 〈��R〉 �	����	� ������ ��	 ��� L�$ �	� �
M = 〈F� � 〉 ������� �	����
�� ��� ��� F! ' � ����������	� �� ����� ���� ������$ 
���
���� �	 	��������� 	�������� �� ���� �����$ 	���������	� ���� ���#	���� �	����� ���
����	��	��� ������� ��	 ���� ����	��	���� ����
�����! %�	 ��� ������� �������$ � ��
��	��
��� � �����	� 
��� ���� �� ���� ����� ������ � ����� �� 	�� �� ���� ����� ��� ����
��	� ��
	���� �
� ��� R ������ � �! 3����� ���� �	 ���#���� ��	 ������� ����� � ∈ � �	� ���� �

� ∈ � (��) ⇐⇒ M� � � �� ⇐⇒ (∀	 ∈ � )(�R	 ⇒ M� 	 � �) (∗)

' ��
	 	��� ��	� �	�	������$ ��	 �	� ��	� ��	 ���	�� �	 	���������� �����	�	 �������	�
�	� ��������	� ������ ������� � ���� ������� ��	������! /��� ��	 �	�������	$ � �������
������ "5 ��� �����	 L� 	���������� ��� ����
��� 	������ ����� ���� ������ ��� L� ���
���	� ������� �� ��	 �	 	�	��	����� ��	���	 K���! ��	 ��	���	$ �� ����� � ��
�� R ���	�
	�	��	�����L � � �� ��� 	���������� ��� ����
��� 	������ ����� ���� ������ ��� ���	� 
������
�� ��	 �	 	�	��	����� �	� ���	�	���� ��	���	 K���	� ���! ���� �	� �����	 � ���� �	 ��	���	
	���L! .)� �� �	 �������� ��� � ��	�)� ��� 	)���	���# �� ��	 �	������ ������$ ��� 	�	��� ��
�	 ���	� ������� ������ � ���� �	 ���������� ��	���	! m	�������	� ������ ���+� �� ���
�� = "5�# K��! ���������� 11L$ ��
����� ��� � �� ���	 ���� �	� ������ � ���� �	 ��	���	$

��O���#� "�� ��� �� 9�#
������ O$�
�%�
���� �� ����A����� �%�V ���� &��9� !��� �%�
"���� ���� ��
!�"��#9�� ��� � $����: ��+ � ���"������ ��7 8������V���� ���#� ���

�� = ���� = ���� = ���� = ���� = ���
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��8� !�"��#9�� ��� � $����: ���� ���$V9��� �� �T�T !��� �
��!�� Y]Z �#� h-MM�// ��� W�MMJ<7
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���� ������	�� ����� E

�� ����� � R ���	� ��
�� ������	��	�! .��� ���	���� ��� �	 ��	���	 	��� 	���������	� 	��
�����	 �����$ �	�
�	 	�� �	 ����	 	���������� �� �����	 ����� ������	��	�! .��� ��	 ���
��� ������ ������	��	�� �������������	� ��� �����������	 ��� �������#���� � ���� ORSaPN<8�
��� 	����� ��	 6������� � ����������! �	 �������	 ����
���� ������� ��� ���
�����
�
� ��� R �� 
�	 �� ����$ ��� �	 ���	 �	 �������	 ��� ������������� ���	)� ����!

.� ����� ���	 �	 	��������	 ��������������� 	�����
��	�	 ��	 ��� ���� ��� �	� ����	#
^
��� ����	!

������� ��
 ����

&	�� 	����$ �� 	)��	 9 	���������� ���� �������	 ��� ��
���	 ��
�����������	! /�	
��	���� �
�� ��� 
��� ��� �������	 	��� K� 	�����$ ��� �������	 <=$>?=�@"%%(>L 	��

(∀�� 	� 
 ∈ � )
(
�R	 & �R
 =⇒ (∃� ∈ � )(	R� & 
R�))

m	�������	� ���+� ��� ������ ���� = "5�9$ 	����������	� ��� � ������ 	��� ���	� ���� �	�
������ � ���� �	 789:;< ��	���	 ��� ���	� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� 	������ �	���������^
�	! .����������	� ������ I1B$ ���!5CJ ��� � ���� ���	� ���� �	� ������ �� � ���� �	 ��	���	 ���
���	� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� ��
������
�$ ���� �	����������	 ���	���� ��� ��	�����^
��� ��� �������	

(∀	� 
 ∈� )(∃� ∈ � )(	R� & 
R�)
6����	 ��
��� �	���� ��� �	 �����	�� ��	���	 �� 	��
� ��� ����� ��������� 	���������	� 	��
�������	$ �	 ����	 f �� 	������� �� �����	 �� ��^��	���� f ����������� ���	)� ����! *�	�
�
�� ��� ������������� ��� �������	$ ��	 �	�������	 ��� �� �1 ���
���� �� �2$ �������� ���
���� �� ������ ��� �1 ����
���	� �
� ��� R �� ����� ���� ������� ��� �2! 6�����$ ���
������ �����
�� �� �2 �	 ��
��� �� �1$ ��	 �	� �� 	���� ��� �������� ���� �� ������ ���
�1∪�2 �	 
����	� ����� ��� ����� �������$ �� 
��� �	 ������	�� ��	 
�	 �������� �	� ��� ��	
��� ��	#�������! 6�����$ ��	 ��	���	 	��� ������� 
�	 ���������
�� �������� ��� ����� ��	�
��
����� KOxYWS RSaPN<8�L$ �� ����� ��� ��
��� �	�
�	 ����$ ��� ��	 �	 �������	 ��
���� 	���!
m�� ��� ���	�	�������	�$ ���� ��������$ ��
��� 	������	� �� ������$ �� 	� ��
��� �	� ������
����$ ���� #����� ��� ������ �� ���� �
� ���� ���������� ���������! 6���
��$ � ������
���#� ���� ����^��	����� #	����	� ��� 3���	 1!1$ ���� �	 
����	 �
�� ������� ��� ��� ����
�� ������ ��� ���� ��������� ��
���� ����� ��� �����! ,� � ������� ��	� �� ������
��������!

(	 ��������� 	���� ��� �	����	#� �� ���� �������� �������� �� ��������$ �	��� �	�
�� �����
� �	�	�������� ��� ������������� ��� �������
� ����! F���
����� 
�	 ����^��	����
F = 〈��R〉$ ���� � R ���	� ��	 ����0��� ��� � K���! ��	 ������� ��
�� ��� � ��� ���	�
	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� �	�����������L!

6����
 �7�7�

9! 1��� �� �
�� � ⊆ � 8 �� � � �����.
�� �������� ��� F ��
(∀�� 	 ∈ �) �R	 �� (∀� ∈� \ �)(∃	 ∈ �)(¬�R	 � ¬	R�)8

99! ������ �������� ��� F 
��� �� ������ � = {	 ∈ � | (∀� ∈ � ) �R	}8
999! ,� �� � ������� ��� F 
��� ���������� ���
 � �0��� R �����.
�� 	��� 	��^��
��

��� � 8
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3���	 1!1H ' ������ ���#� ���� ����^��	�����!

���������� �7�7�

9! (∀� ∈ � )(∃ �������� �) � ∈ �

99! (∀ ������� ��� ′)(� �= � ′ ⇒ � ∩ � ′ = ∅)

999! (∀ ������� ��� ′)(∀� ∈ ���′ ∈ � ′)
(
�R�′ ⇒ (∀� ∈ �� �′ ∈ � ′) �R�′)

90! (∀ ������� ��� ′)(∀� ∈ ���′ ∈ � ′)
(
� �= � ′ & �R�′) ⇒ (∀� ∈ �� �′ ∈ � ′) ¬�′R�)

���������� �7�7 1��� � �� �
���� �������� ��� F8 ���


9! � �= ∅ �� ���
�
� �������� ��� F8

99! (∀� ∈ � ) � ⊆ R(�) ��

999! (∀	 ∈ �) � = R(	)

:���� �7�7� �� � 
��� �
���� �������� ��� F �� (∀� ∈ � \ �)(∃	 ∈ �) �R	

:���� �7�7� 1��� ��� � R 
��� �� ��� ����0��� ��� � 8 ���


(∃� ∈ � )(∀� ∈� )
(
�R� & (� �= � ⇒ ¬�R�))

��R(�) ����� �� !V��$� �$#� �#� Ri��"��#� ��� �7



���� ��������	� ������� ������ =

��� ���������� ������� ���� !

.� ����� �� ���	���� � �������	 789:;< ������ ��	 ��� ���������
� �������! /�� ������ �
����������� ���������� �����	 L� �	� 
�	 ����
�� M = 〈��R� � 〉 ��	 	����! .� ���������
��� � 	���������	� �������	� ���� ����� � K���� �	 ���	� �
�	�� ��� ������� �� ���� �� 	���$
���! ��� �	 �� ���� �� ����� ���� ������ ��� ���	� 	������ ����L$ �� ������ �	 ���	���� ���
	���� ��� � � ����
��	� �
� ��� R �� ��� ����� 	y > X9YN9;;W ���� ��	 ���+� ��
	 ��� 	���$
��� �
�� �� � z9NN9YU I=$ ���!54=J$ ������	�$ ��� �	�	����� � nNWSYW;<8 I52$ ���!1E1J$ ��� �
	���������	� 
��� ��� ��	�����	 �	 ������ �� ��� ������ ���� �������$ ����� ������� ��� �	
�������� �	 �������	�$ �	� �	 ���� 	��������q 	��� 	������ 	������� �������! ,� ���	 ����	
���! � ������ � ��� 	���������	 �	 ����
��	� �
� ��� R �� 
�	� ����� 	 	�� ���� �����
��� ���� �� � 	���������	� ������ ���� ���� � ��� �	� ���� 	$ ��	�� �� 	������� �������� �	
�������� �	 )������� ���	)� ���� 	����� ���� ��� �������! %�� 	���� �� ���� ������ ����
�	 �
�� ��� T 	 ���	� �
���������	 �� �� �����������	� 	�� ��� �! 3���+� ���	�$ ���#����
(∀�� 	 ∈ � )

�R	 
��⇐⇒
� 	 ���	� ����������� �� ��	#������������ 	�� ��� �


��⇐⇒

(∀�)(M� � � �� =⇒ (M� � � � ∧M� 	 � �)) (∗∗)
.����������	� ��� � ������� (∗∗) ���	� ����	��� �� ��� (∗) �� ��� 
����	 ���$ 	� 	�	��������
���������
�	 �����	 ���� �	 ���	� ����� ���� 	���������	 �� ���� �����$ ���� �������
���������� ����
�� �!�! �	 ������ � (∗∗) �	� #����� � (∗)! .� ����� 
�	 �	�������	!

/�� ��� � 	��������	� �������	� ���� .���	 �� ��� ������� ��	��� ���� ���������� ���
�	����	�� ���� 	#��� �� ��� ���� ��������� K���! 	�������	��� �� �� �� ���� �� ��	 ���
���� �����	�	LH ���� ����	�� �
��� �	���	 ���� .���	� ��� ����� ���� � K��	 ������	$ 	���
��	 �0L$ �	� ���� ����	�� �
��� �	���	 ���� �������	� ��� ����� ���� �! (������ ������
��� � 	���������	� ���� �� ��� 	�������� ��� �$ ��� 	����� ������� ��� �! �� ������ � �	
	��������	� 	�� �
������ �������$ 
�	� ��	 ���� �����	��� 	��������� �� � �	� �q �������	�
��	 �� ������ 0��� ��� ��������� ��	� 	�� 	��
� ��� ��� ����	��	�
� ���	����
�! %�	 ������	$
����� ���� 	����� ���� �
������ ������� 〈�� �〉$ 〈��¬�〉$ 〈¬�� �〉$ �	� 〈¬��¬�〉$ ���� �	 #	����	�
	�
�� ��� ������ ��! -�� ���	� 	�	�	����� �� ���� ���������� ����
�� �	 �������� ������
��	 ����� ���� ���	���� �����	�����! .���� ��� �	�������	 	���$ � �	���	� ���� .���	
���	� 	��)������ ������� 	�� ��� �	���	 ���� �������	��! > 	���������	�$ 	�����	 �� ��
�� ������ ���� .���	 ������� �� ��� �	���	$ ������ �	� 	�������� �������� 	�� ���� �������
��� � $ ��� �� ��������� ���	� ����������� �� ��	#������������ ���	)� ����! /���$ 	� ����

��� �	���	 ���� .���	$ �� ������ 〈¬�� �〉 �	� 〈¬��¬�〉 	���������	�$ 	��� � 	���������	� ���
���� �� �� ����� 	�� ���� ��� ������ �������	�$ 	#�� ��� ���� �� �� ����	���� ���� �������	$
��	 �� ��������� ��� ���	� ����������� �� ��	#������������ ���	)� ����! .�����	 �����	�	
������� �	� 	� ��� 
��� �	���	 ���� .���	! �� ���������� �	� ����
�� M�� ������$ 
��� ��
���#� ��� #	����	� ��� 3���	 1!2!

3�� �	�������	 	��� )������	�� ����
����	� ��� ����� ������� 〈�� �〉 �	� 〈��¬�〉 � 	�����^
����	� ���� �� �� � 	��� ��� ���� �� ���� �$ ���� ¬�$ ���! ��� ���� ������� �� ����� ��$
���$ �!��!$ �	��� �	� �� ¬�� �	� ¬�¬� ��! 6�� ����� ������� 〈¬�� �〉 �	� 〈¬��¬�〉 ����
�	��

��j!�� �A��� ����

:!��� ��6 ���� ���$�����"���� �� F%����"��� ��� ���$�V���H ��� ��"��# ��� 9�
"�
�V!�� �� "�� ��!��� �V��$� ��� ���$������ !����
� ������ �� ���� ��!!�
�� !�����!"�V� $��# ���
%����"���� ����V7
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〈�� �〉 〈��¬�〉
�1

〈¬�� �〉 〈¬��¬�〉

�2

R

3���	 1!2H �� ��^����
�� M��

��� � 	���������	� ���� �� �� ¬� �	� ������ �� �	 
��� �����	 ��	 ���� � �	� ¬�$ ���! �	
������� 	���������� ����� �� ��������
��! "	�	������� ���$ 	� � (∗) ��������� �� �� ���	����
M��� � � �� K��	 ���� ���� � �	� ����� �L$ ���� �� ����
�� M�� ��� �	�	������	��
��	������� �	� ��� (∗∗)! ,� 	��� �� �	�������	$ �� ��
��	��� ��� ��
	� ��� � �� ���	� �
	��� ���	 ���������� ������$ �	 ��	� ���	������
���! 6��	� 
�	 �	�	�� ��^����
�� K��!
"	����	#� 1!2L �� �������	 �	 �����	 �1 �	� �2!

.� 	�	���������� ��� ���	 ���#� �	 ���� �� ����
��$ 	� ����
�	�� ��� � ����� ���
	���������	 ������� �� �� �� ����	���� ��� ��	� ���� ���������#	� �	�	�����
��! .� ����
^
����� ������ ���$ ������ � 	���������	� �������	� ���� .���	$ ������ �� �	 ���� �� �� ����	����
����! *��� 	#��� �� ���� �������	$ 	� ���� ��� 
��� �	���	$ ��� �����#�����	� ������$ ���
��������
��! .� ��� 
���$ ��� ������ 	���� ������� �� �����	�
��� #����
� �	�	����#
�$
�� �������� 	�	#
����	� ��� ������� 	���$ �� 
��� � 	���������	� 
�	�� ��	 ��� �	���	 ����!
���� 	�	������ ���� ����� 〈�� �〉 � 	���������	� �	 ���� �� ��� ����� �� � 	��� �	� �� �
K	#�� �� 
�	�� �
� �� �������L$ 	��� ��� �� ¬�$ ���! �	 ������� �� ����� ��$ ���� � � �$ ��$
���� � � �$ �	� ¬�¬�! 6�� ���� ����� 〈��¬�〉 � 	���������	� 
��� �����	 ��	 ��� ���� ���� ���
�$ ��� �	� ��� ¬�$ 	#�� �� �������� ��� 	�	#
����	� �	����� ���� �������	! {�	 ��
��� �	
������� ���� 	������ �� ����� ����� �� �� ����
�� M��! .�����	 �����	�	 ��
��� �	 �������
�	� ����� ���������� ��� �������! ���� ������$ ��	 �	 ������ � (∗∗) ��
��� �� �	�������
���������� ����
�� M′

�� ��� 	���������	 �	 ���	� ��� #	����	� ��� 3���	 1!5!

%�	 �	 ����� ��$ �	� 
�	 ���������� ����
�� �� �� �������
�	 �������	 K��� ��� ���	�
���! ���������	L$ 	� ����
����� ��� ������ ���� ��� �	 ����	#����	��� ��	 ��� ������� ���
	���������	 ���� �� � �	� �$ 	��� ��� ������� ���� �� ���� �� ����	���� ���� �������	$ ��
	��� ���� ���� �������� ��� ���� 
��� �	���	 K�����	 ��� ������ ���� ��������L! *���
	#��� ���� .���	$ 	� ��������� ��� ��� ���� �� �� ����	���� ����! ���� �� ����
�� �	� �	
���� �� �� ������ ��� 3���	��� 1!B!

�� �¬�¬�� ��¬�¬�� � � � "�� ��� ��� ��"�!�� !����
�� ��� � ����$:��
�� �A�� ����#!� ��� ������� ��� �&7 � ��
��	9��� ��� �� �P�#"� � !�� ��$�� ��� O�
��
�%�� �7��7 j"#� �
�$� �� ������ ��

�`�"� ���:� ���
�������� "�
�� ��$��� �� �!AV�� !� ����� !�����
�"��� �
�����"� �#� ��	7
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〈�� �〉 〈��¬�〉
�1 �1

〈¬�� �〉 〈¬��¬�〉

�2 �2

R

3���	 1!5H �� �� ���������� ����
�� M′
��

�	 ��� ������	�	 ����
�	 ��� ���	� �� ��	 �	� ��� ���	� ����������! &� 	��� �����$ 	� ������
��	 �	�������	 � 	��� 	�� �� 〈�� �〉 ��� 〈��¬�〉 K��� M′

��L$ ������ 
����� 	�	������ �	 ������
M′

��� 〈�� �〉 � ��$ ��	 �	 ���	� 	����� � (∗∗) K���! � �	���� 	��� �� ����������� ����
��$
���� �� ��	#��������������	�L �	 
����� M′

��� 〈��¬�〉 � �$ �����	 �����! |�
����� ������ ���$
	� � �����#���	 ��� 
��� � 	���������	� ��� ���	� �	�	�����
�� ��������#	 	�����	 �����
�������$ ����� ������� ������ �	 ������$ ���� ������� �������� �	 ����)��� 	����������
��� ���� �� ���������� ����
��$ �� ����� ���� ��� �	 ���	� ��^����
��! �� ������ �	 ���	�
���y 3��� "	����	#� 1!1 �	�	��)	�� ��� ��� � ��	������� ������ ��� ������ ���	� � ����!
,��� ��� ���	��������	� 	��� �	� ���	����������$ 	���������	� ��� ������ (∗∗) ���� ��
��	#��������������	� �	� ��� ����	�������� 	���� �	 	�����
��	�	 �������	�G��������	� ���
����$ ��	 �	 ����� �	� ��� �	 ��	�����	� ���������� ����
�	 ���	� �	 ����^����
�	y

&	�� 	���� 	��#	���	�� ��� �	 ���������� ����
�	 �	 ���	� 789:;< K	L! ,��� ��	����������
��� ��
��� �	 ���	� 	�	��	����� K�L$ ��	 �	� � 	���������	� ��� ������ �	 ��	#���������� 
�	�
����� 	�� ��� �	��� ���$ 	#�� 	� �� 
�	��$ ��� (∗∗) �	 ������ �����$ ��� ����� �	 ����� �
� 	���������	� ���� ����� 	���$ 	��� ��� �	 ����� ����q �����	 �����! /����	$ 	� 	��

�	� ����� � ��� ���	� ��	#������������ 
�	� ����� 	$ �� 	�� 	���� 
�	� ������ 
$ ����$ 	� �
	���������	� ���� �� ������� ���� ��� �$ �	 
��� ������� 	����$ ��	 ��� (∗∗)$ �	 ���� ��
��� ���� ��� 	$ ����� �	� ���� ��� (∗∗)$ �	 ������ � ����� ��� 
! {�	 	�� (∗∗)$ � � ��
���
�
� ��� R ��� 
! .��� ���	���� ���$ ��� �� ����
�� ���	� ���	�	���� K�L!

�
���$ 	� ��������� ��� 	�� 
�	� ����� � ��� ���	� ��	#������������ ��� ����� ������
	 �	� 
 K��! 3���	 1!DL! (	 ����
����� ��� ��� ������� 	′ �!�! 	′ �= 	$ 	′ �= � �	� 	R	′$ ��
��� 
����	 ��� 	� ����� 	���$ ������ ���������$ ��� ���	�	�������	�$ �R	′$ �	 �
��	�� ���
	′ ��� �
�� ��� 	 K���! � 	 ���	� � �������	��� �	���	�����	� 	�� ��� ��L! >���� �	� ��	 ���

! .� ����
����� ������ ���	 f ���� ����� f ��� ��� ������� ������ � �!�! 	R� �	� 
R�! .�
������ �	� � 	��� 	R�$ ���� ��� ���	�	�������	�$ �	 ������ �	� � 	R
$ �	� ������ ���
	�	��	��������	� ������ 
R
$ ���� �	 ������ ������ � �� ��� ���	�	#�������� ���������$ �

q �����! .� ������ �	� � 	��� 
R�$ �	 �	�	���	�� ����� �� �����! /�� ������ ��� ���
�������� �� ��� 	��
� 	��
�$ �� ��� �� ���������
�� ����	 ��� ����
��� �	� ���	� 	������
��� ��� 3���	 1!D! .� ����
����� ������ ���	 ��� ����� ������� 	 �	� 
 ������� 	������
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〈�� �〉 〈��¬�〉
� �

〈¬�� �〉 〈¬��¬�〉

R

3���	 1!BH �� �� ���������� ����
�� M′′
��

�

	 


3���	 1!DH "��� 	�����)� ��� �������	� wba8Rb^}TPP<8!

�� ����� �����$ �� 	� ��������� ������� � �!�! �	 ������ �� ���� 	! *��$ �$�� ���� �� �
	���������	� ���	� 	���
�$ ��	 � � ������ ���� 	$ �� 
���$ �) ����
���$ 	������� �	� ���� 
!
>����$ ��� (∗∗)$ 	R
$ �����	 ��� ���	� �����$ ��� #����� ��������
��! {�	 �������
����� ��� ��� ������ ����� 	 �	� 
 �	��������! /�� ��� 	���� ���	� � �$ � ������ 	�������
���� 	 	��� ��� ���� 
! 6����� ����
�	�� ��� � 	 ���	� � �������	���� ������ ��	���	�����	�
	�� ��� �� �� ������$ ��� ���	��$ ��� �������� �� 	��
� 	R� �	� 	R
$ �	 ������ ���� 	 � �����
��! %�	 ���� ������ 	������ ������ �	 ������ ���� 
 � ����� �¬�! .� ����
)���� ������ ���	
�� ���)	� ��� ����
�� �	�! .���������	� ��� ������8# ��� ������ K��! "	����	#� 1!1L$ ��	
�	 ����� ��� � 	���������	� �������� �� 
�	� ����� ��� ������ ������� �����$ ��
��� �	 �������
R^�������� ��� ������$ ���� ������ � 	���������	� �	 ���� �� ��� ���� 	����! {�	$ �� ����
��� ������ 	����$ 	�� �� ��	 �������� � 	���������	� ��� ������ �� �$ �� 	�� ��� ���� ��������
��� ¬�$ �����	 ��� 
����	� �� 	������� �� ��� 	��� ��� �������� ����������! /���$ �� ����
�������� �	�	������� �� �����$ ��	$ 
����	� ����
��� ��� �R	 �	� �R
$ 	���������� ���
������� ������ � �!�! 	R� �	� 
R�! .��� ���	���� ��� ���� ���������� ����
�� ���	� 	������
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�	����������� K�L!

.�� �	 �����	 K	L 
� K�L$ �� 	�� �$�� �������� ��� �
��� ��� "	�	���#�� 1!2 ���������
�	� ���� �� ����
�	��	 ��� �	 ���������� ����
�	 ��� �������� �� ��� ��	�������� �	� ���	�
�	 ����^����
�	!

&�������	� 	���� ��� ���������� ���� 6�m �	� ��	 ����
�	 ����$ �	 ����	 �	 ��	�� ����
���� >����� 1!1!2 �	� ���������
�	 ��� ��� ������ = ���� + 8#! .#�� ��� ������ K�L
��� ������������ ���������	��� ��������������� � ������� 8#$ ��	 ���� ���� 	�	#�������
������� ��� ������ ���� �	� �	 ����
�	 ���$ �	� ��� ���� ������y ' ������� �	�	������
����  ��� �� )��	�	�� ��!

���������� �7 7� * ������ 
��� ������ ��� ����� L��8 ,��� �����
� ��� ���
 ������
��� ������
 � ���
�
� 
����
� ��	 ����
� � �0
� �� ��� � F = 〈��R�R�〉� ���� � �0���
R� ���
� 
����
� ���� ������� �
�
��� �8 A� 
��������� ������ ���	 ��� 
���
� �
�
����0
 ���� � ��� �
 ����� �0���8 B� ��� ����� 
�0�
 ��� ���� �	 �� �����������
����� L�� -����
 ��� �
�
��� � �0� �	 ������� ��� �	 �
�
��� ��������� �	� ��
�
������
 ���� �� �0��� ��� � �����
� ������	 �
��� ���	� �� �0��� �� �� ������������
���	8 ,��� �����
� ���8 ���� ����
 ����
 � 
�������
 � ��0�
� �
 ������� ����� � ����	
��� -����
 ��������� ��� ���� ¬�¬��� �� 
���0�
 ���� ��	 R � ��0�
 ���	 � �0�8
1���� �� � ������� �� �� �
������� �C ��� ����� ��� � ������ ��� � ����� ����
�������0� ������ ��	 ���������	 �����	� 
�� ���
���� ����+8# ��� ���� � � 
���
���� �������0� ������ ��	 �����������	 �����	 �� � �������� 20���	 
��
0�����	 �
�� � ��� ��������: ��� �� � 
��� �
�
���	 ��������� �	8 D������ �� ��� ������	
����.���� �	 ������ ���	 �� ���-��� � �� �����.���
 �� ��
���� ���	 �������0
	
�����
	 ���	8

�
���$ ���� ��	 �	�	������ ������� ��	 ������	�	 ��� ��#��	�	!

���������� �7 7� 1��� � �� �
���� �������� ��� ������������� M = 〈��R� � 〉8 ���

(∀� ∈ L�)(∀� ∈ � )(M� � � �� ⇐⇒ M� � � �� ⇐⇒ M� � � �)





����� �� 	����� � ��	 � ���� 
�� ��� !"����	 #����� $%�� ���� �"%�� ��& 
� ��
"�%�� � '�	( '�& ��	 �� �� �)��#���
�( � ����	%�	� �$����� ��� �����	�
�� #��
��� �%*�  ����*� ��� +	"���� ,%
��� �-���� �� ��*	�$%��	 
	�� �$*�"$�-��( '��
�� �#*� �
�"�( �� �#*� �.	���( � �#*� �)���( � �#*� ��"�"$�

���( ��� ����	 �$#
���& �������&( 
	� ����-�$�	�( 
	� �#*��� !$#,�� #�� �� 
	� ��
��� $�
��&
����
����( ��
��	���� �
��%��&( ��$*�$� ������	%�( ��$#�	�  ����	�#�	� ��%
 ����( �' �$	���$	%��& ��	 "�#��$�& 
� "�$#�	���

U��!!��� _$V��� F[� ��"�!�� ��� ���#����H 2
���������
 ��� ���������
 ���


*�� �������� ���� "	����	#� 1!1$ �� 6�m �����	���� �	 �������+��� ���� ��������
��� ��
���� ��� ���������� �	����	�� ���� ��
#���	 	���������	$ �	� ��� �	 �������������
�	��� �����
�	� ��� ���� �� � �������� 	����! %�	 �	 ���������#���� 	��� �� 
�	 ������
�
������
�� ��������� 	�� ��� }! nNWSYW;<8 � 
����	 �� ���
��� �
����� I5CJ$ �	 ����	
��	� ����������� ���	��	� ��	 �� �� ���������� ������� ������ I2B$ ���!225J! 3��#�	 �� ���
������ 	����$ �� �����
�� ��	 ������� �����	 L�$ ���� ����	 � �������� �������� �������#��
�����G���������$ ���� ��	���� ����	 � ⊆ L� 
��� ��� 	�������� ���������

(�;�) 12L� ⊆ � �	� � � ���	� ������� � ���� 01!

E�
	 �� ��������
	 2��� ����� L�:� ���	 �� ��
	 �� ������	 �����
�
	 ���
����
��F�
������
�� ��� ���������� ���
���� ����
�	F�
������
�	 ���!

(�;�) � ∈ � ⇒ �� ∈ �

,� �� � ���
� ���	 ����
�	F�
������
�	 ��� ���������� ���
 � ������ ������.�F
����
�� ��� �� 
����	 � ���
� ���	 ����
�	F�
������
�	 ���!
K�����	 ��� �	�	����� ��	� � O:TP9N90< 9YN8TP:<RN9TY�L

(�; ) � �∈ � ⇒ ¬�� ∈ �

,� �� � �
� ���
� ���	 ����
�	F�
������
�	 ��� ���������� ���
 � ������ ��
�
�����.�F����
�� ��� �� � ���
� ���	 ����
�	F�
������
�	 ���!
KOY<UWN90< 9YN8TP:<RN9TY�L

�� ���#	�
� ����
���	 ��� ������� 	���� ���	� ��� �������#�� �� ������ ����������
��� 	���������	 �� ���� ����� 	��
� ��������� ����������	�! .�� ��� ���� ���$ K	L ���
��	#�������� ���	)� ���� ������� �	� �����������$ �	� K�L ����
��� ��� � 	���������	� 
���
��	������� �������� ��� ������� ��� K�������	 (�; )L �����	 ��� 	�����+	�� �� �	�������	^
���� ����� ��� ����������� ��#��	��! �	 �����	 	��� ��� �	 ��� 	�������� �������	
�� ���#���� �#	����
� K��� ��	 �	�������	 ���� ������� ~��������L$ ��� 	�� �������
������� �	 ��	� ����������� �	 	�������������! /���$ ��� �	��� ��#��	�� �	 �	�����	�����
�� K������������� ��	��	����
� �� ��	����� ������L 
���������	 �� �������	 ����	
��� $ �� ������ �	 �������#��� �	 �����	 ������ �	� ���������� ���� 	���������	 K���
��� 
��� ����������� ������� ��� ������� ���L �	��� �	� �����	 ��� ����
���� ���� 	������
������! &	����� �	 �	�����	����� ��������� �� ����� 	���� �	��� �	� �����	�	 	���������^
	� ���� �� ������ ��� ������� ����!

1D
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��� "#���$�

"������
��� �	 ����� �	#�� � ����
����� �	�$ ��
��� �	 �������� ��� 
����� �	�� ��� 
�	
���������� ����
�� ��� 	��� �	����������� ���� "	����	#� 1!5$ ���� � ��
�� R ��	����
��
����������� �� ��	#������������� �������! > 	���������	� �������	� �� ������� ����� 	��
	�����$ ���� �	 )
��� 	�	�	����� ��� 	������$ �	� 	�	���� �� ��� �����#����� ��� 
���$
���� �� � �������� �������� ������$ ��� ��� 
��� ���+� ��	 �������� ������! 3����� �	�
���	�$ �����
��� 	���� ��� �����#������ ��� 	���������	$ �	 �������� ��	 ���� �������� ���	
�����	$ 
�	 �� ���� ������ ��� ������� ���� �������� 	���$ 
�	 �� �������� ��� ���� ��$ ��

�	 �� �������� ��� �������� � 	���������	�!

%�	 �	 ����� 	���	 ��� �	#
� �� �����	����� �	 �������$ 	� ��������� �	� ���� ��
���������� ����
�� ��� 3���	��� 1!B$ �� 	� ���������� �������� ��� 	������ ���
�$ ������
���� ����	 � 	���������	� ���� �� ��� ���� �������	 
��� �	���	$ 	#�� �� �����#�������
���� �������� K�������	� ��	 ��� ���������
� �	�	������� ��� ������� ��������� �L$ �	�
�������� ��� 	������ 
�	$ ������ ���� ����	 � 	���������	� ��� 
��� �	��	 �����#����� ����
��	 �� �� ����	���� ���� �������	$ ���� ���� .���	 K���������
� �	�	������� ��� ���������
�L! 3����� �	� ���	� �	 �������� ��� �����	 ������ 〈�0� �0��0〉$ ���� �0 ���	� �� ������
�� ���� ��� 	�������� ���� ���������C K���! ��� ������� ��� ������ �������� �L$
�	� �0 K�0L ���	� �� ������ �� ���� ��� ���� �� K��������L � 	���������	� �� 	���� ���
��������! ' �����	 〈�1� �1��1〉 	#��� ��	 	��������	 �����	 ���� ���������1 ���� �
	���������	� �������	� �� ������� ����� ��� ��������� �! .� ����������� ������ �����
�������� 	����� ��� ����������� � ��	��	����� ���� ��	���
� ������ ��� nNWSYW;<8!

/�� �	�� 	���� � = {0� � � � � �} �� ������ �� ��	#�������� ���������� ��� ������ �	
������� ��	 ��� 	���������	 K��� ����������� �	�������	 ���	�� � = {0� 1}L!

6����
 �7�7� 1��� ��� ����0���� � ��� � �� �0� � � � � �� ⊆ L� ���
�
�	 �
���
	� �8�8
(∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)

(<=�) 12L� ⊆ �� �� � �� 
��� ��
���� �	 ���	 018

(<�) � ∈ ⋂
�� � �� ⇒ �� ∈ ��

(>�) � �∈ �� ⇒ ¬�� ∈ ⋂
�� � ��

+�������� ���.���

�� =

⋂

�� �

�� �� �� =
⋃

�� �

��

���
� �� ���
�����
	 �����
	 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� ���
���� �� �
���
�� ��� ^����8

�� ������� 	��� �	�������	 ������� ��� �� ��������$ ��	���
� ������ ��� nNWSYW;<8 	����^
���� �������
�� �������� ��� ^�����!

���!�	���� �7�7� /�� � = {0}$ ��	 ������� ����	 �0 ⊆ L�$ �	� � 	��������� ��{(0�0)}^
���� 〈�0� �0��0〉{(0�0)} K��	 ��� �������
�� 	��� 	��^��
�� ��� �$ ��� {(0� 0)}L! ����$ 	�� ���
>����� 2!1!1$ ��	 ��� �0 ������ (∀� ∈ L�)

(<=�) 12L� ⊆ �0 �	� � �0 ���	� ������� � ���� 01

� &$7 U
�!"� �7�7��000�7
� O
�%��	� "�� 9�#
�� � ⊆ L� 9� $������ ������� ��� (∀� ∈ � )¬� �∈ � 7



���� �
����� 1E

(<�) � ∈ �0 ⇒ �� ∈ �0

(>�) � �∈ �0 ⇒ ¬�� ∈ �0

?����� ��$ �0 = �0 = �0! |�
����� ������ ���$ ���#�	 �� ��� ������ ��� nNWSYW;<8 ��	 ��
�����	 L�$ � �0 ���	� ��	 ��	���� ����	! �� ������� ��$ ��� �0 = �0$ ����	�� �� �� �� ��
��	#��������� ��� ������ 	�� ��� ��������� ���� ������ ��� nNWSYW;<8!

���!�	���� �7�7 /�� ���	 � 	��� 	��^��
�� � = {(0� 0)� (1� 1)� (1� 0)} ��� � = {0� 1}
�	� � 	��������� ��� ^���� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈�! ����$ � >������ 2!1!1 �	���� �� ��� �� �0 �	�
�1 ���	� �������� ������ ��� ��	�������� ���� ��� �	�	��� �������� (∀� ∈ L�)
(<=���) 12L� ⊆ �0� �1 �	� �� �0� �1 ���	� ������
� � ���� 01

(<�) � ∈ �0 ⇒ �� ∈ �0

(>�) � �∈ �0 ⇒ ¬�� ∈ �0 & ¬�� ∈ �1

(<�) � ∈ �0 & � ∈ �1 ⇒ �� ∈ �1

(>�) � �∈ �1 ⇒ ¬�� ∈ �1

6����
��$ �0 = �0$ �1 = �0 ∩ �1$ �0 = �0$ �	� �1 = �0 ∪ (�0 ∩ �1) = �0! �� ������� ���
�0 = �1 = �0 ��� ���	� �������$ 	��� ��������� 	�� ������� ��������� ��� ��
��� � $ ����
������ �	 	�	#������� �	�	��� K"	�	������ 2!2!11L!

' ������� �	�	������ �	�	�������� ��� �	 �������	�$ 	��� ��	 ��� ��������� (<�) �	� (>�)
���� ��� ^���
�$ �	 ��������������� ������	�	 �� �)��$ �� ������ �������
�� �	 #	�����	�
��� ����� ���� ��	�������� �	�� (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)

(?�) � ∈ �� ⇒ �� ∈ ��

,� � ���������	 �����.
� �� � ���� �
������� �� ���
 ��� ��	 � ����	 �� 
���
����	 ���� �
������� ���!

(>?�) � �∈ �� ⇒ ¬�� ∈ ��

,� � ���������	 �
� �����.
� �� � ���� �
������� �� ���
 � ����	 ¬�� 
���
����	 ���� �
������� ���!

���������� �7�7� 1��� ��� ����0��� � ��� � �� ���
�
�	 �
���
	 �� ⊆ L� (∀� ∈
�)8 +�������� 	 ���������
 ��′

� ����� ��	 �����
	 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �� ��0�
� ����
� �����
 ���� )����� 2!1!1 �0���	 ���������
� ��	 �������
	 (<�) �� (>�) �
 ��	 (?�)
�� (>?�)� �������0�	8 ���
� �� �����
	 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� � ���
���� ��� ����� ��

��� ��′

� �����8

��������� /�� ��� �� ������� 	�������� ��� ^����! &	�� 	����$ ��� ��� ������� ��
�� ��������� 	�
�� � (?�)! /�� ���	 ��� ��	 ���	�	 � ∈ � �	� � ������ ��� � �∈ ��! ����$
	�� ��� ������ �� ��$ �	 ������� � ∈ � �!�! �� � �	� � �∈ �� $ ��	$ 	�� (>�)$ ¬�� ∈ ��$ ���!
	������� � (>?�)!

� U $���� �� ��$�A9���� �� 
	��� ����� ����� %�������� #� 
�%��:� �������!� ��� �
�!"�V ��� k/>4<>=�27



1@ �� ��������	�� 	�� �������	�� �����

.�������#�$ ��
����� �	� ���� 	�
�� ��� ������ � (<�)$ ��� ��� ������� �� ��! /��
���	 ��� ��	 �����	 � ∈ � �	� � ������ � �∈ ��$ �� 	� ��������� ���	�� � ∈ � �!�! �� �! .�
����
����� �����
��$ ���� �����$ ��� � ∈ �� ! ����$ 	�� ��� ������ ��� ��$ � ∈ ⋂

��� ��$ �� 	��
�� ������ ��� �� �$ � ∈ ��$ �����	 ��� ���	� �����! /���$ � �∈ ��$ ���! 	�� (>?�)$ ¬�� ∈ ��!
6���
��$ ¬�� ∈ ⋂

�� � ��$ ��� ���	���� ��� 	������� � (>�)!

,��� ��� �	�	������ 	���$ �������� �	 ����	����	��� ��� ��������� (?�) �	� (>?�) ��	
����	������ ��� ^����!

.�	���� ������ )	�� ��	 �������	� ���� 	��� ��� �	����	� �	�	���#��$ �	�	������� ���
�� ������� ��� � 	���������	� ���� �� ��� ���� � �� �����	 �������� � ������ �	 ������	#��
�� ��� �������H ��������	� ��� � ∈ �� � �������������	� ��� ������� �	� �������$ ���#���	�
�� ∈ ��! .���������$ �������������	� ��� ������ ��� ���������� ���	������ ��� ������ ���
�	����������� ���� >����� 1!1!2$ �� ������� ��� � 	���������	� �������� ��� ������ � ����� �
�� �����	 �������� � ������ �	� ���� �	 ������	#�� �� ��� �������H ��������	� ��� � ∈ �� �
���#���	� ¬�¬�� ∈ ��!

' ������� �	�	������ ��	�������� ��� �	� ���� ��� ����������� �� ��� ��	#�������� ������
��	#�� ���	� ������	���$ �����	 ��� �����	��� 	��
��!

���������� �7�7� 1��� ��� ����� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈�8 ���
 (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)
9! � ∈ �� ⇐⇒ �� ∈ ��

99! � ∈ �� ⇐⇒ ¬�¬�� ∈ ��

��������� 9! ' ��	 �	�������� ���	� �������
��$ ��� ��� "	�	������� 2!1!B$ ��	 �	�
�������	� ��	 ��� �������	 (?�)! %�	 ��� 	�������#�$ 
�� � ∈ � �	� � �!�! � �∈ ��! ����$
	�� (>?�)$ ¬�� ∈ ��$ ���! 	�� �� ������ ��� � �� ���	� �������$ ¬¬�� �∈ ��$ ����
��$ ���
(<=�)$ �� �∈ ��!

99! (⇒) /�� � ∈ � �	� � �!�! � ∈ ��! ����$ �) ������� ��� ��$ �	 ������� � ∈ � �!�!
�� � �	� � ∈ ��! /���$ 	�� K9L$ �� ∈ ��$ �� 	�� �� ������ ��� � �� ���	� �������$ ¬�� �∈ ��$
�����$ ¬�� �∈ ⋂

�� � ��$ ���! �) ������� ��� ��$ ¬�� �∈ ��$ ��	 	�� (>?�)$ ¬�¬�� ∈ ��!
(⇐) /�� ���	 ��� � �∈ ��! ����$ �) ������� ��� ��$ ��	 ��	 �	 � ∈ � �!�! �� �$ � �∈ ��$

���$ 	�� (>?�)$ (∀� ∈ �)(�� � ⇒ ¬�� ∈ ��)$ ����
��$ ¬�� ∈ ⋂

�� � ��$ �� 
��� 	�� (<�)$

�¬�� ∈ ��$ �����$ 	�� �� ������ ��� � �� ���	� �������$ ¬�¬�� �∈ ��!

��� %��$�����

3� ��	 �	 ������	 ����	�	 ������� �����
�� �����	 ��� ^���� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈�! .���	
�� 	� ��� �
�	�� ������������ ��� ��
�� � K�	 ���	� ���! ��	 	��^��
��L$ � >������ 2!1!1 �	
	����	 � ���� ��� ������ ��� ��#	�� ���	� �� 	���� �	 ����
���� �� 	)��	 "!

:���� �7�7� (∀� ∈ �) " ∈ ��

��������� .� ¬�� ∈ �� � ¬�(� ⊃ �) ∈ ��$ ����$ ��� (<=�)$ " ∈ ��!
.� ¬�� �∈ �� �	� ¬�(� ⊃ �) �∈ ��$ ����$ 	�� (>?�)$ � ∈ �� �	� � ⊃ � ∈ ��$ 
���$ ��� ���
������� ��� ��$ � ∈ ⋂

�� � �� �	� � ⊃ � ∈ ⋂
�� � ��$ ����
��$ 	�� (<=�)$ � ∈ ⋂

�� � �� $ ��	$ 	��

(<�)$ �� ∈ ��$ �	� �
���$ 	�� (<=�)$ �	� ���� " ∈ ��!



���� ��������� 1=

���	$ ����
����	� ��� � � ���	� ��	 	��^��
��$ �	 ��	� ��������� 	��� 	������ � ���l��^
���� �	 �#���� �� ��� ������ �� �	� �� �� ��	�������
� ��������� ��	 ��� ������� �	� ���
�����������! �	 ������	 ��� ����	�	 ��� �����#����� ��� 	�� ��� 	�	��	��������	 ��� �
��������� ��� �� ����� ���
���
�� ��� �
�������� K� �������� G('HIJK!('H H=(%J%C L$ �� ��� �
������ 
��� ����	�!

:���� �7�7� (∀� ∈ �) �� ⊆ �� ∩��� ���8 ���� �����.
� � ���������	 
��� ����	 �� ��
����
�
�8

��������� /�� ��� � ∈ � �	� � ∈ ��! ����$ 	�� ��� ������ ��� �� 
�����$ � ∈ ⋂
�� � �� $ �� 	��

�� ������ ��� ������ �� �$ � ∈ ��! 6�������
��$ �	� ���� ��� ��� ��� �� �$ �� ⊆
⋃

�� � �� = ��$

��	$ � ∈ ��!

:���� �7�7 (∀� ∈ �) 5 ∈ ��

��������� .� ¬�� ∈ ��$ ����$ 	�� (<=�)$ 5 ∈ ��!
.� ¬�� �∈ ��$ ����$ 	�� >?�$ � ∈ ��$ ���! 	�� ��� ������ ��� ��$ � ∈ ⋂

�� � ��$ �� ������ � �

���	� 	�	��	�����$ �� �$ ����
��$ � ∈ ��$ 
���$ 	�� (<=�)$ �	� ���� 5 ∈ ��!

�	 ��� ����������	 ����	�	 ��	� 	������	 ��� 	�	��	��������	� ��� � ! ' ���	�	��������
��� ���������	� ��� �
������� ��	 �����	� KG&"%JHJL( J'H>"%&(?HJ"' ?"'?(>'J'M N'"OK(#M(C L ��
�� ���#� �������	� ����������	�!

:���� �7�7� (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)(� ∈ �� ⇒ �� ∈ ��)

��������� .� ����
����� ��� � ∈ ��$ ���! 	�� ��� ������ ��� ��$ ��� � ∈ ⋂
�� � ��! ����$

(∀� ∈ �)(�� � ⇒ � ∈ ��) (∗)

/�� ���	 � ∈ � �!�! ���$ �	� � ∈ � �!�! �� �! 6����� � � ���	� ���	�	����$ �� �$ 
���$ ���
(∗)$ � ∈ �	! 6���
��$ � ∈ ⋂

�� 	 �	$ ��� ���	����$ ��� (<�)$ �� ∈ ��! /���$ �� ∈ ⋂
��� ��$

���! �) ������� ��� ��$ �� ∈ ��!

�� ����	 	���$ �� �����	��� �� ��� ������ �����$ ���������	� 	�
�� �� ������� ����	$
�� ����� ����	����� �������#�� �� ���#� �������	� ����������	� �� 	)��	 �# ��� nNWSYW;<8
K��! "	����	#� 1!1L ���� �������� �����������!

:���� �7�7� (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)(� ∈ �� ⇒ �� ∈ ��)

.�� ��� 	�	��	��������	 ��� � ��������� ������ ��� �� ������ ��� >������ 2!1!1 ����
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��� �0$ ¬� �∈ �0$ �� 	�� (>�)$ ¬�¬� ∈ ⋂

��0 ��! /���$ 	�� m���	 2!2!=$ (∀� ∈ �)¬�¬� ∈ ��$
����� ���#	���$ ¬�¬� ∈ ⋂
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/�� ���	 ��� � ∈ ��! ����$ �) ������� ��� ��$ �	 ������� � ∈ � �!�! �� � �	� � ∈ ��$ �$ 	��
��� ������ ��� ��$ � ∈ ⋂

��� ��$ �� 	#��$ 	�� �� m���	 2!2!=$ ��0$ �	 ������ � ∈ �0!
.�������#�$ 	� ����
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���	� ��� �� ��������� (<=�)$ (<�)$ �	� (>�) ����������	� 	���������
��� (�;�)$ (�;�)$ �	� (�; ) ��� ������� �� ��	����� ������ ��	 ��� �0! ��  ��������
��������� ���� ��� K9L!
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��� ��$ (∀� ∈ �)(�� � ⇒ (� ∈ �� & � ⊃ � ∈ ��))$ �� 
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	�� ��� ������ ��� ��$ � ∈ ��!
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����
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"������#���	� �� ����	$ � ������� 	���� ����� �� ��M(�) �� ������ �� ���� ���
������� �� ����� ���� ������� ��� �$ �M(�) �� ������ �� ���� ��� ���� �� � 	��������^
�	� �	���� ��� �$ �	� �M(�) �� ������ �� ����$ ����� ������� �������� � 	���������	�
�	���� ��� �!

�� ����� ������	 ��� �	�	���#�� 	���� ��	������	� ��� ���� �������� ��� �� M ���	� 
�	
����^����
��$ ���� �$�� ������ ��	 �������� ���$ �� �$�� ���� �� � �������� � 	���������	� ��
	���$ �������#���	� ����	������ 	�� ��	 ��� ^����! 6����
��$ �$�� �������� � 	���������	�
���	� �� ���� �� ��	 �	 �������	 �	� �	��� ��	� �� �$�� ���� �� ��� ������ �������� K
�	
�	�������	 �	 �	�����	���� ���� ������� �	����	#�L! %�	 �	 ����������� ��� ����
	�����)� ��� �����	��� �	 ����	������ ��� 
����	 ��� �0���	 ��������$ �	��� �	� �������
�������� ���!
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 �7 7� 1��� R �� ����0��� ��� ������ � ��� �0
� �
�
������ �����	 �������
���� ���� � �0� � � � � �� ⊆ � 8 ���
� ��
�� ������� � ��	 R � �����.
�� ���
 ���
��	
�0��� ��� � = {0� � � � � �} �8�8 (∀�� � ∈ �)
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:���� �7 7 1��� R �� ����0��� ��� � 2�
 ������� � �0� � � � � �� ⊆ � : �� � ��
�0��� ������� ��	8 ���
� �
�����	 �� ���� � = {0� � � � � �}

9! (∀�� � ∈ �)
(
�� � ⇐⇒ (∀� ∈ ��)(∀	 ∈ ��) ��	

)

99! * � ���
�
� �� ��� ����0��� ��� �8

��������� 9! {����$ 	�� >����� 2!5!2 �	� "	�	������ 1!2!2K999L!

99! �� ������� ��� � � ���	� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� �	����������� ��������� �����	
	�� �� ������� ��� �R ���	� ��	 	��^��
��$ �������������	� ��� >����� 2!5!2! .���� ������ �	
	�����)���� ��� ���	� �	� 	���$ ���! ��� ���� �������� ��� ���	� ����������! .� ����
�����$
���� �����$ ��� ������� �������� ��� ����� 〈��� 〉 �� ����������	 	�� 
�	 �������	$ �� 	�
�	 ���������� �� �$ ���� #����� � �= �! .�� �� ������ ��� 	������ �� ��������$ 	�� ���
>����� 1!2!1K9L �	 ���	��$ �� � �	� �� �$ ��	$ ��� K9L$ (∀� ∈ ��)(∀	 ∈ ��) (�R	 & 	R�) (1)
*��$ 	�� ��� "	�	������ 1!2!2K99L K�� 	�� �� ������ ��� ���#	��� �� �= ∅L$ �	 ������ ������

 ∈ �� \ ��$ �� 
���$ ��� ��� >������ 1!2!1K9L$ �	 ������ ������ � ∈ �� �!�! ¬
R� � ¬�R
$
�����	 ��� 
����	� �� 	������� �� �� (1)! .�� �� ������ ��$ ��� �	 �������	 ���	� �) �������
�� ����$ �	 ���	� ���������	!

6��	��� ������ 
������ �	 ����������� ��� ����� �	� 	���
����	!

A	.���� �7 7� 1��� M = 〈��R� � 〉 �� ������������ �
 ������� � �� �
�� �����
�� ⊆ � 2���� � ∈ � = {0� � � � � �}:� �
��� ��� ������ �� �0 ��� 
��� �� �
���� ��������8
���
� ����0
� �0��� � ⊆ � × � �8�8 � 〈(��M(��))� (�M(��))� (�M(��))〉��∈� � 
��� ��
��� �����8 +����	 � ��0�
� �M(��) = �M(�0)8

��������� 3��#�	 �� ��� >����� 2!1!1 ��
��� (1) �	 	�����)���� ��� �� ������ ��M(��)
���	� ��������$ (2) �	 ������ ��	 	��� 	��^��
�� � ��� � �!�! (∀� ∈ �) �	 ������ (3)
�M(��) =

⋂
�� � ��$ �� ��������� (<=�)$ (<�)$ �	� (>�) ��	 �� ����	 ��M(��)$ (4) �M(��) =⋃

�� � �M(��)! ����$ 	�� ��	 	��� �	 �����+�� ��� � �� ��� ���� ���	� ��� ^����$ ����
��$
	�� ��� "	�	������ 2!2!11$ �	 ������ �	� ��� �M(��) = �M(�0)! ?��� ������!

(1) %�	 ������	$ 	� ���������� �� ���� ��M(��)! ����$ ���#	���$ �� �= ∅ K��	 �	�������	
� ∈ ��L �	��� �	�$ 	� � ∈ ��$ ���� ¬� �∈ ��$ ���! �� �� ���	� �����
�!

(2) .�� �� ������ ��� � R ���	� ��	 	��^��
�� �� �������	 �	 �0� � � � � ��$ 	� ������� �
��
�� � ��� � � �)�� (∀�� � ∈ �)

�� �

��⇐⇒ (∃� ∈ ��)(∃	 ∈ ��) ��	

����$ ��� ��� >������ 2!5!2$ � � �	 	������� ��
�� ������� ��� R$ �� 
���$ ��� ���
m���	��� 2!5!5K99L$ �	 ���	� ��	 	��� 	��^��
�� ��� �!

(3) m�� ��� >������ 2!5!1$ 	���� �	 ���)���� ��� (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)
(∀� ∈ ��) M� � � �� ⇐⇒ (∀� ∈ �)(�� � ⇒ (∀	 ∈ ��) M� 	 � �)

%�	 �� ����$ 	� ��������� ������ � ∈ � �!�! �� �$ �	� 
�	 ���	�� 	 ∈ ��! ����$ ������	� �	�
������ � ∈ ��$ 	�� �� m���	 2!5!5K9L$ �R	$ 
���$ �) ����
���$ M� 	 � �! %�	 �� 	�������#�$

�� ������ � ∈ ��$ �	��� �	� 
�	 	 ∈ � �!�! �R	! ����$ ������

⋃
�∈� �� = � $ �	 �������


�	 � ∈ � �!�! 	 ∈ ��$ ����
��$ �) ������� ��� � $ �� �$ ��	$ �) ����
���$ M� 	 � �$ �� 
���$
M� � � ��!
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(<=�) ' ����� ��� �������	� 	���� ���	� ���#	���$ ��	 �	� ���� �� ����� ��� ������� 12L�
���	� 
������ �� ���� ����
�� 789:;<$ �	� ������ � ����������	 ��� ����	� �� � ���� 01
��������� 	�
�� 	�� ��� ������ ��� 	�����	� ��� ����� � ⊃ � �� 
�	 ����
�� 789:;<!

(<�) .� ����
����� ��� � ∈ ⋂
�� � ��$ ���! ��� ��	 ���	�� � ∈ � �!�! �� �$ �	 ������

(∀� ∈ ��) M� � � �! /�� ���	 ���	�� 	 ∈ ��$ �	� ������ 
 ∈ � �!�! 	R
! ����$ ���
��� "	�	������� 1!2!2K9L$ �	 ������� 
�	 � ∈ � �!�! 
 ∈ ��$ �����$ �) ������� ��� � $ �� �$
����
��$ �) ����
���$ M� 
 � �$ �� 
���$ M� 	 � ��$ ���! �� ∈ ��!

(>�) /�� ��� � �∈ ��$ ���! ��� ������� ������ � ∈ �� �!�! M� � � ¬�! .� ���������
���	 ������ � ∈ � �!�! �� � �	� 	 ∈ ��! ����$ ��� ��� m���	��� 2!5!5K9L$ 	R�$ 
���$ 	�� ��
������ ��� M� � � ¬�$ �	 ������ M� 	 � ¬��$ ���! ¬�� ∈ �� $ ����� ¬�� ∈ ⋂

�� � ��!

(4) m�� ��� >������ 2!5!1$ 	���� �	 ���)���� ��� (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)
(∀� ∈ ��) M� � � ¬�¬�� ⇐⇒ (∃� ∈ �)(�� � & (∀	 ∈ ��) M� 	 � ��)

%�	 �� ����$ 	� ��������� ���	�� � ∈ ��! ����$ �) ����
���$ �	 ������� ������ 
 ∈ �
�!�! �R
 �	� M� 
 � ��! *��$ ��� ��� "	�	������� 1!2!2K9L$ �	 ������� ������ � ∈ �
�!�! 
 ∈ ��$ 
���$ �) ������� ��� � $ �� �! 6�������
��$ 	� ��������� ������ 	 ∈ ��! ����$
�� ��� >������ 1!2!1K9L$ 
R	! �
���$ 	� ��������� �� 
�	 � ∈ � �!�! 	R�! 6����� � R ���	�
���	�	����$ 
R�$ 
���$ 	#�� M� 
 � ��$ �	 ������ M� � � �$ ���! M� 	 � ��!

%�	 �� 	�������#�$ 
�� � ∈ �� �	� ���	�� 	 ∈ ��$ ���� � � ������� ��� �	� ����� � �������!
������ �� �$ 	�� �� m���	 2!5!5K9L$ �	 
����� �R	! *��$ �) ����
���$ M� 	 � ��$ ��	$
M� � � ¬�¬��!

"��� ����������� �� �� 	�������#� ��� ������������ �����	���$ �	 ����	 ��� ������
	��� �	 ����� ��� �� ��� ^���
� 
���� ���� ��	 	�� ��� ���������$ ��	 ��� ����	 	������
�	�	���������	�H ��� ��� ������ ������	 �� 	��
� � �������� ��� �����	�� KOY<UWN90< 9Y^
N8TP:<RN9TY�L! 3����� �	� ���	� ���! �	 �	�	���������� ��	 ��� ^���� ��� �	 ��	�
���
��	 ����	 ������ �� �!�! ��	 ������� ���� � �	 ������ � �∈ �� �	��� �	� ¬�� �∈ ��$ ���!
�	 ������� �������� � 	���������	� �	 �� ���� �� �� �$ 	��� ���� �	 ���� �� ��� ��� ��
���� ��! ,����� ���! �	 
��� �����	 ��� ������� ���!

%�	 ��� �	�	����� 	���� ��� 	����	�	�����	���$ �	 ����	������ ��� 	������� ����	��!
3� 	����$ �	 ��������� �����
��� ������� ������  0� � � � �  � ��� �	 ����
���� ����� ������
���� ��������� ������
��! (	 ��������� �����
�� ��� �������	� ��	 �������� �	� ����	��	���
������
�� ������$ �	��� �	� �����	 	��� 	��^��
�� � ��� � = {0� � � � � �}! 3��� ����	��
	���$ 	���������	� ����	����� �	 ���	�	 ��� ������������ �����	���$ �	 	��������� ���
���	� ���	��� �	 ������ ��	 ��� ^���� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �!�! �� �� ������� ��������� ��
������ �0� � � � � �� �	 ���	� 	������ �� ������  0� � � � �  � 	���������! ?��� �� ������
�����!

������ �7 7� 1���  0� � � � �  � ⊆ L �������	 
�
��
�
	� ���
�
�	� �� ��������	 ��
��
���	 �
���
	� �� � �� ��� ����0��� ��� � = {0� � � � � �}8 ���
� ����0
� ��� �����
〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �8�8 (∀� ∈ �) �� ∩ L =  �8

� ��#
��� ��� �V��� �� ��� �
��A��� �
����V� ��$�!��� ���� ���"����"� !��:9#� �	������ ������	���7

� l�� �
���	� �$�V9�
� 9�#
�� � ⊆ L 9� ���"������ �	��
��
��� ������� ��� � = 	
��(� ) ��� \ ���6
���$���� "� � �� ��	9��� !��� ��!�"��#!� � !�� �:""� �7�7�R �$$� �	
� ��� ��� 
���!���: �
��#!� \
	
��(� ) = {� ∈ L | � ��� �} ��� %�!��� �� !V"&�$� ��� ���%�
���� !� ����: �����P� ��� O
���!����V
����!"�V7
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��������� /�� �� ����
�� M = 〈��R� � 〉$ ����
• � =

⋃
�∈� ��$ ���� (∀� ∈ �)

�� = {(�� �) ∈ � × (Φ �→ {!�Ψ}) | (∀� ∈  �) �(�) = !}

• R =
⋃

�� � �� × ��

• � (�) =
⋃

�∈�{(�� �) ∈ �� | �(�) = !} (� ∈ Φ)

-��! ��� ����
�� 	���$ ���� �� 	��������	� 	�� ���� ��� ����	��	�
� 	���������� K����
������ 
��� ����	������ � ������� �L$ �� ������ ��	�������� �� ����	  �! &	�� 	����$ ��	�������^
���	� ������ � ∈ �$ ��
��� �	 �	�	��������� ��� �� �(�) ��	 ���� � ∈  � 
��� ����	$ ��	 �	�
 � ⊆ L$ ���	� ���! �������� �������� ����	$ �	� � � ���	� � ��
��	�� ��� � ����� ������ ��� L!
6�����$ ��
��� �	 �	�	��������� ��� �� �= ∅$ 	#�� �  � ���	� �������$ �	� ��	 ��	����������$
��� ��� (����	��� "�������	� ��� "���	��	��� m�������!

A������������	� ���� �������� �� ���������$ ���� ��� ����	��	��� 	��������� �$ ���
�	� ��� �������� � $ ������ �	 	��������� �� ��	 �������
�� ��	��� ����� ������ ��� L$ ���
(∀(�� �) ∈ � )(∀� ∈ L)

M� (�� �) � � ⇐⇒ �(�) = ! (∗)

/�� ���	 ������ � ∈  �! ����$ �) ������� ��� ��$ (∀(�� �) ∈ ��) �(�) = !$ 
���$ 	��
(∗)$ ������ � ∈ L$ �	 ������ (∀(�� �) ∈ ��) M� (�� �) � �$ �����$ � ∈ ��M(��)$ �	� #�����$
� ∈ ��M(��) ∩ L!

.�������#�$ 
�� � ∈ ��M(��) ∩ L! ����$ (∀(�� �) ∈ ��) M� (�� �) � �$ ����
��$ ���
(∗)$ ������ � ∈ L$ �	 ������ (∀(�� �) ∈ ��) �(�) = !$ 
���$ �) ������� ��� ��$  � � �$ ��	$
	�� �� (�����	 "�������	� ��� "���	��	��� m�������$  � �	
 �$ �� 	#�� � ����	  � ���	�
����	��	��� �������$ � ∈  �!

.���������� ���! ��� ��M(��) ∩ L =  �! /���$ �	 �������	��$ 	� 	��������	�� �����
��
��� � 〈(��M(��))� (�M(��))� (�M(��))〉��∈� ���	� ��	 ��� ^����! *��$ ��� ��� �	�	������
��� R$ �	� ������ � � ���	� ��	 	��^��
�� ��� �$ ���	� ����� ��� �	� � R ���	� ��	 	��^
��
�� ��� � ! 6���
��$ 
��� ����	 � 	�	#��� �� ��	 ��
�� ������� ��� R! (	 ���)����
��� ��	 �
���	 ��
�� ������� ���	� � � ! &	�� 	����$ �������	� ���� ��	 ��	 ������ ��
��
��� �! 6�������
��$ 	� ��������� ���	�	 �� � ∈ � �!�! �� �! ����$ �) ������� ��� R$
(∀(�� �) ∈ ��)(∀(�� ") ∈ ��) (�� �)R(�� ")$ �� 	�� �� ������ ��� ��� �� �= ∅$ �	 �������� (�� �) ∈ ��

�	� (�� ") ∈ �� �!�! (�� �)R(�� ")! .�������#�$ 
�� ��� �������� (�� �) ∈ �� �	� (�� ") ∈ ��

�!�! (�� �)R(�� ")! ����$ �) ������� ��� R$ ��
��� �	 �������� �′� �′ ∈ � �	� ��′ � ��′ �!�! �
′��′

�	� (�� �) ∈ ��′ �	� (�� ") ∈ ��′ ! *�� ����$ �) ������� �� ��$ �	 ������ �′ = � �	� �′ = �$
����
��$ �� �! 6����
��$ �� ��� �	�	������ ��� R$ �� ������ � � ���	� 	���$ ��	 �	 �� K��
� ∈ �L ���	� �������	 ��� ����� 〈��R〉! "	�	������^������ ��	 �	 ��	#	��� 	��� ���	� ��� �	
�� ���	� )
�	 ���	)� ����$ 	#�� ����	����� �� � ���	� � )
�� 
��� �� 	��������� ������
	���������! /���$ 	�� ��	 	���$ �	� ��� ��� >������ 2!5!2$ � � 	������� ��
�� �������
��� R K�� �������	 �	 �0� � � � � ��L!

���	$ � 	�����)� �	� ������ �	 ���������� 	������ �� �	 ���	�	 ������� ��� (����	^
��� 2!5!B$ �	�	�������	� ���� �� ���	 K2L K	#�� � � 
��� ��� �������$ ���	� 	��� 	��^��
��$
�	� 	������� ��
�� ������� ��� RL$ �	��� �	� ��� �������� ���� "	�	������ 2!2!11! .����$
���� ��#	�� ��	� ����
�� M ��	 ���	�	 	���$ ���� �	����	 	�����)� �������� ������ ���
����	�� ���� 	���! 3�����	������ ������ �� �
��� ��� � 〈(��M(��))� (�M(��))� (�M(��))〉��∈�
���	� ��	 ��� ^����!
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3����� ���� ������ �� �� 	������� 	���
����	 ���� ������	� ��� �����	��!

������ �7 7& U���0
� ��� ����� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �8�8 ����� �
��� ��	 �� �
� �����
���
� ��� ������� ��	 �
�������	 ��	 �����	� ��� ��� � �������	 ��
�������	� ���8 ����0
�
����	 � �8�8 � �∈ �� ���	 �� ¬�� �∈ ��8

��������� .� ��������� �	� ���� ��� 	��� 	��^��
�� � ��� "	�	�����	��� 2!1!5! 6����
��$

�� �� ������  0 = ��	
({�0}) �	�  1 = ��	
(∅)! 6��	� ������ �	 ��� �	���� ���
 0 = ��	
( 0) �	�  1 = ��	
( 1)$ ���! ��� �������	� ��	 ����	��	��� ������
� ������
K	��� 
��� ����	 	#�� �� ������  0 �	�  1 f � ����	 ���	�$ �	�����������$ �� ������ ���
�� �	��������� f ���	� �������� ���������L! "��#	���$ �	� �� ��� ���	� ��	�����������$ ��	$
	�� �� (�����	 >������	� ��� "���	��	��� m�������$ �	 ���	� �	� ��������! /���$ 	�� ���
"���	�� 2!5!D$ ��������� ��� ������� ��� ^���� 〈(�0� �1)� (�0� �1)� (�0��1)〉� �!�! �0∩L =  0
�	� �1 ∩ L =  1! /���$ �0 ∈ �0 �	� �0 �∈ �1 K����� 	�����$ 	� �0 ∈ �1$ �	 ����� �	� �0 ∈  1$
���! � �0 �	 ��	� �	�������	$ �����	 �����L! ���� ���$ ������ �0 �∈ �1$ �) ������� ���
�1 = �1 ∩ �0$ 
����� �0 �∈ �1! .��� �0 ∈ �0$ �����$ ��� (<�)$ ��0 ∈ �0$ �� 	�� �� ������
��� � �0 ���	� ������� K	#�� ���)	�� ��� � �	�	��� ���� ���	� ��	 ��� ^����L$ �	 ������
¬��0 �∈ �0$ ��	$ ¬��0 �∈ �1! {�	$ 	���������� �� ������	 ��	 �� ����	 �1 �	� ��� ���� �0!

����������	� ��� �	����	 �	����	#�$ �	 	��������� �� 	�������#� ��� (����	��� 2!5!B$
���! ��� ��	 ����
�� ��� ^����$ ������� ���������� ����^����
��$ ��� �����$ �$�� ���� ��
� �������� � 	���������	� �������#��	� 	�� �� ������	 ��� ^����$ �� �����
��$ �$�� ��������
�������$ �������#��	� 	�� ��	 ����	 ������ ��� ��� ^�����! �� ����
��$ �� ����� �	
	�	 ��������$ �	 ���	� ��	 �	�	����� �	�����	 �� �	 ����� �	��������� ����
�	 ��	� �����^
��� ������� K��! ��	 �	�������	 I5$ §B!2JL$ �	� �	 �	������ ���� �	������ ������� ������ ����$
��� ����	 �	� �	 ���������� ��	 ������	 Λ! p������� �� ��� ������ ��� ����
��� 	����!

6����
 �7 7) 1��� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �� ��� �����8 &	��������� ����
�� ��	 �� ����
��� 
��� �� ������� T>J&N( M = 〈� �R� � 〉� �� �� ����� ��0�
�

9! �  =
⋃

�∈�� 
� � ���� (∀� ∈ �) � 

� = {(���) ∈ � × P(L�) | � : #���Λ} �

99!
(∀(���)� (�� �) ∈ � 

)(
(���)R(�� �) ⇐⇒
(�� � & (∀� ∈ L�)(�� ∈ � ⇒ � ∈ �))

)

999! (∀� ∈ Φ)(� (�) = {(���) ∈ �  | � ∈ �})

���	$ �	 �	�����	����� �����	 ����	�	$ �	 ����	 �	 	���������� ������	 ��� ��������
�	� ������	! %�	 �	 ��� ����	 ��� �	 ������ 	�����)���$ ��	 �	� 	�������� ���#	���� �	�	��	^
�
� ������ ������� K��! ��	 �	�������	 ID$ ���!D5J �	� I5$ ���!1=EJ 	���������L$ �	� �	
����	 ������� �	 	���������� ��	 ����	������ ������� ������$ ���! ��� ������� ������ ��	 ���
�	������ ������� ������ Λ = ����!

:���� �7 7- 1��� $ �� �Λ��
���� � �� #$�Λ��
���� �� ��� ����� ��	 L�8 ���

9! * � 
��� ��
���� �	 ���	 018

� B!�# Λ "�� �������: �
���: $����: ��� � "�� �Λi9�#
�� �&$7 m�!�"��#!� n !�� �:""� �7�7�R�7 [��� 
� 9�#
�� � 9� $������ ��������� �� �� Λ �!�"&7 ��Λ� ��� (∀
 ∈ N)(∀�0� � � � � �� ∈ � ) � �Λ �0 ∧ � � � ∧ �� ⊃ ⊥ 
��	 "�� 9�#
�� � 9� $������ ���������� ��������� �� �� Λ �!�"&7 ���Λ� ��� � � ����� "�� ��Λi9�#
�� ��� ���
��9�  �� ��� ��:��� !�� � � � ∪ {} ��� ����� ��Λi9�#
��7



���� ��
�	��
����� 2E

99! � ∈ � ⇐⇒ ¬� �∈ �8

999! $ �Λ � ⇐⇒ (∀� : #$�Λ) � ∈ �

90! � ∧ � ∈ � ⇐⇒ (� ∈ � �� � ∈ �)

:���� �7 7* BC�>DE>FGHIJ1��� $ �� �Λ��
��� �� � �� $�Λ��
���8 ���
� � ����0
�
�� #$�Λ��
��� � �8�8 � ⊆ �8

(��	�/�� �7 7�@ B�C �0�	� 	 ����������
 ��� �� �  
��� � ���� ����� ���� ���
#���Λ��
����� �
 �
���
	 ��� �8 +�������� ���� ��� ;�����	 2!2!15K99L� ���
 �� 2�
 � ∈ �:

��� �� �Λ��
���� ����� �0
� ���� � � 
�����
 �
 #���Λ��
���
	8 +����	� 
�
��� �
�� 
��� �Λ� 
� �������� �� �Λ ⊥� ����� {�} 
��� �� ���Λ��
���� ����
� �C �� ;��� ���
VJ'#('PI$! K2!5!=L� � ����0
� �� #���Λ��
��� 2��� � �
���0
� ��� ���� �:� 
������	�
� 

� �= ∅ 2�
 � ∈ �:8

:���� �7 7�� B5KH;L CEIIGJ (∀� ∈ L�)(∀(���) ∈� )(M� (���) � � ⇐⇒ � ∈ �)

��������� ,� ��	��� ���� ������������	 ��� �! ' ��	����� ���� ��������� 	�
�� 	��
��� >����� 2!5!EK999L! �� ����� �
��� ��� ��	������ ���	���$ ��� 	#��� ���� ��������
��� ����� � ⊃ �$ ��������� �������
�� 	�� ��� ��	����� �������$ �������������	� �	 K9L$
K99L$ �	� K90L ��� m���	��� 2!5!@! .� ���������� ������ ��� ������� �
��� ��� ��	������
���	���$ ���� �������� ��� ����� ��!

M� (���) � �� 	�� (∀(�� �) ∈ � )((���)R(�� �) ⇒ M� (�� �) � �) 	�� K	�� 6�	�!F���!L
(∀(�� �) ∈ � )((���)R(�� �) ⇒ � ∈ �)! .���� ������ �	 ���)���� ��� 	��� ���	� ������	�� ��
�� ��� �� ∈ �!

K⇒L (	 ���)���� �� 	�������	������#�! /�� ������ ��� �� �∈ �! .� �	�	��������� �	��
	����$ ����� �	 �	� ����	����$ ��� � � ���	� ��	 #���Λ^����	$ 	#�� (���) ∈ � ! .� ��������
������ ���	 ��� ������ � = {� ∈ L� | �� ∈ �} WY[ � = {¬�} ∪ �$ �� 	� ����
�����$ ����
�����$ ��� � � ��� ���	� ���Λ$ ���! ��� �������� �1� � � � � �� ∈ � �!�! �� �Λ �1 ∧ � � � ∧ �� ⊃ ⊥!

• .� � = 1 �	� �1 = ¬�$ ���! �� �Λ �$ ����$ 	�� ��� �	���	 34$ �� �Λ ��$ �� 
���$ 	�� ��
������ ��� � � ���	� ��	 #���Λ^����	$ ��� ��� m���	��� 2!5!@K999L$ �� ∈ �$ �����	
��� ���	� �����!

• .� �1� � � � � �� ∈ �$ ����$ 	#�� ���#	��� ⊥ ⊃ � ∈ 12$ �	 
����� �� �Λ �1∧ � � �∧�� ⊃ %!
.� � � 1 �	� �1� � � � � ��−1 ∈ � �	� �� = ¬�$ ���� �� �Λ �1 ∧ � � � ∧ ��−1 ⊃ %!
-��! �	� ���� ��� �����������$ �	 �����	� �1� � � � � �� ∈ � �� � ≥ 1 �!�! �� �Λ �1 ∧ � � � ∧
�� ⊃ �! /���$ 	�� ��� �	���	 34 �	� �� 	)��	 " K�
� ��	� �������
��� ��	����L$
�	 ���
����� ��� �� �Λ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ ��$ �����$ 	�� �� m���	 2!5!@K999L K	#�� � �

���	� ��	 #���Λ^����	L$ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ �� ∈ �! *��$ ������ �1� � � � � �� ∈ �$ �)
������� ��� �$ ��1� � � � ���� ∈ �$ �� 
���$ 	�� �� m���	 2!5!@K90L �	� K9L$ �� ∈ �$ �����	
��� ���	� ���� �����!

{�	$ � � ���	� ���Λ^����	$ �� 	�� �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ K2!5!=L$ �	 ������� ��	 #���Λ^
����	 � �!�! � ⊆ �$ �� 
���$ ¬� ∈ �$ �����	 ��� ���	����$ 	�� �� m���	 2!5!@K99L$ ��� � �∈ �!
6�������
��$ ��	 ��� ���	�� ���� �$ 	� �� ∈ �$ ����$ �) ������� ��� �$ � ∈ �$ �� 
���$ � ∈ �$
��	$ � ∈ �! &� 	�� �� ������ ��$ ��� � � ���	� 	�	��	�����$ �� �$ �����$ 	�� ��� >����� 2!5!EK99L$
(���)R(�� �)! -��! ����	�� 
�	 (�� �) ∈ � $ ��	 �� ����� ������ (���)R(�� �) �	� � �∈ �!



2@ �� ��������	�� 	�� �������	�� �����

K⇐L /�� ��� �� ∈ �$ �� 	� ��������� 
�	 (�� �) ∈ �  �!�! (���)R(�� �)! ����$ �� ���
>������ 2!5!EK99L$ �	 ������ � ∈ �!

:���� �7 7�� 1��� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �� ��� ������ ��M
 �� ���������� ��	 �������8

���
 (∀� ∈ �)(∀� ∈ L�)
�� �Λ � ⇐⇒ (∀(���) ∈ � 

� ) M
� (���) � ��

��������� %�	 �� ����$ 
�� ��� �� �Λ �! ����$ 	�� ��� �	���	 34$ �	 �����+�� ���
�� �Λ ��$ 
���$ ��� ��� m���	��� 2!5!@K999L$ (∀� : #���Λ) �� ∈ �$ �����$ 	�� �� m���	 2!5!11$
(∀(���) ∈� 

� ) M
� (���) � ��!

%�	 �� 	�������#�$ 
�� ��� �� �Λ �$ �� 	� ����
�����$ ���� �����$ ��� � {¬��} ���
��	� ���Λ^����	! ����$ �� �Λ ��$ �� 
���$ 	#�� 5 ∈ Λ$ �� �Λ �$ �����	 ��� ���	� �����!
6���
��$ � {¬��} ���	� ���Λ^����	$ �����$ 	�� �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ K2!5!=L$ �	 �������
��	 #���Λ^����	 � K���! 
�	  ����� (���) ∈ � 

� L �!�! ¬�� ∈ �$ �� 
���$ 	�� �� m���	 2!5!11$
�	 �����+�� ��� M� (���) � ��!

���	 ���	��� 
������ �	 	�����)���� �� 	������� ������	 	���������	� ��	 ������ ^���
�$
�� 	�������#� ��� (����	��� 2!5!B!

A	.���� �7 7� 1��� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈� �� ��� �����8 ���
� � ����0
� �� �����
������� M = 〈��R� � 〉 �� �� ⊆� �8�8 (∀� ∈ �)

�� = �M(��) �� = �M(��) = �0

��������� /�� �� �	��������� ����
�� M ��	 ��� ��� ^���� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈�$ �� 	�
�
����� �� =
�� �


� ! &	�� 	����$ �	 �������������� ��� �� M ���	� 
�	 ����^����
��!

%�	 ��� 	�	��	��������	$ 	� ��������� ������ � ∈ �$ 
�	 ���	�� (���) ∈ � 
� $ �	��� �	�

������ � ∈ L� �!�! �� ∈ �! ����$ ������ �� �Λ 5$ �� 	#�� � � ���	� ��	 #���Λ^����	$ 	�� ��
m���	 2!5!@K999L$ 
���	� ��� 5 ∈ �$ �� 
���$ ��� ��� m���	��� 2!5!@K9L$ � ∈ �! 6����
��$ 	#��
� � ���	� 	�	��	�����$ �� �$ ��	$ �� ��� >������ 2!5!EK99L$ (���)R(���)!

%�	 �� ���	�	�������	$ 
�� �����	 (���) ∈ � 
� $ (�� �) ∈ � 

� $ �	� (�� �) ∈ � 
� �!�!

(���)R(�� �) �	� (�� �)R(���)! 6����
��$ 	� ��������� 
�	 � ∈ L� �!�! �� ∈ �! ����$
������ �� �Λ �$ �� 	#�� � � ���	� ��	 #���Λ^����	$ 	�� �� m���	 2!5!@K999L$ ��������� ���
� ∈ �$ �����$ ��� ��� m���	��� 2!5!@K9L$ ��� ∈ �$ ����
��$ 	#�� (���)R(�� �)$ �� ∈ �$
�� ������ (�� �)R(���)$ � ∈ �! 6�������
��$ 	�� �� ������ ��� � � ���	� ���	�	����$ �	�
	#�� ������ �� � K������ (���)R(�� �)L �	� ��� K������ (�� �)R(���)L$ �	 
����� ���! /���	�
������$ 	�� ��� >����� 2!5!EK99L$ ��� (���)R(���)!

%�	 ��� �	�������������	$ �	 	�����)���� 	������ ���

(∀� ∈ �)(∀(���) ∈ � 
� )(∀(0��) ∈ � 

0 ) (���)R(0��) (∗)

/�� ���	�� � ∈ L� �!�! �� ∈ �! .� ����
�����$ ���� �����$ ��� ¬�� ∈ ��! ����$
�� �Λ ¬��$ 
���$ 	#�� � � ���	� ��	 #���Λ^����	$ 	�� �� m���	 2!5!@K999L$ �	 ���
����� ���
¬�� ∈ �$ ���! � � �	 ��	� 	�������$ �����$ ��� �	 ��	� ���Λ$ �����	 �����! {�	$ ¬�� �∈ ��$
���! �) ������� ��� ��$ �	 ������� 
�	 � ∈ � �!�! ��� �	� ¬�� �∈ ��! *�� ����$ 	��
"	�	������ 2!1!B �	� �������	 (>?�)$ � ∈ ��! 6����
��$ 	���� m���	 2!2!=$ 
����� ��� ��0$ ��

���$ ��� ��� m���	��� 2!2!E$ �� ⊆ �0$ ��	$ � ∈ �0$ �����$ �0 �Λ �$ �� 	���� ������ ��� � �



���� ��� ��
������ 2=

���	� ��	 #�0�Λ^����	$ 	�� �� m���	 2!5!@K999L$ � ∈ �! .���������� ���! ���$ 	� �� ∈ �$ ����
� ∈ �! 6�������
�� ���$ �	� ���� 	�� �� m���	 2!2!=$ ��0$ ��	$ �� ��� >������ 2!5!EK99L$
��������� ��� (���)R(0��)! 6���
��$ 	���������� � (∗)!

/�� ���	 �����	 ���	�	 (���) ∈ � 
� �	� (�� �) ∈� 

� ! *��$ ��� ��� "	�	������� 2!5!1C$
�	 ������� (0� �) ∈ � 

0 $ �	� �	 ������$ 	�� (∗)$ (���)R(0� �) �	� (�� �)R(0��)$ �����	 ���
���	���� ��� �� M ���	� �	�����������!

.� 
������ ���	 ���� ������ ��� ������ �M�! .�� �� m���	 2!2!15K9L$ ��������� ���
� ∈ �� 	�� �� �Λ �! 6����
��$ �� �Λ � 	�� K	�� �� m���	 2!5!12L (∀(���) ∈ ��) M

� (���) � ��
	�� K	�� ��� >����� 2!5!1L � ∈ �M�(��)! /��� (∀� ∈ �)

�� = �M�(��) (∗∗)

�
���$ 	� ������������� ���� ������ ���������� �M�! m�� ��� "	�	������� 2!2!11K9L$
������ ��	 ��	 �	 � ∈ �$ �� = �0! {�	$ 	���� �	 	�����)���� ��� (∀� ∈ �) �Mc(��) = �0!

/�� ������ �����	 � ∈ � �	� � ∈ �M�(��)! ����$ ��	 �� ���	�� (���) ∈ � 
� = ��

�	 ������$ M� (���) � ¬�¬��$ ���! �	 ������� ������ (�� �) ∈ � 
� �!�! (���)R(�� �) �	�

M� (�� �) � ��! ���	$ 
�� �����	 (0��) ∈ � 
0 �	� (���′) ∈ � 

� �!�! (0��)R(���′)$ ���! ��
��� >������ 2!5!EK99L$ 0��$ �� 
���$ 	�� �� m���	 2!2!=$ � = 0! .��� ��� ���	���� ��� (���′) =
(0��′) ∈ � 

0 ! *�� ����$ 	�� (∗)$ (�� �)R(0��′)! /���$ �� 	�� �� ������ ��� M� (�� �) � ��$
�	 ������ ���M� (���′) � �$ �����$M� (0��) � ��$ ����
��$ (∀(0��) ∈� 

0 )M
� (0��) � ��$

�����	 ��� ���	����$ �� ��� >������ 2!5!1$ ��� � ∈ �M�(� 
0 )$ ���! 	�� (∗∗)$ � ∈ �0!

.�������#�$ 
�� ������ � ∈ �0$ ���! �	� ���� 	�� (∗∗)$ � ∈ �M�(� 
0 )! .� ���������

������ ���	�� (���) ∈ � 
� = ��$ �	� ������ (0��) ∈ � 

0 K������� �
����$ ��	 �	�$ ��� ���
"	�	������� 2!5!1C$ � 

0 �= ∅L! ����$ 	�� (∗)$ �	 ������ (���)R(0� �)! /���$ 	�� �� ������
��� � ∈ �M�(� 

0 )$ �� ��� >������ 2!5!1$ �	 ������ M� (0��) � ��$ ��	$ M� (���) � ¬�¬��$
���! �	� ���� 	�� ��� >����� 2!5!1$ � ∈ �M�(��)!

��
 '�� ��#�������

.� ����� ���	 
�	 �	�������	 ����������� ����
���$ �� ���#� ��� 	���������� ��� ^�����$
�	��� �	� �� 	������ 	��� �������#��!

/�� ������ 
�	 ������� ����	$ ��� ����� � �������� �	�������	 �
�� ����� �	���
� ���
�	 
���� ���� ��	 �	���	�	$ ��	 �	 ������ ��	 ��
	 ��	 �	 ������ 	�����
��	�	 ��� �������	�
�	 ����� ��� �������� �
���! .� ��������� ��� 
��� �	� ���� ����� �����#���	 ��	 �
����	
�	���	�	q �	 	��	�	 6�������$ �	 �
	 6�������$ �� #�����$ �	� �	 �	���	����! ���� �
�� �	��
	���� K1L ��� ������� ��� ������� ������� ��� �	 
����� �	� ��	 	��	�	$ �	� ��� #����� K��	
����	 �� �	�����
� ���	� ���	��
�� 	�������L$ K2L ��� ������ �
�	�� �� #����� ��	� �	��� �	�
��	 �	���	����$ �� 
��� �
�	�� �� 	���$ �	� K5L ��� ��	 ��� ���� ����$ ������ �
�	�� �	 	��	�	$
�
�	�� �	� �	 �
	 6�������!

,� ���� ��� �����#���	 	���$ ������ �	 �	�	����	���� 
�	 ���������� ����
��! 3� 	���$

�� ��� �� ����	��	�
� ���	����
� ��� �	� ����	#
���� ���	� �� &$ '$ ($ �	� # ��� ������
����
��� �����#���	$ 	� � �	�����^	���������	� �
�	�� �� 	��������� �����	 � ���! �	 �����
�	
K1L 
� K5L 	��������� �������� �����	����� 	��������� �� ���	������ 	����$ �� 
��� ��
���������� �	� ����
�� �	 	��������	� ���� 	�� �
��� �������$ �	� ��� 	�� ���	
)�! 6����� ��$
��� ������� �������� �� �	�
�	� 	�� ���� �	���
� ��	 �� ��� �	 
��� ���� K�� ���� �	 �����
�	
	���L$ �� ����
�� �	 ���	� �������
��$ 	����������� 	�� 
�	 ���� ��������$ ���� ���� ��
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������ ����
���	� �� �����$ 	#��$ ���� �� 	� �������	� � 	���������	�$ ���� �� ���������
������ ���	� ���	���$ ��� ���	� ���! ��	#������������ 	�� ��� K������ �� 	����L �
�� ���
�������	�!

%�	 �	 ����� ������ �� �	�������	 ���� ��� ����	#
���$ 	� ��������� ��� � �	�������	 �����
����� �	���
� ��	 �����
�� �����#���	! ���� 	�	�������� ���	 �	���	�	 �
�	�� � �	�
�	�$
�
������ ���� ���$ ��	 �	 ��� ���� 	���	������� ����� 	�
��$ ��� ��	 �	 �������	 ��� ���	�
�������! o�����$ ���� �	 �� ���� ��� �� �	���
�$ ��	 �	���	�	 ��� 	�
#��� ���� �	�
�	�
����$ �� 	��� 	������ 
�����! 6����� ��� ����� ���	����� �����	 �	 	��	�	$ 	� �������

����� �� 	���$ ��� 	�
#��� �	����� � �	�������	 	� �
�	�� � �	����� ��� ���� #���������
�����	$ �	 �
	$ 	���	 �� 	� �� �
�	��! 6����� � ���	 	�	#
�	�� ����� 
�	� 	���������	$
��� ��� �	�������	 	��� #	����	� �	 �������� ������ �	���
�^	�����������$ 	� )��	�	�������
��� �������	� ��	 
�	� 	���������	$ 	#�� ��� ������� ����������	� ���	)� ����! > �	�
�	�
��
#���	� ��	 ��� �	��� ���$ ��� ����
����	� ��� �����! %�	 �	 ����� 	��� ��� )����	��$
�	 �������	�� �	 #	��	������ ��� ������� 
�	� ���� �	�����$ �	� �� ����
�� �������#�� ���
��	#������
� ����������� ��� ������ �	 ������� ��� 	����!

/���$ �� ���������� ����
�� 	#��� �� 
�	� ���� 	���������	$ �	� ���� ��� �����
��
�����#���	 	����� ��	 �� ���#� ��� #	����	� ��� 3���	 2!1! "������	� ��	 
�	 ��	����
����^����
�� �� �������	$ �	 �����	 �0 
� �3$ ���� �0 ���	� �� ������ ��������!

〈&� '�¬(� #〉

�2

〈&� '�¬(�¬#〉
�3

〈¬&� '� (� #〉

〈¬&�¬'� (� #〉

�1

〈&� '� (� #〉
�0

(�)
R

3���	 2!1H /�	 ��������� ���������� ����
��!

"�� �������� ������ ���	 �	 �������+���� �	 �����	 �� ���� ��� ���� �� � �������� �
�	�����^	���������	� �� ���� ��������y ,� ���� �$�� �������� ���� ������������ �	�	���^
#���$ 	� �� ������ ��$ ��$ �� K�� � ∈ � = {0� � � � � 3}L 	�������� �	 �����	 �� ����$ ��
������ �������$ � ���� ������� ���� ��$ � ����� ������� �������� � 	���������	�$ 	���������$



���� ��� ��
������ 51

���� �� ������ 	��
� ��
��� �	 ��	�������� ������� ���������! %�	 �	 ������	#��� 	��
�$
��
��� �	 �)	������� 	�� �� ���������� ����
��$ �� ��
�� ������� ��� � $ �� 	�� 	��� �	
��	�	����������� ��� ���������!

' ��
�� ������� � ���	� ������ ��� ��	����
�� �	 �������	$ �� 
�	 ������ �� �������	
���� ������� �� ��������$ ���! ��� � = {0� � � � � 3}$ ��� 	������ #	����	� ��� 3���	 2!2!

〈&� '�¬(� #〉

�

〈&� '�¬(�¬#〉
�

〈¬&� '� (� #〉

〈¬&�¬'� (� #〉

�

〈&� '� (� #〉

(
(�)

R

�

3���	 2!2H ' ��
�� ������� � ��� R ��� ���������� ����
���!

�� (�����	 2!5!B �	� ��	���	����� ���$ 
����	� ��� � $ ���� �� �	�	��� ������ �������^
#���	� 	�� ������ ^���� 〈(��)� (��)� (��)〉��∈�$ ���! �� ���� ��� >����� 2!1!1$ �� ������ 	��
�
�	 ��	�������� ��� 	�������� ��������� ����������	� (∀� ∈ L�)
(<=�������) 12L� ⊆ �0� �1� �2� �3 �	� �� �0� �1� �2� �3 ���	� ������
� � ���� 01!

(<�) � ∈ �0 ⇒ �� ∈ �0

(>�) � �∈ �0 ⇒ ¬�� ∈ �0 & ¬�� ∈ �1 & ¬�� ∈ �2 & ¬�� ∈ �3

(<�) � ∈ �0 & � ∈ �1 ⇒ �� ∈ �1

(>�) � �∈ �1 ⇒ ¬�� ∈ �1

(<�) � ∈ �0 & � ∈ �2 ⇒ �� ∈ �2

(>�) � �∈ �2 ⇒ ¬�� ∈ �2 & ¬�� ∈ �3

(<�) � ∈ �0 & � ∈ �2 & � ∈ �3 ⇒ �� ∈ �3

(>�) � �∈ �3 ⇒ ¬�� ∈ �3
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*��� 	#��� ���� ������ ������$ �	 ������ �0 = �0$ �1 = �0 ∩ �1$ �2 = �0 ∩ �2$ �	�
�3 = �0 ∩ �2 ∩ �3!

.� ����� ���	 ���������
�	 �	�	�����	�	 ���� ��� ���� ��� � ��������� �� �	���
�

K	L �� ���� �$�� ���� � �	�������	 �	� ���������	��������	� ���#�	 �� ��� ����� ���$
����������� ��� �
�� ��� �	����^	���������	 ��� ��� ���� �� �� ���� 	������ ������ ���
����������� ����
��� �������	� K����� �� 	� ���	� ��� ������ �������� �0$ ���� ���� �� ���
�� f ����� ����� �� �� �������	 f 	�����	$ �� 
��� )
��� ��� �������	�L$ �	�

K�L �#	��� ���	� 	���� ��� �	�	��� ��������� ����������	� ��� ���������
��� ��� ^
�����$ ����������� ��� �
�� ��� �	�������	� ��� ��������� ��� �� ���������� ����
��!

• K	L &	�� 	����$ �� �	���
� ���� ��� �$�� ���� ���� � �	�������� ����q ���! �������
��� ��������� �3 ��� �
�	�	� 	��	�	 �	� �
	$ ������� ��� �2 ��� �
�	�	� �����
�� �	�
�	���	����$ ������� ��� �1 ��� �
�	�	� #����� �	� �	���	����$ �� ������� ��� �0 ���
�
�	�	� �� ��	!

K�L .��� #	����	� 	�
�� 	�� �� ���������� ����
�� �	� �� 	�� ��� ������ �� �� ���
��� ^�����$ 	#�� ������

& ∧ ' ∈ �3� �2� �0� �3

& ∧ ' ∧ # ∈ �2� �0� �2

( ∧ # ∈ �1� �0� �1

& ∧ ' ∧ ( ∧ # ∈ �0� �0

• K	L &��� �	����� ��� ��� 
��� �����#������ ��	 �� 	� �
�	�� ������ ���������
�� �����	$
����� ���	�� �	 ��� ����
��� � �	�������� ��� ��� �� 
��� ������� K����� �	� �	 �� �)���L$
	#�� ��� ������� �	�
�	� ����� �	 ����� 	��� 	���	��! /���$ �� ���� ��� ������ ���
����������$ ��� ������ ���� ���	���� ��� �������	 �	� �	 �� ����� 	 K��! 	)��	 8#
���� >����� 1!1!2L$ ���� �	����� �������� ��� �
�	�� ���� �����	!

K�L .��� ��������� 	�
�� 	�� ��� "	�	������ 2!2!11K9L ��� �	� ��	���	����� ��� �0 =
�1 = �2 = �3 = �0!

(	 �������� ��� ������� �	 	�	������$ 	� ������ �� ���� �	� ��	 ��� 	������	$ ���! 	�
���� �	����� �������� ��� ��� �
�	�� ������ �����	$ ��	 �� ����� ��� �����������! .�
����� 	���$ �	� ���� �� ���� ��� ������ ��� ����������$ �	 
����� � �	����� �	 �������
���	�� �	 ��� ����
��� � �	�������� ��� ��� ��� �� 
��� �������! .��� ��� ��� ������$
	#�� � �	�������	 ���������� ���� �	���
� ��	 �� ���	 �	���	�	 �
�	�	�$ �	� ��� ��	
�����	$ ��	 ����	 
����	� K�����	 �� ����� ���� ��� �� �	���
�L!

• K	L .� ��������� ��� �������� ��� ��������� �3 ���� � �	�����^	���������	� 
���
�����#������ ��� �
�	�� 	��	�	 �	� �
	 K��� 
��� �����	 ��	 �	 �������	 �	���	�	L!
"��#	��� ��� ���	� �������� ��� �	 �������	 ��� ��� �	 �
�	��$ ���! ��	 �	�������	
¬( �∈ �3! &� 	#��$ ��� ���	�� ��������
��$ � �	�������	 ���� ����
��� ��	 �	
�	���	�	 ��� �
�	�	�$ �	� ��� ��	 �����	$ ��	 ����	 
����	�$ �� ����	 ���� �	����	��
�� 	� �������	� � �	����� 	���� K���! ��� �2 ���� �	 ���������	� ��� 
��� �������
�	� �	 �	���	����$ � ��� �0 ���� �	 ���������	� ��� �	 
��� ������� ��	L$ ��� �	 ��	�
���
 �������� ��� 
����� ��� #�����! -��! �� ���� 	��
� ��� �	�	������� �	 ����� ¬�¬(!
*��$ 	� 	�	�	�
����� ��� ������� ��� ������� �� ������� ����
��$ ��� ���! ���� 
���� ���	���� ��� �� ����� ���� ���	���� ��	 �
�	 ������� ������ 	��� K��! ��
�� (∗) ���
���! 4L$ ���� ���� �������� ��� �3 � �	����� ���� �� ��� ��� ���	� �������� ��� 
�����
��� #�����$ � ��	��
�� 	����� ¬�¬( ∈ �3!
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K�L .��� �����������	� K������ �� 	����	�������
�� �����L �� 	�� ��� ���	�	#��������
��������� ��� ��� ^�����$ 	#�� ¬( �∈ �0$ �� 
���$ 	#�� (3� 0) ∈ � $ 	�� ��� ������ ��� �3 �	

����� ��� ¬( �∈ �3! 6�����$ ������ (3� 0)� (2� 0)� (0� 0) ∈ � $ �� ��� ¬( �∈ �0$ �	� �����$ ���
(>�)$ ¬�¬( ∈ �0 ∩ �2 ∩ �3$ ���! �) ������� ��� �3$ ¬�¬( ∈ �3!

-��	�������	�� K�� ��� �������L ��� ¬( �∈ �3$ ��� ¬�¬( ∈ �3! .��� ���	���� ��� ����
�������� 	���$ � 	���������	� ��� ���� �� ����$ 	��� 
��� ������� ��� ������� ��� ��	
	��� KOY<UWN90< 9YN8TP:<RN9TY�L!

• K	L .� ��������� �	� ���� ��� �������� �3! 3� 	����$ ������ � �	����� ��� �����������
��� �
�	�� �� #�����$ ���#	��� ��� ���	� �������� ��� ��� �
�	��$ ��	 ( �∈ �3! .�
����
����� ���	$ ���� �����$ ��� � �	����� ����� � ��� ��� ���	� �������� ��� �
�	�� ��
#�����! ,� ���� �	� ���� ��� ������� ��� ������� �� ������� ����
�� ��� ����	������	��
��������
��$ �	 
����� �� ���� ����� ��� ����� � �	����� ���	��$ �	 ��� ��	� ��������
��� �
�	�� �� #�����! *��$ � ������f�������� ��� � �	����� 
��� ��������� ��� ���
�
�	�� K��� ���#�	 �� �� ����
�� �	� ���	� � �������� ��� ������� ��������� �0L
���	� ���	��� ������ ��	 �� �	���� ��� �3$ �	� ������	 �� 	����$ ���#	��� �	 ����� � ���
�
�	�� �� #�����$ 	#�� ����������� ��� 	���! /���$ �	�	��)	�� �� �����! .��� ���
���	���� ��� � �	����� ������$ ��� ����� � ��� ��� ���	� �������� ��� �
�	�� �� #�����$ �
��	��
�� 	����� ¬�( �∈ �3!

K�L 3�� ���������� ����
�� ��
��� 	�
�� � �	�������	 ��� ¬( ∈ �3$ �� ������ �� ����	
�3 ���	� �������$ ( �∈ �3$ ����
��$ 	#�� (3� 3) ∈ � $ ( �∈ �3! 6�����$ ( ∈ �0$ �� 
���$ 	��
(<�)$ �( ∈ �0$ �����$ ��� ��� ���
���	� ��� �0$ ¬�( �∈ �0$ �� 	#�� (3� 0) ∈ � $ ¬�( �∈ �3!

o����� ���! K�	� ���� �� ��� �������L ��� ( �∈ �3 �	� ¬�( �∈ �3$ ��� ���	���� ��� ����
�������� 	���$ � �	�����^	���������	� ��� ���� �� ����$ ���� 
��� ��� ������� 	����
��� ������� ��� KO]W9Sa8< T] Y<UWN90< 9YN8TP:<RN9TY�L!





��� ��� ����� �	
 ���� �	
 �	�����	�� �	���	
 ��	 �	�������	 ��
�	��������� �	���� ���� ����	
� �	
 ���� �	� �����	�� �� ��	 �	��
����	�� ��� �	��� �	
 ��	
�	�����	���
���� ����� � "�A� �#� ��`�#� �� ����� ��� o!��
�� ��!� &���� �$$�
� "�A� ��� �!��� !��� ��`��� ��$7 �#� ���9:!�#�7�
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*�� ���	�� ���� "	����	#� 1!1$ � ��������� ������ �� + "8��� + #� + #�� + #���
��� ����
��� ����� 	)��	 ������� ��� ���	� 	�	��	�� ��	 �	 ������	#��� ������� K�
� ���
������� �L �	� ����������� K�
� ��� ������� �L$ �	��� ��	� �	�� 	����$ 	�� "���	�� 1!1!5$
�� ��� ������ = ����+8#$ ��� 	��� �	� � c<Ys<Y �	�	������� ��� ���� � ��� ������ ���
�������! 6����� ���	��$ ���� ���	 "���	��$ ��� �	��� ��	� �	� �� �� ������ ��+2#+"#+
�# + 1'# + 4'# ��� nNWSYW;<8! /���$ �� ������� ��� �� 	)��	 �#� �� ⊃ ��� 	�����
���� ������$ �	� 	�	��� �� �	 	�	��������� ��� � 
����	 ��� ����������$ ��� 	��� ���	�
����	��
�� ���� ������$ ���	� 	����� ������q ��� 	��� ������ ����	�� � nNWSYW;<8 ��
	)��	 	��� OPN8TYU u<S9<]�!

,����� ��� ��	 �
���	 
����	 ���������� �	 ���	� ������ �� ����� �	�	�����	�	 ���� �
��	������ �	� ���� ������ ��� ����������� ��� 	������ ��	� ������� ������� ��� K��	� ��	
�	�������	 �
�� 
�	� #���������� ������	��� ��� �������� ���  � ���� �� ���	�� f ����
���	�� �	 �� )
���$ � ��	� �
�� 
�	� #	�	����� ��	��� ��� "	�	���	���� ��� �������� ��� �	
����� � ����	 ��� �� ��������	 f ���� ���	�� �	 �� ���� �� ���� 	����L$ ��� �� ���	
�	�	�����	�	$ #	��� �� ��� ��� ������� ��	 ����������� �� ���������� �	��� ���	�����	��!
.� #	��	������ ������ �	���� ��� 
��	+� ����� 
�	 ��	������	$ �� ������ 	������� �� �
���
	�� �	 �
�	 �����	�	! 6��	� ������ �
�	��� ��� 	������� ���� �� 	���! -��	����	� ���
�	 �������� ��� �
�	�� �� �����	y &	� �������� �� ���������� �� ��� ������ ��� 
����	 	 �	
nNWSYW;<8! ,����� ���$ ��	�� ��� �# �	 
����� �	� �	 �������� ��� ���	� �������� ��� 	���!
6��	� ������ ��� ������ �	 ���#����� ��� � �	����� ����� ��� ���	�� �	 ����� �� �����	$
�	�� �	 ��� �� �����! > �	���� ���	�����	� � ���� �� �� �	 ����� �� �� �����	 ��	�	�� ����!
(	 �������	�� ������ �	 ����� ��� � �	����� 	����! ��� ����� �� �����	 K�� ��� 
����	 ���
���	�	#
�	��L$ ���� ��� �	 �� �������� �� ������ �����!

-�	#	����	� ������ � 	����� �	 ������������ � ���� + 8#� �� 
�	� ������� ��� �	
�������#�� ��� ����������! o�����$ �	 ��
��� � �
	 	��� ������ �	 ��	������� ������� ���������
��� �	 �������#��� �� ��	������ �	� ���� ��� ���������! K1L "���	 	�� ��	$ ��� ��
��� �	
������ �	 	����������	� �� 	����$ ���� 	��������� �� ��� ������ ���������$ ���! ��� ��
��� �	
����
��� ���� ��� �	 ��#�� �� ���$ 	� ������ ���� � 	���������	�$ ���� ������ ��� �� ���� ��!
K2L "�
��� � �������� �	 ��#�� �� �	��� ���	�����	� 	����
����� ��� ����������$ ���! 	� �
	���������	� �������� ����$ ���� ��
��� �	� �	 ������ ��� 	��� ������! K5L "�
��� � �������� �	
����	������ ��� ��
	 ��� ����� ��� 	�� �� ����� ��� �������#��� ����$ ���! ��� � 	���������	�

�U $���� �� �
�%# ����+�� ��� �A� ������ �����
�������� !��� O�
��:
�!� �7R7�7

5D



54 �� ��������� �	������

������ ���� 	�� ����� ��� ���	�� �	 ������ 	���$ �	�� �	 ��� ������! 6��	� ���#	�
� ��� 	���
���	� ������	�� �� �� �	 ����� ��� � 	���������	� ��� ������ ��� ������ ���� 	�� ������ ���
	��� ��� ������! KBL *��� 	#��� ��� ���	#��� ��� ��������� �
� �����	����$ ��
��� � �
	
������ �	 �������#�� �� �)��H 	� � 	���������	� ������ ��� ������ ����$ ��
��� �	 ���� ��G�	
���	� �������� ��� 	��� ���������	� ���� ����$ ��	 �	 ����
��� �	 ���	����� ��� ������ ��
�������! �� ���	����� �� 	���� ��� �	�	������ ���	�$ ��� ���	� ���������
�� � �������� ���
	���������	 ��	 ��� ���� ��� �����	����! >����������� ���������� �	���� ���	�����	�$ ���
��
��� �	 ������ �� �������� ��� ���������	��� ��� �����	����! .��� ��� ����� ��� �	�	��
��� K0L ��� "	�	������� 5!5!B! KDL �
���$ 	� � 	���������	� ������ ����$ ���� ��
��� ���#	���
�	 �������������� �� ������� 	���$ ���! �	 ���� �� ��� ������ 	��� �� ����! (	 ����������
��� �������	 	��� �	�������	 � ���� ��� ���������!

(	 )���������� ������ �� ��� ������ ��� �
	� 	���� �������$ �	� �	 ����� ������� �������
�
���!

��� � ������ �)*

' ������ ����+8# ���	� �����������$ �	������ � ���� ��� ������� ��� �$ �	� 
��� � �������
���������	#�	� ��� � ��� �)	����	� 	�� ��� � K��! >����� 1!1!2 �	� "	�	������ 1!5!1L! '
�
	 ������ ��� �	 �������� �	 �	������ �� 	����! 6����� �� 8# ���	� ���� ����
����� �	�
���������	#�	 �����
� #��
� �	 	�	#����	��� 	���� ��� ������ ����!

(������ ������ ��� ����	��	��$ ��������� �����	 L��� ��� ����
��� ��� ����	��	�
�
���	����
� ��� ������� Φ = {�0� �1� � � �}$ �� ������� ⊥ ��� 	���#	���$ ��� ����	��	��
�������� ⊃ ��� �����	����$ �	��� �	� ���� ��������� ������
� � �	� �! *�� ���	�	#
���^
��$ � L��� �
����� ������ �	 ����
��� 
�	� ������� ���������	#�	� �$ � ������ �	 ���	�
�)	����
��� 	�� ��� ������� ������� � �	� �	 ������� ����� 	����! %�	 ���� ����� 	�����
������
� 
����� �	�� ��� ��� 	������� �������	H

• > ����� �� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 �����.
� ��� ��0�
� �� �j � 	����� ��� h��
� ���
�
� ����� �� �
����j!

• > ����� �� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 ����
�
� ��� ��0�
� �� �j � 	����� ��� h��
� ���
�
� �
������� ���j!

• > ����� �� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 
����� ��� ��0�
� �� �j ���! ��� h�
��
�
��� ������� � ��0�
� �� � ��� � ��� ��0�
�j � 	����� ��� h�� � ���
�
� 
������� ���
���������j!

.��������� �	 	)���	�	 ��� �	 �	�	������ ���� ������� ������ �� ������$ �� ��� ����	 �	
	���������� ��� �	��� ��#��	��$ �	��� �	� � 	��������� ��	�������� �������	 ����! %�	 �	
����� 	��� ��� )����	��$ �	 �����)���� ��� ������ ��� ���������� ����� ��� ������ K���
	������ �������� ���� 1!1!2L �	� �	 ��� ���������������� ��	 	)���	�	!

3��������	#�	

8#� �� ≡ ¬�¬��
)�����	 ��� �
������
��!



���� � ���	� "#$ 5E

.)���	�	

"� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ ��

)� ������	 �����
�
	 ��	 �����	 ���
���� �����!

5� �� ⊃ �

* ����� ���
�
��� ���� �� ���
�
	!

�� �� ⊃ ���

+������� ��	 �����	!

2#� �� ⊃ ¬�¬�
)� �
������
�	 
��� ���
�
�	!

#$� �� ⊃ ��

)� �
������
�	 
��� 
������
�	!

22$� �� ≡ ¬�¬�
)� 
������
�	 
��� ���
�
�	 �� ����
�	!

$"� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ ��

W� 
������� ���
���
�� ��� ���� ����� � � ������ ���
����� ��� ��	 �����
�
���
�
� �����!

1'$� �� ⊃ ���

+������� ��	 
�������	!

"��� ����������� �� ��� ������ ��� ������� �	�$ 	� ��	����� �� ��� 	)���	�	! &	��
	���� ��� 2#$ �� 	� �� ����� ��� �� #� ��� ������� 8#! "	�	������� ���� ��� �� 2#
���	� ������	�� �� �� 	)��	 9 K��! >������� 1!1!1 �	� 1!1!2L$ ��� 	��� �� ���� ���	�� ��� �
������ ��� �	 �������� �	�� ��	� ���� ���� ��� c<Ys<Y!

�� ������� ���	� � 	)��	 22$$ �� ����� 	��������	� 	�� ��� �	����������! ' ��	
�������#�� ��� �� ���������� ���	� �������� K���! ��� ��� ������ � 	���������	� �	 ������
��� ������ ���� �	� �	�������� �	 ������ ��� ��� ������L �	� ���	� ������ 	��	�#��������! '
���� �	�������� ������� ��� ���������
�� �	��� ���	�����	� ��� 
����	� ����������! &� 	���
����� �� 22$ ��	������	� ��� �� �	 ��� 	������� �������� ��� 	���������	 �� � ���������	�
�� �	 ���	� �������� ��� �� ¬�! -��! 	� � 	���������	� ��� ������ ��� ������ ����$ ���� 	���
��� ���	� 	����� ��	 �	 ��������� ��� ��� ������! .��� ��� ���� �������� �� ���������
#	����	� ������ 	�������� K�����	 ��� �#�����	� ��� ���	��	 ��� �
)�� ����������L ��� ������
#����� ��	 ��� ���������! 6���$ � 	�#�����	 ��	 ���� ��� ���������	� ��� ����� ��� �	��������
���! 6��	� ������ �������
�� �� �	�������	 ������ ��� ��� ��������� ��� (��$ �	� �� ������
�)	���	� 	���� ��� 	�#�����	� ��� �	����	��	� 	������� 	�����
�q ��� �	 ���	� 	���������
�!
&	� #����� 	��� 	#��� �	� ��� �����! ' �����	 ������� �����	��� ��� ������ ��� ������ �	
���������	� �� ����� K���! ��� 	������ ���	�����	L ��	 �� �	�������� ���q � ����� �	�	����	�
�� ���� ����������� ����!

6����
  7�7� "#$ 
��� � ��������� ������� ������ ��� �����������
��� �� � "�
5� �� 2#� #$� 22$� $"� 1'$ �� ��� 
��� ��
���� �	 ���	 ��� ����

34��
�

��



5@ �� ��������� �	������

.�� ��� ������ 	���� ��	#	����	� 	�
�� ��� � "#$ ���	� �	������ � ���� �! .���
���	���� ��� K��! IDJL

����������  7�7� * "#$ 
��� ��
���� �	 ���	 ��� ����

30��
� ⊃ �

�� ⊃ ��

.�� ��� ���� ������$ � "#$ ��� ���	� �	������ � ���� � K�����	 ��� �	 #	��� 	������	$
���� ��� 	�����)� �������	� ��� "#$ � ���� ��	 ����� ���������
�� ��	����$ ��������	�
��� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ �� �∈ "#$L! "	���� 	���$ � ������� �	�	������ ������� ��� ���� "#$
������� �� �	�	��� ��� �	����� � ���� ��� ������� �!

����������  7�7 * "#$ 
��� ��
���� �	 ���	 ���	 ����
	

34��
�

��
�� 30��

� ⊃ �

�� ⊃ ��

��������� %�	 ��� 	�����)�� ��� 34� 	���� �	 ��������� 	�� ��� "���	�� 1!1!5 ��� �� "#
	������� ������ ������	 ��� ������� ����+8#$ ��	 �	� ��� "#$! .�� 	���$ 	�� ��� 34�$
�� 	�� �� 	)��	 #$ ��������� 	�
�� ��  ��������!
' ����� ��� �	���	 30� ��������� �
� ��� �������� ������� 	�����)��!

1� � ⊃ � �������

2� �(� ⊃ �) 1�34�

3� �� ⊃ �� ∧ �(� ⊃ �) 2�12�01

4� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ �� $"

5� �� ⊃ �� 3� 4�12�01

�� 	)��	 1'$ ��� 	��#	���	�� �	 ����)���� ��� ������ �	�$ �������#�� ��	 �������	
��� #	��� �� ������H � 	���������	� ��
��� �� �������� ��� 
��� ��������� ��� ������ ����$
�	 ��	�
��� ��� ��	�����	 �	 	����	������	� ��� �� 
��� ���������$ �� 
��� �	 ���	� ��������
��� 	���� ��� �� ������� �	����	��! 6��	� 	��� ��� ���������� �������� ��� ����������!
>� ��	���
�$ ���������
� �	� ��)	��	�
� �����
� ������ �)����� ��� � 	���������	� 
��� ���
��	�����	 	��� ���� ��	 �� �����$ ��� �	� ��	 ��� ��������� K��! ��	 �	�������	 I22J$ I52JL!
&	� #�����$ 	�� �� ������ ��� ���� �� ��� 
��� ��������� ����$ 	��� ��� 	������� ���� �����
���$ 	��� �	� ��������� ��� �	� �������� ���!

"�� ����	#
��� ��� �	 ���	�$ �	 �������� �� ����	���� �� ��� �������� ��� �� ����������!
-��! 	� � 	���������	� ��� ������ ��� ������ ����$ ���	� �������� ��� ��� ������ ��� 	���
������y -���� ���� 	#��� ���� ���������$ 	��� ��� ��� ��������	#�	 	�	#
���	� � G'(M�
IHJL( J'H>"%&(?HJ"'C � ���� ��� ��������� ���	� ������ 	������� K��! ��	 �	�������	 ��
	)��	 4'� ¬�� ⊃ �¬�� ��� nNWSYW;<8 ��� I52$ ���!1E=J f �� ����� ������	�� 4'# ����

�j��� "�$�"� ��� �����P� !�� �
�� �$$� ��� !�� ��"��� ��%�$��� !� ����9�!� "� �� 
����V"��� �&7
m�!�"��#!� � !�� �:""� �7�7�R� ��� �����V"� "� ��� �!9��: ����A: ��� �
�� ��
������ 
�����������
�� 
��$7 � �Λ � ��� � ∈ Λ : ��
A�� 
 ∈ N ��� �V�� 0� � � � � � ∈ � �77 0 ∧ � � � ∧ � ⊃ � ∈ Λ7 j��� � = ∅ ����
��� ��
A�� ���%�
� "���PV �!A�
:� ��� �!9���V� �����P�"������ ��� �!AV�� �Λ � ��� � ∈ Λ7



���� � ���	� "#$ 5=

�	����	#� 1!1 f � �� �� ����� ��� I14JL! 6�� 	�� ��� ���� ������$ � �������� ��� �����	��
��� �������#��	� 	�� �� 	)��	 �� ¬�� ⊃ �¬�� ��� ���	� ������ 	�������$ �����	 ���
���������� ��� ��� �� ����� ��� �
��� ��� "	�	���#�� 1!1!

6�����$ �	 ��	� �	�� �	 ����������� 	� � ������ �	� 
��� �	���#����� ��������� �� ���
G'(MIHJL( ?(>HIJ'HXC K_15L ��� �������#��	� ��� I14J$ � ����	 	���������� ��� 	)��	 ¬�� ⊃
�¬��$ �	� � ����	 	����� ��������
�� ��� ������	 �7��}`\ ��� �TT8u8WW; I54J!

' ������� �	�	������ )��	�	�� �� ��� �	����	��!

����������  7�7�

9! * 
������� ��	 
�������	 ��0�
� �� ����	 ��
�	 -����	� ���8
�� ⊃ ���� �� ⊃ ���� �� ⊃ ��� ∈ "#$

99! * 
������� ��	 �� 
�������	 ��0�
� �� ����	 ��
�	 -����	� ���8
¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬�� ∈ "#$

999! * �� 
������� ���
���
�� 
������� ��	 �����	 �� ��	 � �-���	 �� ����	 ��
�	
-����	� ���8
¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬�� ∈ "#$
¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬��� ¬�� ⊃ �¬�� ∈ "#$

90! ��� ≡ �� ∈ "#$

0! ��� ≡ �� ∈ "#$

��������� 9! "�������� 	�
�� 	�� 1'$$ "# K��! "	����	#� 1!1L$ �	� #$!

99! /�� �	�� 	���� � 	������� ������ 	�����)�H

1� ¬�� ⊃ �¬� 22$�12�01

2� �¬� ⊃ ��¬� 1'$

3� �¬� ⊃ ¬�� 22$�12�01

4� ��¬� ⊃ �¬�� 3�30�

5� ¬�� ⊃ �¬�� 1� 2� 4�12�01

�	 �������	 
����	� 	�
�� ��� "# �	� #$!

999! ' ������� �����	 ��������� ���� ����� ��	��
� B$ 4$ �	� @ ��� 	�������� ������� 	�����)��H

1� �� ⊃ �� #$

2� ¬�� ⊃ ¬�� 1�12�01

3� ¬�� ⊃ �¬�� 4'# K������ ����! ��� ����+8#$ ��! "���! 1!1!5L

4� ¬�� ⊃ �¬�� 2� 3�12�01

5� �¬�� ⊃ �¬�� "#

6� ¬�� ⊃ �¬�� 4� 5�12�01

7� �¬�� ⊃ �¬�� #$

8� ¬�� ⊃ �¬�� 6� 7�12�01

���	$ �� �#	����� ��� "# �	� �� �	���� 30�$ 30�
�$ �	� 30� ���������� �	� ��

��������� ����� �����!

�8������V���� �� �� ��� ���s &$7 �
�!"�V� !��� O�
��
�%� �7� ��9	� ��� ��� O
���!� �7�7R7



BC �� ��������� �	������

90! /���	� 	�
��$ �� �#	����� �� 5 �	� 1'$!

0! /�� � 	������� ������ 	�����)�H

1� ¬�� ⊃ �¬�� 4'#

2� �� ⊃ �� "#

3� ¬�� ⊃ ¬�� 2�12�01

4� �¬�� ⊃ �¬�� 3�30�

5� �¬�� ⊃ �¬�� "#

6� �¬�� ⊃ �¬�� #$

7� �¬�� ⊃ ¬��� 22$

8� ¬�� ⊃ ¬��� 1� 4� 5� 6� 7�12�01

9� ��� ⊃ �� 8�12�01

10� �� ⊃ ��� �# K������ ����! ��� ����+8#$ ��! "���! 1!1!5L

11� ��� ⊃ ��� #$

12� �� ⊃ ��� 10� 11�12�01

13� ��� ≡ �� 9� 12�12�01

/�	 ���� ������ ��	 ��� ������	�	 �������	H 
����	� )��	�	����� ������� ��� ��	�� ���
�� ���	����� �� �
)��� ����� �$ ��������$ �	� �������� �	� 	�	���� ���	� ��� ��� 	��
�
������� �� ��������� ��� �������#���	� ���� 	��� ��� �	�	���#�� 	����$ #	��� �� �������$
���� ����� ������� ������� �	 #����� ��� ����
�	��	 ��� �� �	 ������ ��� ���� �� ���� ���	�
������	�� �� �� �	 �� ��������$ 	� �	� 	��� �� ����
�	��	 #	��� �� ������!

��� +�����$����� ��� ��,��� -��#./��#�

' "#$ �	 ���������� �� ���������� ����
�	$ ���! �� �����	�� ����
�	 K789:;<L$ ��	
����	 � ��
�� R K�� ��� ����	 ���������	� � �������� �L ��	����
�� ���� ����� �� �����
���� ����������� �� ��	#������������� 	�� 	���� �������$ ��� 	������ �������#��� ����
�	����	#� 1!5! *��� 	#��� ���� ������� ���������	#�	� �$ 	�� �� ������ ��� ���	� �)	����
^
��� 	�� ��� �$ ��� �	 ���������� �� ���� ��
��$ 	��� �� ��� Rq 	���� �� �� �	 ���	���� �$��
��������� ��	� 	�� �� ¬�¬�� K��! "	�	������ 1!5!1L! *��$ ��	 ��� ������� � ��	���� ��	
��� �������	 ��� ��	 �	�����	 ��
�� 789:;<y

.� ��������� ��� 	�	����� K5L$ ���� ���	��� ��� �	������ ��#	�	���$ ��	 ��� ��������!
(
����� �� �� ������ �	 ���������� � �� 	���������	� ����� ��� ���	�� �	 ������ �� �$
�	�� �	 ��� �������$ ���! �
����� �� �� �	 ���	� 	���
� �� 
�	� ����� � 	�� ���	)� ��
����������� �� ��	#����������� ����� 	�� ��� � K���! ���	)� ��R^������� ����� ���
�L ������� ����� ������� ������ �� � �	 	�������� �����������	��! {�	$ ���	��� 	�	��	��
���
�	 ���������������� ��	 ��� ������� 	����$ ��������� ��������� nRTNN^�TYNWUa<$ ���! �	
	�������������� �� ���� ����� � �� ������N (�) ��� �� ��������� 	�� ����R^���������
���$ �	 ����	 	�������� ����������	 ���	)� �� R^�������! �� ������ K��! ��	 �	�������	
ID$ ���!2C@JL$ ��	 ����
�	 	��� �
�� ��� �� �� ������ ��� � 	�� �� ������ ����� ��� �����
������ �� � K��� ������� ��	� �� |�|L$ 	����� ���N (�)! 6���� ������$ 	� 	���)���� ���� 	����

� G�� �� �!AV�� �"#� ���� 
��� �� 9�#
:!��"� ��� �$�� �� ��!"�� �"%��������� "� ��� ���� �9�������7



���� ������������ 	�� ������ ���
����
� B1

��� ������ �	� ����� ��� �� �� ������ ��� � 	�� �) ������� R(�) ∩ |�| ∈ N (�)$ ���� 	���
�	 ���	��� ��� �� �� ������ ��� � 	�� �� R(�) ∩ |�| 	������� ����������	 ��� ������ R(�)$
�����	 ��� ���	� 	��� ��� �	 �
�	��! /���$ �	 �������	�� �	 �������� �	 ������	 ��	���	$
�	� ���� #����� �	 ���� ���� ��� 	����������	� ��� � "#$ ����
��� 	������ ���� ������ ���
���	� 
������ ��	 ��	���	 	���!

6����
  7�7� 1��� ����� F = 〈��R�N〉� ����
• � �= ∅

• R ⊆ � ×� 
��� �� ��������� �
�-����� �� ��
������
�� �0���� �
�
������	
���������	�8

• N :� → P(P(� )) �8�8 (∀� ∈ � )

M N (�) ⊆ P(R(�))

M � ∈ N (�)�
���� � 
��� �� �
���� �������� ��	 ���������	 〈��R〉 K��! "	����	#� 1!2L8

M (∀) ⊆� )
(R(�) ∩) ∈ N (�) =⇒ R(�) ⊆ {	 ∈ � | R(	) ∩) ∈ N (	)})

M ,� |R(�)| = � :�
�����	� ���


N (�) = {) ⊆ R(�) | |)| � ��2}
����	

N (�) = {) ⊆ R(�) | |)| � ��2} ∪��
���� � ⊆ * = {) ⊆ R(�) | |)| = ��2} �8�8 (∀) ∈ *)() ∈ � ⇐⇒ � \) �∈ �)

���
� �� F � �����.
�� ?FE� �������8

,� ��� �������	 	��� �����	� �������� �� ���� �������	! ,����� ��� �	 	��������� ���
� "#$ ���	� ���� � ���� ��� ����� �� �"+� ^��	����$ ��� ��� ��� ���	� ������ � ����
	����! ' ������� ������ Λ���� $ ���! ���� �� ����� ��� ���	� 
������ ��	 �"+� ^��	���	$ ���	�
��� ���������� ��� "#$$ 	��� ����� ������� ���� �	 ������ �	 	��������� � 	�������#��
����������! "�
��� ������ �	 �����	��� � ����� �"+� $ 
��� ���� �	 ����������� � ������
���! &� 	��� ������ �	 ����� �� ������ �����$ 	� 	�	���������� ��� �	 �"+� ^��	���	 ���	�
��	 �����	��
��� ��	�������$ ��	 �	� ���� >����� 5!2!1$ ��	 ���� ����� � �� R(�) ���	�
�����	��
�� ������! (	 ������������ ������ 	���� ��� ����� ��	����$ �����
����	� �	�
��	���	 ������� ��	�������$ �	 ����	 ��� �	 ���	� �
���	 ���� �	 ���	� 
����	 ��	 �	
	)���	�	 ��� "#$! 6��������	$ �	 ����� 	� �� ��������� ��� 	����������� ��	 22$ �	�
$"$ 
���� ����	 ��	 ��	���	 ������� ��	�������$ �� 	� ���	� ����	�� �� �$�� �	 ��������
�	 ������� � �����������	� �� �����	 �����	!

6���
��$ ���� ����������� �� ��� ������ ��	� �
���	� ��	�)��
��� ������ ��	����$ �	
����� �� 
��� ����� ��� ��������	#�	 ��	 ��� ������ ������������� K	���	 �	� �� �����	 �����	L
�	��� �	� ���	 ���� �����������! &	�����$ �	 ������������ 	���� �� ���� ���� ������ ���
�
	� ������ ��	����$ �	� ���� �	 ����� 	� 	����������	� � �������	 	��� �	� � ��������	
��� "#$ � ���� 	���� ��� �����!

���$7 (∀� ∈ � )|R(�)| � �



B2 �� ��������� �	������

N�O	�� ��	�%�����

/�	� ������ �	 ������������ � 
����	 ��� �����������	�� ���	� �
� �� ������� ����������
���� 	������$ �� ����� ������� � ! ���� ��� 3���������	$ ��� �	� ��� (���	 ,���
��
K��! ��	 �	�������	 ��� I1=J �	� IBJ 	���������L �	 ������	 ��������	� �������#���	� ��
��� 
����	 ���  ������ ���� ��� � ! > ������� ��� �� ���	� #�����$ �	��� �	� ��� ��
�������� ������� ��� �	 	�	#������$ #	�����	� ���� "��	�	 5!1! 6������	 �� #����	 ������
��� �������� OQT[WS RTY[9N9TYWS STU9R ]T8 [<]WaSN 8<WPTY9YU� ��� I2J! �	 ��
� ���� ���� ���
� ���	� ��	 ���� ����#���� 
����	 ��� �������#�� ������	 ��������	� ��� 3���������	!
"������	� ����	����� ��	 #����	 ��� ���	� ����� � ���� �� P(� )! 3� ��	 ���� ���������	 �	
������	#��� ��������������$ �� �! VWa8<Ua9 I1@J �	� 7! nRbS<RbNW I2@J ������������� 	��)	�����
� �	�
�	� ���	)� ���� ��� ������	��� 
������ �
��� �	� �������� ��������	 ���� ����
���
�������! ' ��� 	������ 	��� �	� ��� ���������$ �	���#���� 
����	 ���	� ������ ��� 0����
��
��������� �� �! �WRa9N �	� n! nWSWQ< I2D$ 2EJ ��� ����� ��	� ����	 �� ��� �������	 ���
��������� U8W[<[ QT[WS STU9R! 3��� "��	�	 5!1 ��� ����
��� ��� ��������� ��� 	����$ 
�����
������������ �	� �� ���� �	� ����	��$ �	 ��
�� ��
� ����H

6����
  7�7� 1��� � �= ∅ �� � ⊆ P(� )8 �� � � �����.
�� ��O	��
 ��	�%�����
�!�/ ��� � �� ��0�
�

(PH�) (∀) ⊆ � )() ∈ � ⇐⇒ � \) �∈ �)

(PH�) (∀) ∈ �)(∀, ⊆ � )() ⊆ , =⇒ , ∈ �)

%�	 �	 ����������� ��� �������� 	���� �� �������$ 	� ��� ����� ���� �	 � ����
"��	�	 5!1 K���� � �= ∅ �	� � ⊆ P(� )L!

"��� ����� ��$ ���	 ����������	�	 
���� �	 	����� ����#����	 	�
�	��� ���� ���	�	#�����^
��� 
������ ���� 	#��� ���� ������	#� �����������$ ��
��� �	 	�����)���� ��� 	��� ��������
�� ��� ���� ��	#����������	� 	�� ��� ��� ������ 
����	 �� ����#�����!

����������  7�7 1��� ��0�� ������ � �8�8 |� | � 28 ���
 ����0
� ��
��	 ��
� �����
���� ��� � ��� �
� 
��� ��
� ����� ���� �C ���8

��������� 9! .� |� | = � ∈ N$ ���� � : ��������$ ���� 	� �������� �� ������ � =
{) ⊆ � | |)| � ��2}$ �� 	� ��
�)���� ��� ��� ��������� �� 	������ ����#�����!

(PH�) /�� ) ⊆ � ! ����

) ∈ � ⇐⇒ |)| � ��2 ⇐⇒ |� \)| - ��2 ⇐⇒ � \) �∈ �

(PH�) /�� ) ∈ � �	� , ⊆ � �!�! ) ⊂ , ! ���� |)| - |, |! 6�����$ �) ������� ��� �$
|)| ≥ ��2$ ��	 |, | � ��2$ ���! , ∈ �!

���	$ 	� ����� ��� �� � ��� 	������� ����#�����! /�� ������ ���	�� � ∈ � �	�) ⊆ � \ {�}
�!�! |)| = �−1

2 ! ����$ |) ∪ {�}| � ��2 �	� |� \)| � ��2$ ��	$ ) ∪ {�} ∈ � �	� � \) ∈ �!
*��$ ()∪{�})∩(� \)) = {�}$ �� 
���$ |()∪{�})∩(� \))| - ��2$ ��	 ()∪{�})∩(� \)) �∈
�$ �����	 ��� ���	���� ��� �� � ��� ���	� ������� � ���� ����!

99! .� |� | = � ∈ N$ ���� � : ������$ ���� ��� ���� �� ������ � = {) ⊆ � | |)| � ��2}
∪ �$ ���� � ⊆ * = {) ⊆ � | |)| = ��2} �!�! (∀) ∈ *)() ∈ � ⇐⇒ � \ ) �∈ �)!
.� ��
�)���� ���	 ��� ��� ��������� �� 	������ ����#�����! .�� �� ������ ��� � (PH�)
	����������	� 	������ ��� ��������
��$ 	� ���������� ���� ����!
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BB �� ��������� �	������

(PH�) /�� ) ⊆ � ! ����

) ∈ � ⇐⇒ |)| � ��2 �
(|)| = ��2 �	� ) ∈ �

) ⇐⇒
|� \)| - ��2 �

(|� \)| = ��2 �	� � \) �∈ �
) ⇐⇒

|� \)| ≤ ��2 �	� � \) �∈ � ⇐⇒ � \) �∈ �

%�	 �	 ����� �	� �� 	���� ��� �������� ��� �� � ��� 	������� ����#�����$ 	� ���������
���	�� ) ∈ � K�������$ 	#�� 	� ������ ���	�� ������ �� ��2 �
�� ��� 	����� ��� �$ ���� �)
������� �	 	����� �� 	��� �� ��������� ��� ��� 
��� ������ ��2 �
��L! /�� ������ ������
� ∈ )! ����$ |(� \))∪{�}| � ��2$ ��	 (� \))∪{�} ∈ �! *��$ ((� \))∪{�})∩) = {�}$
��	 |((� \)) ∪ {�}) ∩)| - ��2$ ����
�� ((� \)) ∪ {�}) ∩) �∈ �$ �� 
��� �� � ��� ���	�
������� � ���� ����!

999! .� |� | ≥ .$ ���� 	� ��������� ������ � ∈ � �� 	� �������� �� ������

� =
({) ⊆ � | � ∈ )} \ {{�}}) ∪ {

� \ {�}}

(PH�) /�� ) ⊆ � ! ����

) ∈ � ⇐⇒ (
� ∈ ) �	� ) �= {�}) � ) = � \ {�} ⇐⇒

(
� ∈ ) � ) = � \ {�}) �	�

(
) �= {�} � ) = � \ {�}) ⇐⇒

(
� �∈ � \) � � \) = {�}) �	� � \) �= � \ {�} ⇐⇒ � \) �∈ �

(PH�) /�� ) ∈ � �	� , ⊆ � �!�! ) ⊂ , ! .� � ∈ ) �	� ) �= {�}$ ���� ���#	��� � ∈ , $
��� 	� ����� ��� , = {�}$ ���� ) = ∅$ �����	 �����$ ���! , �= {�}! /���$ , ∈ �!
.� ) = � \ {�}$ ���� , = � $ �� 	#�� � ∈ � �	� � �= {�} � ������ ������$
, = � ∈ �!

/���$ �� � ���	� 	����
� ����#�����! %�	 �	 ����� ��� ��� ���	� ����#�����$ 	���� �	 �	�	����^
����� ���$ 	� ��������� "� / ∈ � �!�! " �= �$ / �= �$ �	� " �= /$ ���� {�� "} ∈ � �	� {�� /} ∈ �$
	��� {�� "} ∩ {�� /} �∈ �$ ��� ���	���� ��� �� � ��� ���	� ������� � ���� ����!

���� �	 #����	$ ��� �	� �	 ����#����	 ���	� ������� � ���� ����! .��� ���	���� ��� ��	
��	���	$ ��	 ����	 �� ������ N (�) ���	� #����� � ����#����� ��	 ������� ����� �$ �	 �����
���� � � ����� �� ∧ �(� ⊃ �) ⊃ ��$ �����	 �� ����� ��� ���	� �	������ 	�������! %�	 ��	
	���������� 	���� ��! �� �	�������	 K0L ���� "	�	������ 5!5!B!

�	 ������	�G����	����� ��������	� �� VWa8<Ua9 �	� nRbS<RbNW ��� ���	� 	�	�	�����
����� � ���� �� P(� )! /���$ ���	� ���	��� �� ������� ����� � �� N (�) �	 ��� ����
��� ��
������ R(�)∩ |�|$ ���� ��� �� R(�) \ (R(�)∩ |�|) K�� ����� �	��� ��	� �� �� R(�)∩ |¬�|L!
6���
��$ ���	� ���	�� �	 ��� ������ ��$ ���� �¬�$ �����	 ��� 
����	� �� 	������� �� ���
	�	����� K5L ��� ���	���� ��� �	������ ��#	�	���$ � ����	 ��� #	��� �� �� �� � ���
����$ ��	 �	�$ 	� ��� ������ ��� ������ ����$ ���� ������ ��� 	��� ��� ������!

�
���$ ���� 	#��� ��� ���� ����������� �� �! �WRa9N �	� n! nWSWQ<$ � ����
�����
���� 	�	���� �	 	)���	�	 ��� U8W[<[ QT[WS STU9R$ �	 ����	 ���	� ���������� 	����� ��	 �	
��������������� �� ��	 ���������� ������! .���	 �	� � ���	 � ������� �����	 ��� ��
��� �	
�������������� ���	� ���������� 	������! %�	 �	�������	$ ��������������	� ����� ��� ���#��
♦�� ��� ����������	� � ��� � ������ �� ������������� 	�� � R^��������� ��������! "����	
�� ����� ��� ������ �	 �������� �	����� �� ��	 ���������� ������$ ��	 �	� � 	���������	� ���
������ �� �	��� �������� �	 
��� ������� ��� ������� �� ����������� �� ��	#�����������
����� 	�� ��� ����� ��� �������	�!



���� ������������ 	�� ������ ���
����
� BD

*��$ �� ��������� (PH�) �	� (PH�) �� 	������ ����#����� ��� f ��� �	 ����� f
�������#���	� 	�� �	 	)���	�	 (22$) �	� ($") 	���������$ ��#�� ��� ������� ���������
������������� 	���	 �	� ��	 �����	 �����	H 
�	 ��������� ���	� ����������	 	�� �� �������^
�� ��� ��� ���	�$ �	��� �	�$ 	� 
�	 ������ ���	� ����������	$ ���� �	� ���� ���������� ���
��
��� �	 ������	� ������ � �
���	!

*��� 	#��� ���� �������	 (PH�) ��� ������� �	 ���� 	���������� ���� � ���� ��
���
���	$ ��� �	� � ���� ��� ��������	 ��� ��#�� ��$ ���� ��	� �#	��� ��	� �� �����	
�����	! .� �	 ����� ������ 
�	 ���� 
�	! ,� ��� ��� ����
���	� ���� �������	 (PH�)
�������� �� ������� ��� 	� 
�	 ��������� 	������� ����������	$ ���� �� ��������� ���
��� ���	�! 3� 	��� �	 �������� ������� �	 	��������� �� �	�������	 ��� ������� �� �����
�� ������� �� �������� #������$ �	� �	 �	�	������� ��� �	 �������	� �������	 �	� �	 ��� �	
�������� ��������������! ' 	������� �	� �� 	��� ���	� ��� �
����� �	 ���������������� ���
��� �����������	� �� ��� 
����	 ��� ����� ��� 	�� �� �����! /���$ 	�� �� ������ ��� ������
	�� �	 ��� ������� K����	�����L �����������	�$ �� ���������� ��� ������ �	 ���	�! ,� ���
��� ���������	� ���� �������	 (PH�) �������� �� ������� ��� 	� 
�	 ��������� ��� 	�������
����������	$ ���� �� ��������� ��� �	 ���	�! &� ��� �	 �������� � ��������� ��� ��	�����
�	 	��������� �	� ���� �� �	�������	 ��� ������� �� ����� �� ������� �� �������� #������$
	��� 	�������#� �� ��������
��$ �
����	� ��� �	 �������� �������	 �	�
�	 	�� �	 ��� �	
�� ������� �����������	�! ' 	������� �	� �� 	��� ���	� ��� �	� �	�
�	� ��� �	� 	�	�������
�	 �� ���)����$ ��	 �	� � �������� ���� �� ��+� ��� )��	#��� K	���� #�����$ 	� ���������
������ �����������	� �	 �� ��������� � �
���	 �	� �� ��������� ���$ ���� �	 ������ �	�
� ����
���	�L! 6)�����$ ���� �	���#��
� ���)	�� ���� �������� ��� >������ 5!2!1 ��� ��
R^�������� ���� ������ ��	� � �� ������ �	� �� � ��	� �����! ����$ �����	�� ����	�����
� ������������ �	 ���� ��������	 	�� �����	 ��� ���	� ��2 �
��! /����� ��� 	������ ���
�� �
����� �	��	���� �����������$ �$�� �� 	� ��������� ����	�����$ 	� ��� ���	� 	���#	���� ��
����� 	�	�������$ ���	� 	�������!

�� ���	������ ��� �����
����	 �� 	������ ����#����� ���	� ��� �� �������
� ����
	����������� ���� 	�	������� K5L �	� KBL ��� ���	���� ��� �	������ ��#	�	���! .� 	���������^
�	� ������ ��� � "#$ ���	� ������ � ���� ��� ��
��	�� ��� ������ �"+� ��� �����	������ �	�
��	���	 ������� ��	������� �!�! �� N (�) �	 	������� 	����
� ����#����� ��� ��� ������
R(�)$ ���� � ����� �� 	������ ����#����� ���� ��
��	�� 	��� �	 �������� �	 �������
��������
��!

?FEQ�������R�������

,��� �	 ����
��	 ��� ������������ �	�	���#��$ #	��� �� ���#	��� � ��
��	�� ��� ��
��� �	
����� ��	 �"+� ^��	���	! *��$ ��	 ������ ��������� ��� 	#����� ���� 	�����)� ��������	�$
���	��� �������
��� �	 ������������ �	 �����	 ��	 ����	 ������� �	 ������� �� ����	��	�
�
���	����
� �	� �	 ��� �����
+���� ��	 �	 ��������	 ���� ! �� ������ 	���� �� ����������
��������� ��� � ���	� �� ! ��� �������� ������� K���� 	#��� ���� ��������� ��� ��
���
�	 ������$ ��! ��� "���	�� 5!2!EL! ' ��
��	�� ������ �	 �����	������ �
���
���� ��	���	
��������� KnRTNN^�TYNWUa<L � ���� ��� ������� �! 3��� ������ ��� 	�������� �� ���������
(==E) �	� (E?) ���	� ����	����� �� (PH�) �	� (PH�) 	��������� ��� >������ 5!2!2 �� 	������
����#�����$ ����	�����
��� �	������	$ ��	 �	� �������	� ��	 	����� ����#����	 ��� ���
R(�)!

6����
  7�7� 1��� �
���� F = 〈��!�R�N〉� ����
• � �= ∅



B4 �� ��������� �	������

• ! ⊆ P(� ) 
��� �� ������� ���������� ���������� ��� � � �� ��� ���� ��0����Y

(G�) ∅ ∈ !� �� (∀)�, ∈ !)

(G�) � \) ∈ !

(G ) ) ∪ , ∈ !

(G�) {� ∈ � | R(�) ⊆ )} ∈ !

(G�) {� ∈ � | R(�) ∩) ∈ N (�)} ∈ !

• R ⊆ � ×� 
��� �� ��������� �
�-����� �� ��
������
�� �0���8

• N :� → P(P(� )) �8�8 (∀� ∈ � )

(>K) N (�) ⊆ P(R(�))

(FE) � ∈ N (�)�
���� � 
��� �� �
���� �������� ��	 ���������	 〈��R〉 K��! "	����	#� 1!2L8

(<�E) (∀) ∈ !)
(R(�) ∩) ∈ N (�) =⇒ R(�) ⊆ {	 ∈� | R(	) ∩) ∈ N (	)})

,� |R(�)| = � ∈ N� ���


(S) ,� � :�
�����	� ���


N (�) = {) ⊆ R(�) | |)| � ��2}
����	

N (�) = {) ⊆ R(�) | |)| � ��2} ∪��
���� � ⊆ * = {) ⊆ R(�) | |)| = ��2} �8�8
(∀) ∈ *)() ∈ � ⇐⇒ � \) �∈ �)

,� |R(�)| ≥ .� ���


(==E) (∀) ∈ !)
(R(�) ∩) ∈ N (�) ⇐⇒ R(�) ∩ (� \)) �∈ N (�)

)

(E?) (∀� ∈ N (�))(∀) ∈ !)
(
� ⊆ R(�) ∩) =⇒ R(�) ∩) ∈ N (�)

)

���
� �� F � �����.
�� ?FEQ�������8 1� M = 〈F� � 〉 � �����.
�� ?FEQ�������� �

��� -������� �
 ������ NP(������� F �� � � : Φ → ! 
��� �� �������� ��� �����.
�
��� � ��0�	 ��� ��������� �
�-����� �
�����.
�� ���� �� 
����
��� ����� 2��C ��� ��
� �����.
�� ��������� 	��������:8

����������  7�7� * ����� ��� NP(�������� 
��� �� �
��8

��������� /�� �� ��	���� F1 = 〈��!�R�N〉 �� ������ ����� � = {�� 
1� 
2� 
3}
�	� ��
�� R ��� ��	����
�� ����������� �� ��	#������������� ������� ��� #	����	� ���
3���	 5!1! /�� ������ ! = P(� ) �	�

N (�) =
{
) ⊆ � | |)| ≥ 3

} ∪ {{
1� 
2}� {
1� 
3}� {
2� 
3}
}

N (
1) = N (
2) = N (
3) =
{{
1� 
2}� {
1� 
3}� {
2� 
3}� �

}
$

���� #����� � = {
1� 
2� 
3} ���	� �� ������ �������� ��� K��� �����	 #	����	�L ����^
����
��� 〈��R〉!
,� ���� ���� ������ �	 �������� ��� ������� ���� �� ��������� ��� >������ 5!2!B �� 
��� �	
��	#	��� ��� �� F1 ���	� 
�	 ;u<^��	����!



���� ������������ 	�� ������ ���
����
� BE


1


2


3
�

� R

3���	 5!1H �	 � �	� R ��� ��	����� F1

���	$ ���
���� ���� ����
��� M = 〈��!�R�N � � 〉 ��	 �� �����	 L���$ � 	��������
��� � : Φ → ! ������ �	 �����	��� �� ����� ���� ������ ��� L��� �� �� ������ �����$
������	� ����� ����
�$ #����
� 	��	�
� ���� 	#��� ���� ������� �H

6����
  7�7& 1��� ��0�� �������M = 〈��!�R�N � � 〉 �� �� ����� L���8 * ��������
�� � : L��� → P(� ) ���.
�� ��������	 �	 
��	Y

• � (�) = � (�)� (∀� ∈ Φ)

• � (⊥) = ∅

�� (∀��� ∈ L���)

• � (� ⊃ �) = (� \ � (�)) ∪ � (�)

• � (��) = {� ∈ � | R(�) ⊆ � (�)}
• � (��) = {� ∈ � | R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)}

>� ��������� (G�) 
� (G�) �� ;u<^����
�� K>������ 5!2!BL 	�������� 	������ �$��
����� ��	� ��	 �	 	��������� �������
�� � �������!

������  7�7) 1��� �� NP(�������� M = 〈��!�R�N � � 〉 ���	 �� � ��������� � ���
)������ Z898[8 ���
� (∀� ∈ L���) � (�) ∈ !� �� ���� � � ���
�
� 
������ ��	 � : Φ → !
�
 ����	 ��� �����	8

.�� ���� >������� 5!2!B �	� 5!2!4 ��������� 	�
�� � 	������� �	�	������$ � ����	 ������
	����	������ �� ��� ��	�������� �	� ��	 ��� ������� �	� ��� ����������!



B@ �� ��������� �	������

����������  7�7- 1��� M �� NP(�������� �� � ������	 �����	 ���8 ���


: M� � � �� �� (∀	 ∈ � )(�R	 ⇒ M� 	 � �)� ���8 ���� � �����.
� � ���������	 �� �
���-�	 ���
� � �
 ���
 
���������	 �� �� ����������� ����� �� ��� � ��0�
� �� �8
,��� 
��� ����	 ���� � ����
 2�-8 ������� (∗) ���� 6���� � \89:8

-: ,	 ���������
 ��� �� 
���������	 �� �� ������������ ������ �� ��� � 
��� �
�
�����
��� �� �����	� ���� �8 ���
� M� � � �� �� R(�)∩ � (�) ∈ N (�)� ���8 ���� � 
����� �
���������	 ��� ��0�
� �� � ���-�	 ���
� � �� 
���������	 �� �� ������������ ������
�� ��� �� ����	 ������	 ��0�
� �� �� 
��� �
������
��� � ���� �
 ��2� ����� ��� 
���
�������� �
 �� ��� �� � ��0�
� ���� ��
������� ��� 
���������	 �� �� ������������
������ �� ��� �8 B� ��� 
��� ����	 ��� ��� ����
 2�-8 
������ ��� ����
�
 ����:8

��� "#,$���� ��� �)*

A	.����  7 7� B6�O����J * ������ "#$ 
��� ���� �	 ���	 ��� ����� ��� NP(���������
���8 "#$ ⊆ Λ���8

��������� .���� �	 	��������� ��� ��	 �	 	)���	�	 ��� "#$ ���	� 
����	 �� ���� ;u<^
��	����$ ��	 �	� � 	�����)� ��� �� �	����� 01 �	� 34� ��	������ ��� ���������	$ ���	�
�������
��! /�� ������ ���	�� ;u<^��	���� F = 〈��!�R�N〉!

&	�� 	����$ 	�� �� ������ ��� �� F ���	� 789:;<^��	���� � ���� � �	� � 	��������� ��
�� R
���	� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� �	�����������$ 	����������	� �����	 K��! ��	 �	�������	
I5J$ I1BJL ��� ��� F ���	� 
����	 �	 	)���	�	 "$ 5$ �$ �	� 9 K�� �����$ ��� �� #� ��� �������
8#$ �	��� ��	� �� �� 2#L!

/�� ������ ���	 ���	�� ;u<^����
�� M = 〈F� � 〉$ �	��� �	� ���	�� � ∈ � !

#$7 /�� ���M� � � ��! ����$ 	� � ���	� �� ������ �������� ��� ����^��	����� 〈��R〉$
	�� ��� "	�	������ 1!5!2 ��������� ��� M� � � �$ ���! � ⊆ � (�)! *��$ 	��
"	�	������ 1!2!5K99L$ � ⊆ R(�)$ ��	$ � ⊆ R(�) ∩ � (�)! /���$ 	� |R(�)| ∈ N$
���� 	�� �	 (FE) �	� (S) ��� >������ 5!2!B ��������� ��� R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)! 6��$
	� |R(�)| ≥ .$ ��� 5!2!E$ � (�) ∈ !$ �� 
��� 	�� �� (FE) �	� (E?) ��� 5!2!B$ ���������
�	� ���� R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)$ ���! 	�� 5!2!4$ M� � � ��!

22$7 &	�� 	���� �	 ���)���� ���

R(�) ∩ � (�) ∈ N (�) ⇐⇒ R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ N (�) (∗)
.� |R(�)| = � ∈ N$ ���� 	�� ��� >����� 5!2!B(S) 
�����

.� � : ��������$ ����

R(�) ∩ � (�) ∈ N (�) ⇐⇒ |R(�) ∩ � (�)| � ��2 ⇐⇒
|R(�) ∩ (� \ � (�))| - ��2 ⇐⇒ R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ N (�)

.� � : ������$ ����

R(�) ∩ � (�) ∈ N (�) ⇐⇒
|R(�) ∩ � (�)| � ��2 �

(|R(�) ∩ � (�)| = ��2 �	� R(�) ∩ � (�) ∈ �
) ⇐⇒

|R(�) ∩ (� \ � (�))| - ��2 �(|R(�) ∩ (� \ � (�))| = ��2 �	� R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ �
) ⇐⇒

|R(�) ∩ (� \ � (�))| ≤ ��2 �	� R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ � ⇐⇒
R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ N (�)
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(==E)!

{�	 � (∗) ������ �� ���� ��������$ �� 
��� 
�����

M� � � ��
3�2�6⇐⇒ R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)

(∗)⇐⇒ R(�) ∩ (� \ � (�)) �∈ N (�) ⇐⇒
R(�) ∩ � (¬�)) �∈ N (�)

3�2�6⇐⇒ M� � � ¬�¬�!
$"7 .� �������� ��� M� � � �� ∧ �(� ⊃ �)! ���� 	�� ��� >����� 5!2!4$

R(�) ∩ � (�) ∈ N (�) (1)
�	� R(�) ⊆ � (� ⊃ �) (2)
/�� ���	 ���	�� 	 ∈ R(�) ∩ � (�)! ���� ���#	���$ 	 �∈ � (¬�)$ ��� ��� (2)$
	 ∈ � (¬�) � 	 ∈ � (�)$ ��� ���	���� ��� 	 ∈ � (�)! >���� ��������� ���
R(�) ∩ � (�) ⊆ R(�) ∩ � (�) (3)
.� |R(�)| = � ∈ N$ ����$ �� �������� ��� R(�) ∩ � (�) ⊂ R(�) ∩ � (�)$ ����
|R(�)∩� (�)| - |R(�)∩� (�)|! 6�����$ 	�� ��� (1) �	� ��� >����� 5!2!B(S) 
����� ���
|R(�)∩ � (�)| ≥ ��2$ ��	 |R(�)∩ � (�)| � ��2$ ���! �	� ���� 	�� ��� >����� 5!2!B(S)$
R(�)∩ � (�) ∈ N (�)! 3� �������� ��� R(�)∩ � (�) = R(�)∩ � (�)$ ���� ���������
	�� (1) ���#	��� �	� ����$ R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)!
.� |R(�)| ≥ .$ ���� 	�� (1)$ (3)$ "���	�� 5!2!E$ �	� (E?) ��� >������ 5!2!B$ ���������
�	� ���� ��� R(�) ∩ � (�) ∈ N (�)!
6���
��$ 	�� ��� >����� 3�2�6$ 
����� M� � � ��!

1'$7 /�� ��� M� � � ��! ���� K�������������	� ������� ��� >����� 5!2!4L$ R(�) ∩
� (�) ∈ N (�)$ 
��� 	�� ��� �������	 (<�E) ��� 5!2!B$ R(�) ⊆ {	 ∈ � | R(	) ∩ � (�) ∈
N (	)}$ ���!$ R(�) ⊆ � (��)$ � 	�����$ M� � � ���!
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�� M1 = 〈F1� � 〉 �	����
�� ��� ��	���� F1 = 〈��!�R�N〉 ���
"	�	������� 5!2!D$ �� 	�������� � $ � ����	 ���	� ��� #	����	� ��� 3���	 5!2! .�� �� ������


1

<� <� <�


2 <�
<�


3

<�

�
R

3���	 5!2H �	 � $ R$ �	� � ��� ����
��� M1

��� ! = P(� )$ � 	�������� � ���	� 	�������$ �� 	#�� ^ ���#�	 �� ��� "	�	������ 5!2!D ^
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6����� �	�	������� ��� M1� � � ��0 ∧ ¬���0$ ��	 ��	+�����	� � ����� �� ⊃ ���! /���$
��� �� 	)����� "# �	� #$ �	��� �	� �� �	���� 30�$ 30�

�$ �	� 30� K	��
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	�� �� ������ ��� ! = P(� )$ � 	�������� � ���	� 	�������$ �� 
��� �� M− 	������� 
�	
;u<−^����
��! �
���$ #	����	� �����	 ��� M−� � � ��0 ∧ ¬���0!

��
 +��#$���� ��� �)*

3��� �	����	#� 	��� �	 	��������� � ��������	 ��� "#$ � ���� �	 ;u<^��	���	! (	
����	������ ��� ��	 ����� 	�� �������� �	� ����	�	$ ��	 ����	 ��	 ������ ������	� �	
�������  �� Λ �� ������ �	� "#$! 6�����$ �	 ����������� ��� ���������	#��� �Λ$ &Λ$
�	� #�Λ ��	 �	 �������+ ������ �������� �� �� Λ$ 	���#	���
� �� �� Λ$ �	� ����������



���� ���
����� ��� "#$ D5


1


2


3

�

�

	

<�

<�

<�

R

3���	 5!5H �	 � $ R$ �	� � ��� ����
��� M−

�������� �� �� Λ 	����������! ,�	 �	� � 	�����)� �	 ����� �
� ��� ������ ������� ���
�	������������	�$ )����� �� �� �	��������� KRWYTY9RWSL ����
�� ��� Λ!

6����
  7�7� �� �	��������� ����
�� MΛ ��	 Λ 
��� � �
����

〈�Λ� !Λ�RΛ�NΛ� � Λ〉
����

9! �Λ = {� ⊆ L��� | � : #�Λ}
99! !Λ = {� ⊆ �Λ | (∃� ∈ L���) � = [�]}

����
[�] = {� ∈ �Λ | � ∈ �}8

999! RΛ = {(���) ∈ �Λ ×�Λ | (∀� ∈ L���)(�� ∈ � ⇒ � ∈ �)}

90! (∀� ∈ �Λ)
NΛ(�) = {RΛ(�) ∩� ⊆ �Λ | (∃� ∈ L���)(� = [�] & �� ∈ �)} ∪ {2}
����

2 = {� ∈ �Λ | (∀� ∈ L���) � ⊃ �¬�¬� ∈ �}
0! (∀� ∈ Φ) � Λ(�) = [�]

�� ������ FΛ ��� 
��� ����
��
�� ��� �������� MΛ �����.
�� �	��������� ��	���� ��	 Λ8

� G�� �� �� !�"����� ��� "�� 9�#
�� � ����� !���:� "� ��� �
���: $����: Λ �
��"� �� ���"� ��� !�"��	�����
#� �Λ� �!AV�� ��
�&	� � �� ��	9��� !��� m�!�"��#!� n ��� �:""���� �7�7�R ��$7 ��� !�"����� � �Λ ⊥7
m��9�"������ �"#� �&7 m�!�"��#!� � !��� O�
��:
�!� R7R7R� ��� �� � !�"&�$���� �!�� �
�� ��� !��
��"��� ��%�$���� �!9��: �����P�"�����7

l�� 9�#
�� � 9� ��$����� ���������� ������� �� �� Λ �!�"&7 ��Λ� ��� ����$�� �Λi9�#
�� ��� ��� ��9�
� �∈ � � � ∪ {�} ��� ����� �Λi9�#
��7



DB �� ��������� �	������

p����� �� 
�	 ��	���� ����	 K��� ������ ��	 ���� ������� ������ ΛL!

:����  7�7� BC�>DE>FGHIJ 1��� � �� �Λ��
���8 ���
� ����0
� #�Λ��
��� � �8�8
� ⊆ �8

��������� ��! I5$ ���!1=EJ

/��� �������� �	 �������������� ��� ���� �� MΛ �������!

����������  7�7 �Λ �= ∅

��������� m�� ��� "�����	��� 5!5!2$ � Λ ���	� �������$ ��	 � {�} ���	� �Λ^����	$ �����
	�� �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ 5!B!2$ ������� #�Λ^����	 K��� ����
��� ���L$ �� 
���$�Λ �= ∅!

�� ������� ��	���� m���	 ������ ��	 ���� ������� ������!

:����  7�7� (∀� ∈ �Λ)(∀��� ∈ L���)

9! ,� ��� ⊃ � ∈ �� ���
 � ∈ �

99! � ∈ � � ¬� ∈ �

999! ,� � ∨ � ∈ �� ���
 � ∈ � � � ∈ �

+����	�

90! (∀� ∈ L���)
(
� ∈ Λ ⇐⇒ (∀� ∈�Λ) � ∈ �

)

��������� ��! ID$ ���!D5J

/���	� ��	 ������� �	�	��	�� ��� ������� ��� RΛ$ ��� ����	 �	� �	�	�
� ���� 	�����)�$
��	 �	� ���	� ����� ���
���	 ��� ������� �	� ��� ������������ m���	��� 5!B!BK99L!

����������  7�7� (∀��� ∈ �Λ)
(
�RΛ

� ⇐⇒ (∀� ∈ L���)(� ∈ � ⇒ ¬�¬� ∈ �)
)

�� ������� ��	���� m���	 ������ ��	 ���� �	������$ ������� ������!

:����  7�7& B$T�U;E>=E CEIIGJ (∀� ∈ �Λ)(∀� ∈ L���)

¬�¬� ∈ � ⇐⇒ (∃� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) & � ∈ �)

� �������
�� ∈ � ⇐⇒ (∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ � ∈ �)

��������� ��! I5$ ���!1=@J

:����  7�7) (∀� ∈ �Λ)(∀��� ∈ L���)

(RΛ(�) ∩ [�] ⊆ RΛ(�) ∩ [�] & �� ∈ �) =⇒ �� ∈ �



���� ���
����� ��� "#$ DD

��������� (�����	� ��� ������ � �������$ 
�����

(∀� ∈�Λ)
(
(� ∈ RΛ(�) & � ∈ �) ⇒ � ∈ �

)

/���$ 	�� �� m���	 5!B!B$

(∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ � ⊃ � ∈ �)

>����$ ��� ��� m���	��� 5!B!4$ �(� ⊃ �) ∈ �! *��$ �) ����
���$ �� ∈ �! 6�����$
$" ∈ Λ$ �	��� �	�$ ��� 5!B!B$ Λ ⊆ �! /���$ 	�� 5!B!BK9L$ �� ∈ �!

:����  7�7- 1��� �� ������ � = {� ∈ �Λ | (∀� ∈ �Λ) �RΛ
�}� ���	 �� �� 2 ���

)������ Z8^8\8 ���


9! |2| ≥ .

99! 2 = �

999! (∀� ∈ 2)(∀� ∈�Λ)(�RΛ
� ⇒ � ∈ 2)

90! (∀� ∈ �Λ)(∀� ∈ L���)(2 ⊆ RΛ(�) ∩ [�] ⇒ �� ∈ �)

���������

9! &	�� 	����$ �	 ����	���� �	 ���)���� ��� �(� ⊃ �¬�¬�) ∈ Λ!

1� ¬�¬� ∨ �¬� 12

2� �¬�¬� ∨ �¬� 1�4'#�12�01

3� �¬�¬� ∨ �¬� 2�"#�12�01

4� �(¬�¬� ∨ ¬�) 3�8#�30��12�01

5� ¬�¬� ∨ ¬� ⊃ (� ⊃ �¬�¬�) 4�8#�12�01

6� �(¬�¬� ∨ ¬�) ⊃ �(� ⊃ �¬�¬�) 5�30�

7� �(� ⊃ �¬�¬�) 4� 6�01

/�� ���	 �� ������ � = {� ⊃ �¬�¬� | � ∈ L���} �	� �� = �∪{¬��}∪{�� ∈ Φ | � ∈ N\{�}}
(∀� ∈ N)! .� ����
�����$ ���� �����$ ��� � �� ���	� ��	 	Λ^����	$ ���! ��� �� �Λ ⊥! .���
��� �	 ���	��� ��� �	 �����	� �1� � � � � �� ∈ �� �!�! �1 ∧ � � � ∧ �� ⊃ ⊥ ∈ Λ! 3�� ����������
�������� K�� ��������� 	�������� ���	� �����L �	 ������∧

1≤�≤�

(�
(1)
� ⊃ �¬�¬�(1)

� ) ∧ ¬�� ∧ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ ⊥ ∈ Λ

K���� #����� � = �+ � + 1L! ���� ���$ 	�� �� ��	 �	 ���	��∧

1≤�≤�

(�
(1)
� ⊃ �¬�¬�(1)

� ) ∧ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ �� ∈ Λ

��� 	�� ��� ����$ �#	��� ���	� ��� �	���	 ��������#�� 	����	����	��� K	����	�������	� ��
�� �� ¬��L ∧

1≤�≤�

(�
(2)
� ⊃ �¬�¬�(2)

� ) ∧ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ ¬�� ∈ Λ

����� ∧

1≤�≤�
1≤�≤2

(�
(�)
� ⊃ �¬�¬�(�)

� ) ∧ ��1 ∧ � � � ∧ ��� ⊃ ⊥ ∈ Λ

&�����	� ���	 � �� ������ ��������#�� 	����	�	�������$ 	����	�������	� ���� ��� �� �� ¬���
(1 ≤ � ≤ �)$ ��������� ��� ��������
���	

�	^��� 
��"��������� 
��V��� "� "�� ���#�: !�� �7



D4 �� ��������� �	������

∧

1≤�≤�

1≤�≤2�+1

(�
(�)
� ⊃ �¬�¬�(�)

� ) ⊃ ⊥ ∈ Λ

*��$ �� ����� �� 8#$ 30�$ 12$ �	� 01 �	 ���
����� ���

∧

1≤�≤�

1≤�≤2�+1

�(�
(�)
� ⊃ �¬�¬�(�)

� ) ⊃ �⊥ ∈ Λ

>����$ �� ������	 ��� 	������ ������� 	�����)��$ �⊥ ∈ Λ$ ���! 	�� 2# �	� 8#$ �¬�� ∈ Λ$
� 	�� 5$ ¬�� ∈ Λ! *�� ���#	���$ � ∈ Λ$ �� 
��� 	�� 34�$ �� ∈ Λ$ ����� � Λ ���	�
	���#	����$ �����	 ��� ���	� ����� ��� "�����	��� 5!5!2! {�	$ ��	 ���� � ∈ N$ � �� ���	�
�Λ$ �� 
���$ 	�� �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ 5!B!2$ �������� #�Λ^������ �� $ ���� ��	 	�� ���
������ ����
��� ��� ��$ ��	 �	� ��� � $ �����	 ��� ���	���� ��� �� ∈ 2! /�� ���	 �1� �2 ∈ N
�!�! �1 �= �2! .� ����� ��1 = ��2 $ ���� ¬��1 ∈ ��2 $ �����	 ��� ���	� ���#	��� �����$ 	#��
��1 ∈ ��2 �	� � ��2 ���	� ������� ����	! /���$ �� �� ���	� ���� ��	#������
� ���	)� ����$ ��

��� �� 2 ����
��� 	��������� ������� �� ������ ������!

99! K⊆L /�� � ∈ 2 �	� � ∈ �Λ! 6����� �� 	)��	 9 K��� ��� �� #� ��� 8#
���	� ������	�� �� �� 2#L ���	� �	��������� ��	 ��� �������	 ��� �	�������������	� K��!
ID$ ���!1@2JL$ ����	������ �	������ ������ �� ����
��� �	 
��� �	�����������$ �	���������
����
��! {�	$ � RΛ ���	� �	�����������$ ��� ���	���� ��� �	 ������� � ∈ �Λ �!�! �RΛ

� �	�
�RΛ

�! /�� ���	 ���	�� � ∈ �! 6����� � ∈ 2$ 	�� 5!B!BK9L$ �¬�¬� ∈ �$ �� 	�� �� ������
��� �RΛ

�$ �� ��� >������ 5!B!1K999L$ ¬�¬� ∈ �! /���$ 	�� ��� "	�	������ 5!B!D 
���	� ���
�RΛ

�! *��$ �� 	)��	 � ���	� �	��������� ��	 ��� �������	 ��� ���	�	�������	� K��! I5$
���!2CBJL$ 
��� � RΛ ���	� ���	�	����$ �� 	#�� �RΛ

�$ �	 ������ �RΛ
�! {�	$ � ∈ �!

K⊇L /�� � ∈ � �	� � ∈ L���! .� ¬� ∈ �$ ����$ 	�� 5!B!B$ � ⊃ �¬�¬� ∈ �! .�
¬� �∈ �$ ����$ �	� ���� 	�� 5!B!B$ � ∈ �! /�� ���	 ���	�� � ∈ �Λ �!�! �RΛ

�! .#��
� ∈ �$ �	 ������ �RΛ

�$ �� ������ � ∈ �$ 	�� "	�	������ 5!B!D$ ¬�¬� ∈ �! /���$ 	�� ��
m���	 5!B!4 ��������� ��� �¬�¬� ∈ �$ � 	�� m���	 5!B!B$ � ∧ �¬�¬� ∈ �$ ��	 �	� ����$
� ⊃ �¬�¬� ∈ �! 3������$ � ∈ 2!

999! /�� � ∈ 2 �	��� �	� � ∈ �Λ �!�! �RΛ
�! /�� ������ �	� ���	�� � ∈ �Λ! 6�����

��� � ∈ 2$ 	�� �� 99$ � ∈ �$ ���! �RΛ
�! &� ������$ ��� �������� �	� ��� 99$ � RΛ ���	�

���	�	����$ �RΛ
�$ ��� ���	���� ��� � ∈ �$ � 	�� �� 99$ � ∈ 2!

90! .� ��������� ���	�	 � ∈ �Λ �	� � ∈ L��� �!�! 2 ⊆ RΛ(�) ∩ [�]! .�� 9$ �������
������ � ∈ 2$ ���! 	�� 99$ � ∈ �$ ��	$ �RΛ

�! /�� ��� ���
���	 �	� ���	�� � ∈ �Λ �!�!
�RΛ

�! ����$ 	�� 999$ � ∈ 2$ ���! �) ����
���$ � ∈ [�]$ � � ∈ �! .��� ��� ���������	�$
	�� m���	 5!B!4$ ��� �� ∈ �! -��! ��
���� � ∈ �Λ �!�! �RΛ

� �	� �� ∈ �! /��� �	� ����
	�� �� m���	 5!B!4$ ¬�¬�� ∈ �$ � 	�� 8#$ �� ∈ �$ �	� �
���$ 	�� �� 	)��	 #$ �� 	�� ��
m���	 5!B!B$ �� ∈ �!

������  7�7* (∀� ∈ �Λ)(∀� ∈ L���)(RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�) ⇐⇒ �� ∈ �)

��������� .� ����
����� �	�� 	���� ��� RΛ(�)∩ [�] ∈ NΛ(�)! ���� 
����� ��� �����������H

• F������ � ∈ L��� �!�! RΛ(�) ∩ [�] = RΛ(�) ∩ [�] �	� �� ∈ �!
*�� ����$ 	�� �� m���	 5!B!E$ �� ∈ �!

• RΛ(�) ∩ [�] = 2! ����$ 	�� �����	� 	�� �� m���	 5!B!@K90L$ �	� ���� �� ∈ �!



���� ���
����� ��� "#$ DE

.�������#�$ 	� �� ∈ �$ ���� ��������� 	�
�� 	�� ��� >����� 5!B!1K90L$ RΛ(�)∩ [�] ∈ NΛ(�)!

:����  7�7�@ B5KH;L CEIIGJ (∀� ∈ �Λ)(∀� ∈ L���)

MΛ� � � � ⇐⇒ � ∈ �

��������� ,� ��	��� ���� ������������	 �� ����! .�� �� ������ ��� � ��	����� ����

���	� 	�
�� 	�� ��� ������ ��� � Λ �� 	�� �� m���	 5!B!B K��	 �� ⊥L �	� �� ��	����� ���	
��	 �� ⊃ ���	� ����� ���
���	 ��� ��	������ ��������$ �����������	��� ���� �����������
�� ��������!

MΛ� � � ��
�� �����⇐⇒ (∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ MΛ�� � �)

����������⇐⇒

(∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ � ∈ �)
����� �����⇐⇒ �� ∈ �

"��� ����������� �� �� ������� ��������$ 	� �	�	��������� ��� (∀� ∈ �Λ)

� ∈ � Λ(�) ⇐⇒ MΛ�� � �
����������⇐⇒ � ∈ � ⇐⇒ � ∈ [�]

�� 
���

� Λ(�) = [�] (∗)
/����� ������

MΛ� � � ��
�� �����⇐⇒ RΛ(�) ∩ � Λ(�) ∈ NΛ(�)

(∗)⇐⇒ RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)
���� �����⇐⇒ �� ∈ �

:����  7�7�� (∀���L���)

9! �Λ \ [�] = [¬�]
99! [�] ∪ [�] = [� ∨ �]

999! {� ∈�Λ | RΛ(�) ⊆ [�]} = [��]

90! {� ∈�Λ | RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)} = [��]

��������� /�� ���	�� � ∈ �Λ!

9! � ∈ �Λ \ [�] ⇐⇒ � �∈ �
����� ���������⇐⇒ ¬� ∈ � ⇐⇒ � ∈ [¬�]

99! � ∈ [�] ∪ [�] ⇐⇒ (� ∈ [�] � � ∈ [�]) ⇐⇒ (� ∈ � � � ∈ �)
����� ����������⇐⇒

� ∨ � ∈ � ⇐⇒ � ∈ [� ∨ �]
999! RΛ(�) ⊆ [�] ⇐⇒ (∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ � ∈ [�]) ⇐⇒

(∀� ∈ �Λ)(� ∈ RΛ(�) ⇒ � ∈ �)
����� �����⇐⇒ �� ∈ � ⇐⇒ � ∈ [��]

90! RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)
���� �����⇐⇒ �� ∈ � ⇐⇒ � ∈ [��]



D@ �� ��������� �	������

���	 ���	��� 
������ �	 	�����)���� �� �������� ������	 	���� ��� �	�	���#��!

A	.����  7�7�� B��������J * ������ "#$ 
��� ��0���	 �����	 �	 ���	 ��� ����� ���
NP(��������8

��������� 6#	��� ���	� 
�	 ��	���� 	���
����	 K��! I5$ ���!1=BJL 	���� �	 ���)���� ���
���� �Λ^����	 ���	� ��	���������� �� 
�	 ;u<^����
��! .� ���	�� 	�����)�� ��� �� MΛ ���	�
;u<^����
��$ ����$ ��	 ��� ���	�	 �Λ^����	 � $ 	�� �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ 5!B!2$ �	 ������
#�Λ^����	 � �!�! � ⊆ �$ �� 
���$ 	�� �� d8aNb c<QQW 5!B!1C$ �	 ���
����� ��� MΛ� � � � $
�	� � 	�����)� �	 ���� ���������! .���� ������ �	 ���)���� ��� �� MΛ ���	� ;u<^����
��!

• 3��� "	�	������ 5!B!5 	���������� ��� �Λ �= ∅!

• !Λ ⊆ P(�Λ)$ �	�

(G�) .� ������ #�Λ^����	 � �!�! ⊥ ∈ �$ ���� 	��� �	 ��	� 	���#	����$ �����	 �����$
��	$ ∅ = [⊥] ∈ !Λ!

�	 (G�) 
� (G�) ���������� 	�
�� 	�� �	 �����	 9! 
� 90! ��� m���	��� 5!B!11!

• 6����� �	 	)���	�	 5$ �$ �	�9 K��� ��� ���8# ������	��� �� ��2#L ���	� �	���������
��	 ��� ��������� ��� 	�	��	��������	�$ ��� ���	�	�������	� K��! I5$ ���!2CBJL$ �	� ���
�	�������������	� K��! ID$ ���!1@2JL 	���������$ ���� �	������ ������ ��� �	 ����
���
K��	 �	� � ΛL �	 
��� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� �	�����������$ �	��������� ����
��!

• /�� ������ � ∈ �Λ!

(>K) .� ) ∈ NΛ(�)$ ����$ ) = RΛ(�) ∩ [�] ⊆ RΛ(�) � ) = 2! .��� �	� ��� �������
��������$ ��� ��� m���	��� 5!B!@$ ) = � ⊆ RΛ(�)! /���$ NΛ(�) ⊆ P(RΛ(�))!

(FE) *�� ���	�� ��������
��$ � RΛ ���	� 	�	��	�����$ ���	�	����$ �	� �	�����������
��
��$ ����� � ���� 〈�Λ�RΛ〉 	������� ����^����
��! 6�����$ ��� ��� �������
��� � K��� m���	 5!B!@L$ 	��� 	������� �� ������ �������� ��� ����� 	���� K��!
>����� 1!2!1K99LL$ ���$ 	�� �� m���	 5!B!@K99L �	� ��� >����� 5!B!1K90L ��������� ���
� ∈ NΛ(�)!

(<�E) /�� �	� ���� ���	�� ) ∈ !Λ K���! ) = [�] ��	 ������� ���� �L �� 	� ����
�����
��� RΛ(�)∩ [�] ∈ NΛ(�)! ����$ 	�� �� "�����	 5!B!= ��������� ��� �� ∈ �! /���$ 	��
�� ������ ��� �� 	)��	 1'$ ∈ Λ ⊆ �$ ��� ∈ � (1)
.� ��������� ���	 ������ � ∈ RΛ(�)! ����$ 	�� �� m���	 5!B!4 �	� �� (1)$ ���������
��� �� ∈ �$ �� 
���$ �� ��� >������ 5!B!1K90L$ RΛ(�)∩ [�] ∈ NΛ(�)! .���������� ���!
��� RΛ(�) ⊆ {� ∈ �Λ | RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)}!

.�� ��� ������ ��� � ��� m���	 5!B!@ ��������� ��� � ⊆ RΛ(�)$ �� 
���$ 	�� �	 K9L �	�
K99L ��� ����� ����	���$ |RΛ(�)| ≥ .$ ��	$ ��� ��� >������ 5!2!B$ 	���� �	 ��
�)���� ���
��������� (==E) �	� (E?)! ?���!

(==E) /�� ������ ) ∈ !Λ! ���� �	 ������� ����� � �!�! ) = [�]!
.� RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)$ ����$ 	�� �� "�����	 5!B!=$ �� ∈ �! {�	$ 	�� �� ������ ���
22$ ∈ Λ ⊆ �$ ¬�¬� ∈ �$ �����$ 	#�� �� � ���	� �����
�$ �¬� �∈ �! .� ����
�����
������ ���	$ ���� �����$ ��� RΛ(�) ∩ [¬�] ∈ NΛ(�)! ����$ �	� ���� ��� ���
"�����	��� 5!B!=$ �¬� ∈ �$ �����	 ��� ���	� �����! 3������$ RΛ(�)∩ [¬�] �∈ NΛ(�)$



���� ���
����� ��� "#$ D=

��� ���	����$ 	�� �� (G�) 	���� ��� 	�����)��$ ��� RΛ(�) ∩ (�Λ \ [�]) �∈ NΛ(�)!
.�������#�$ 	� ��������� ��� RΛ(�)∩ [�] �∈ NΛ(�)! ����$ 	�� ��� >����� 5!B!1K90L$
�� �∈ �$ 
���$ 	�� �� ������ ��� �� � ���	� #�Λ$ ¬�� ∈ �$ �����$ ��	 �	� 22$ ∈ Λ ⊆ �$
�¬� ∈ �$ �������$ RΛ(�)∩[¬�] ∈ NΛ(�)$ �	� 	�� �� (G�)$ RΛ(�)∩(�Λ\[�]) ∈ NΛ(�)!

(E?) /�� � ∈ NΛ(�) �	� [�] ∈ !Λ K���� � ���	��� �����L �!�! � ⊆ RΛ(�) ∩ [�]! 6�����
� ∈ NΛ(�)$ �	 ������� ����� � �!�! � = RΛ(�) ∩ [�] �	� �� ∈ �$ � �	 ������ � = 2!
*��$ ������ � ⊆ RΛ(�)∩ [�]$ ��� �� m������ 5!B!E �	� 5!B!@K90L$ 
���	� �	� ����
��� �����������$ �� ∈ �$ ���! 	�� ��� >����� 5!B!1K90L$ RΛ(�) ∩ [�] ∈ NΛ(�)!
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4
���������
 ��� ����������

/����	� 	�������� ��� ����������� ��#��	�� �� ��	 ������ ��� �������#�� ��� ����������
�	����	�� ���� 	���������	 ���� ����� ��	�	������� ���$ �	 �����	������� ��� �	��� ��#��	��
�	 ����� �� 	��	�
� ������ �	 ���#
��� ���� �	����	�� 	��� ��	 �����
�� �����#����� ���!
(	 ��������� � �� ������ ���
� ��� �����#����� ��� 	���������	 ��	 ��� ���� ���� �����
�$ �	� �	�������	� ��� �+�� ��� 	���� ��� ���	� 	�	�	����� NWuaSW 8WPW � ���� �� �$ �	
�����	������� �	 �������+���� ��� �	������	 ��� ���������� �	����	��! ,�	 �	� 
�����
��������� K���� "	����	#� 1!1L �� ������ ���� � ��� �	�	��������� ��	 �	 �������+�� �	����
���������
� �	�	�������$ �	� ���	������	 ��� "#$ ��	� �� ���������
� �	�	������� ������^

���� ��������$ ���#	��� �	 ��������� ��� ���� ���� ��� �����#�����$ ��� �	� ���� 	��
	����$ � ���������� �	����	�� ��� 	���������	 �������#��	� 	�� ��� "#$! *��� 	#���
���� �����#���	 ��� ���
����	� 	�� ��� ���
�$ �	� � ����	 ����	��� �� �����	�� 	�� ���
������� �	����	�� ���� �������$ � ������ ��� �	 #���)���� �	 	�	���� ����$ � �����	�� ���
�����#���	� 	���� �	 ���	� 	��)������ ��� ��	������ ���$ ���! ��� ����	������ ���#�� ���
����� ��� ��� �������#��!

' 
����	 ��� 
���������	 ����	 K��� ����	 ���������� �	 �������+����L ���	� ����
���	����� ��	 ��� ���
	 ��� ,��������	 _����	! ��	� ������	 �� 
�	���	 ��	 ���
������ ��	� ��������� �������� ��� ��� ���	� ����� � 5(KJ(Q @(LJ%J"' K��! ��	 �	�������	
I24JL! ' �������� e������ +��������� ;����� K-6mL 	������� ��	 ������� ����
����� ���
#	������� ��� ����������� 	��	��� K��! ��	 �	�������	 I5BJL! ' ���� �	� ���������	 ��$ ��
����� 	������ �� ����
���� ��� ������� �	 ���	� ���� �
����!

*��$ �� ������� ��� ���� �	� ����
����� ���	� 	���������$ �� 
��� �	 �� 	�������������
�� ��� �����	���
�� ������
� ��������! >� �	���
� ��	#��
� ��� 	�� ������ ��� -6m ���	� ��
�)��H K1L � ���� �	� ���������	 �������� ���� ������	#� ��� 	��	��� ��� ������ �!��! ����
���� 	���������	 �	� ��� ��	� ����	�$ ��� ����� � -6mq K2L ����� ������� ���� ���� ����	���
�����#����� 	�� ���#���� ���
� �	� ���� ���������� 	���#	�������	 ��� ��
��� �$ �����	 ���
��� 	�	������ ������q K5L � ������ �	� ����	#
���	� ��	 ��	 �����	 ��	������� ���� ����������
�	����	�� ��� 	���������	$ ��� 	��� �	� ���� ��	 �������G�����������G����������$ ��� ������
	�������	� �� �� ����� �	����� 	���������	 �	��� �	� ��� ����� ����� ���!

6��	� ������ ������ ���� �� �������� ������
� ��� �	 ���������������� ��� ������ �	�$ ���
�	� �	 	)���	�� ���$ �	 ��	#
���� ���� 	�� �����	 ��� -6m! &	�� 	����$ ��	 ��� ������	#�
��� ������#����	� �����#���	� ������ ������������ �������� �� ������ ������
�$ 
�	� ��	

���� ���$����"� ��!�� � ���� ��: �� ����� ����%����: $�
�%�
�!�7
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���
��

���� ���� ��� �������#�� ��� �����#���	 ��� �����	�! 3�� ���� �	� ����
����� 	�	������	�
�����	��
��� �� ������ K�	� ������	 	��)������� � 
�	� 	�� ��� �����L$ 
�	� ��	 ���� �����#�^
����	 ����!


�� � ������ �)*0

(	 ���������������� ��	 ������� �����	 L� ��� �	 	������� ����	����� ��	 ����������� ^
��
��	�� ��� L��� �	� � ����	 �	 ����
��� �	 ��	���� ����	��	�� ������	 ��� L���$ ���
�	�����	#	� �� �������� �������� ��� K� �	� �L �	� ��� ������� ���������	#�	� ��� K�L$
�	��� �	� � �� ������ ��������� ������
� �$ ����� ������� �	 �	������� ��� �)	����
���
������
� ���������	#�	� � �	� �! "�� ���������
�	$ � �����	 �	� �	 
��� ���� 	���������
�+ 4 ������
�H

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 �����.
� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j � 	����� ���
h�� � ���
�
� ����� �� �
���� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	j!

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 
����� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j ���! ���
h�
��
� ��� ������� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	 � ��0�
� �� � ��� � ���
��0�
�j � 	����� ���
h�� � ���
�
� 
������� ��� ��������� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	j!

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 �����.
� �
�� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j!

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 
����� �
�� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j!

• &	�
�	� 	�� ���� � �� ������ ������
� ��� �� ∈ � = {1� � � � � 
}� �	 ��	�� ��	� � h� ����
����� �����	 ��C ����� � ����� ��
� ��� ��������� ��� ��0�
� �� �j!

%�	 ���� ������
� ���������	#�	� �
����� �	 ������� �	 �)��H

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 ����
�
� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j � 	����� ���
h�� � ���
�
� �
������� ��� ���� ��� ������`� ��	 ����� ���	j!

• > ����� ��� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 ����
�
� �
�� ��� ������`� ��	 ����� ���	
��� ��0�
� �� �j!

• > ����� �� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 �0
� ��0���
	 
��
��
�	 �� ��� ���
�
��� �j!

• > ����� �� �	 ��	�� ��	� � h� ���������	 �0
� ��0���	 
��
��
�	 �� ��� ���
� ���
�j!

.�� �� ������ ��� 	���� �� ������
� �	 ���	� �)	����
��� 	�� ���� �	������$ ��
��� �	
���� �������� �� ���� 	�����! %�	 ��� ����������� ������� ��	 
����� �������+�� ����
"	�	���#��� 1!1 �	� 5!1! 6�����$ �	 ������� ��� �������� ������.�	
 	��	��	�
� ��	
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�� � 	�� �����0����� �� ���� �����#���� ��� 	���������	 ��� ������ �� � ��� ��� ���
��� �����#���� ��� ������ �� ¬�! .�� ��� ���� ������$ �	 ������� ��� �������� �������

	��	��	�
� ��	 �� � 	�� ��
	 �� ���
� ��� �����#����� ��� �� � ���	� 	�����	 ��� ��� ���
������ ��	� ��� 	������� �� ¬�! ?���H

3��������	#���

8#�� ��� ≡ ¬��¬��� 8#�� ��� ≡ ¬��¬���

V'� �� ≡ ∨
�∈� ��� ∧∧

�∈� ¬��¬�
�'� �� ≡ ∧

�∈�(��� ∧ ¬��¬�)
' ������ ��� �	 ������� ���� �	����	#� 	���$ �	� ��� �	 ����	����"#$'$ ���	� ����	�����

��	 ��
��	�� ��� "#$ ��� ����
��� ��� �	�����	#�� ��� f 
�	 ��� �������#�� ��� ��������
�������G�����������G����������$ �	� 
�	 ������� ���� ��� ������+� �����#���	� f ��� �	�
������ ��� �������#��� ��� ������+� ��� �����#���	� 	���� �	��� �	� ��� �����	�� ��� ����
�������G�����������G����������!

K1L .)���	�	

"�� ��� ∧ ��(� ⊃ �) ⊃ ��� "�� ��� ∧ ��(� ⊃ �) ⊃ ���

5�� ��� ⊃ � 5�� ��� ⊃ �

��� ��� ⊃ ����� ��� ��� ⊃ �����

2#�� ��� ⊃ ¬��¬� 2#�� ��� ⊃ ¬��¬�
#$�� ��� ⊃ ��� #$�� ��� ⊃ ���

22$�� ��� ≡ ¬��¬� 22$�� ��� ≡ ¬��¬�
$"�� ��� ∧ ��(� ⊃ �) ⊃ ��� $"�� ��� ∧ ��(� ⊃ �) ⊃ ���

1'$�� ��� ⊃ ����� 1'$�� ��� ⊃ �����

���	 �	 �	�����	����� �	 ���������	� 	)���	�	 ��� "#$'$ �	 ����	 ��	����
��� ��
������ �� �� ������! ' �	���� �	�	������ ��� 	��� ���	� ��� 	�� �� ��	 ������	� � �����
	��	��	�������� K	�� �� ������ ��� � 	���������	� ���� �� ���� ���	� ������� ��������
��� 	��� �	� ��� 	��� �� �����L$ ��� 	�� ��� ����$ �� ���	������ ���	)� ���������� �	�
��������� ���	� ���	�
�! 6�����$ 	��	�� ���� ����� ��� �����
���	� 	�� �� ������ �	�!
> ������ �	�������� ��� ������ ���	� ���� ��� )������ ��� ����������� ��	 ��	���	 	����
��� ���	��	�! *�� ��	#����� �� 	�� ��� "	����	#� 1!5 ��	� ������	�� ��	 �	 ����������
����
�	$ ��� 	�������	��� �� �� �� ���	� 	��� ��� �	���� �� ��	 	��������$ ��� ����� 	��������
���� ����	��	�
� ���	����
� K�	� �� ����� ���
�� ��������� �� �� 	������� �����L! (����	��
���� ������ ������������� ��� 	��������� �����
���� ��) 	���	��+���!

K2L .)���	�	 K���
���	L

""� ��� ⊃ ���

* ����� 
��� ��������
���8

##� ��� ∧ ¬�¬� ⊃ ���
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� ��0���
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�8

$#� ��� ∧ �� ⊃ ���

,� � ���������	 
����� ��� ��0�
� ���� �� �0
� 
������� ��0���
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�	
�� ���� ���
 ����
� � -���	 ��������	 ��� �������	 ��� � ����
�
� ��� ���
��0�
�8

$$� ��� ∧ ¬�¬� ⊃ ���

"������	� ��	 ��� 	��������� �������� �� �� 	)��	 ## 	��� ��	 ��� ��������!
,� � ���������	 
����� ��� ��0�
� ���� �� �
� �0
� ��0���
	 
��
��
�	 �� ��
����
�� ���� �
� �0
� �����	 � ����
� ����� �� ���8

$$4� ¬��� ∧ ��� ∧ �¬� ⊃ ��¬�
"������	� ��	 ��� 	��������� �������� �� �� 	)��	 #$ 	��� ��	 ��� ��������!
,� � ���������	 
����� ���	 ��� ��0�
� ���� 7 ��0�	 � �� ����
�
� 7 ��� �0
�
��0���
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�	 �� �� ����
�� ���� ���
 ��� � ����� ��� ��� ����.
�
� ���
0�
� ��� 
��� �� ��� ����� � ��� ��0�
� ��� ��� � ��0�
�8 1����

����� �� ��� �
� ��0�
�8

���������� �7�7� .)� �� �	 �	�	��������� ��� �� ¬��� ���� ������� ��� 	)���	��� $$4
���	� 	�	�	�����$ ��	 �	� 	� 
�����$ ���� �	 #$� �	� $$4 �	 
���	� ��� ��� ∧ �¬� ⊃ ��¬�$
�����	 ���$ ��� �� #$ �	� 22$$ �	 
�	�	� �� ������ �	� 	���#	����! *��� �� �����
����������� 	)����� �������� �	 ��� 	�����	�	������	�! *��$ �� ��� ���� ����	����
	��� �
���� �	 #	��� �
� ��� 	�����)�� ��� ���
���	� ��� ������� ��� �	 ��������!

3� 	���������	 �� ��	 �������	� ���� �	����	#� 5!1 ��	 �� ������ "#$$ �� ������
� ��

�	� �� �	 ���	� �	������� K� ����������� ������
� ��� ������q ��! "	����	#� 1!1L �	� ��	
���� �� �	� �� ��� �	 �#	�������� ������������� �	����� ����������	� K�	 ���������� ��
	���������� 34$ ���� ��� �	 ���	� �	������� 	#�� �	� ���� ��� �	 ������� �	 	��������	
��� " 	)���	�	q ��! "	�	������ 5!5!5K0LL!

"	�	������	� ��� ����������� ��	 ���� �����#���� ��� 	���������	 ��	 ����$ ���� ����	���^
�� ��� �����#���� ��	 ���� ��� ����	����� ������	��� ���#
� 	����$ �	�	�	�	������ ��� ����
	#��� ����� ������
� � ��� �������#��� ��� �	���� �����#���	�$ �� ���	���� ��� ��
��� �	
	�	�������� ���	� � ����������	 � ���� ��� �	���	 3$! -��! 	� �� � �	� � ���	� ������	���$
���� �	� �� �� �	� �� �	 ���	� ������	���! .��� ���	���� ��� � ������ ��� �	 �������� �	 ���	�
��	���� � ���� ���� ������
� ��

�! /���$ ��� ���� �
���H

K5L &	����� ������	����

34��
�

�

���
34���

�

���
3$�� �

� ≡ �

��� ≡ ���
(�∈�)

6����
 �7�7� "#$' 
��� � ��������� ������� ������ ��� �����������
��� �� �
����� �������� K1L �� K2L� �� ��� 
��� ��
���� �	 ���	 �� ������ ������ K5L8

�G�� ��� ������ F�$�!��: �
���: $����:H &$7 ��� �
�����"� Y� !�$7�R�Z7
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.�� ��� ��������� ��� "	�	���#�� 1!1 �� 	�� ��� "	�	������ 5!1!5 ��������� 	�
�� �
�������H

���������� �7�7 * "#$' 
��� ��
���� �	 ���	 ���	 ����
	

3$�� �
� ≡ �

��� ≡ ���
3$�� �

� ≡ �

��� ≡ ���
3$�� �

� ≡ �

��� ≡ ���

�	 ���	 ���	 �������0��	 �� ���	 �
���
	 �� ���	 �� �	 ���	 ���	

3$	�
� ≡ �

�� ≡ ��
3$
�

� ≡ �

�� ≡ ��

"��� ����� �����	 �	�	�����	�	 ���� ��� "#$' �	�	�
� �� 3���	 B!1$ �� ����� ���
�	 ����� ��� �	 #	���� �� ��	 �	��� �� 	��	�
� ��� �������#��� �	 	)���	�	 K2L ��� "#$'
���� ����������� �	� ���� ����������! .� ����
����� 
�	 ������ ���� � ���������� �����
�
�� ��� "#$' K	� ����
����� ���� �� �	��� f �	 	��������� 	������	 f ��� � ������ �	�
���	� �������$ �� 
��� ��� ������� 
�	 �
���� ������ ����L! �� � �	 ����
��� ���! �$��
���� ��G��������G������ 
�	� 	���������	� �	� ��� ������ �	 	��������� ��	 ��	���	 ���
"#$'! 3�� ����	 �	 	������� ���	� ���� �� ����� ��� �����	� L� $ ��	�����
��� �� ���
������! 3��� ����	 ��� ���	������� ������$ �������� ������ �	 	������ ������� �� ����� �$
��	 ���� ������� � ��� 	����� ��� �! 6�� ��� ���	������ �	���$ ������� �	������ �	 	������
������� �� ����� �$ ��	 ���� ������� � ��¬� 	����� ��� �! m�� ��� 22$ �	� �� ��������
�� #�"#$'^������$ ���� ����� � �	 	����� ��� ����� � ��� �	��� �������! ���� � �����
��� �	� � �	��� ������� 
���� ��������	! �	 ��	������	��
�	 �� �	�	����#�� ��	��
�
����
���� �$�� �������� � 	���������	�$ ��� �����	 �� ��� ��� ����	 ��	������	�� K��������	
�� �����������L ����
���� �$�� ���� �� � 	���������	�! �	 �
�� �������#��� �	 	)���	�	!
3���
��� ������ ���� �� ��+� ��� �����#���	� �� ������ ���� �� ��+��!

"����	����	� �	 ������ ������ ��� "#$' ��� �	 �������#��� ��������� �)��� �����$
��
����� �	�� 	���� ��� �������������	� ��� �����
� 	�����)��� ��� "	�	������� 5!1!B K�� ���
�������
�� �������� �� ������� " �	� �L ������ �� �)��H

���������� �7�7� E��� �� ����� ��	 6�������	 Z8\8^ ���� ���� �� �
�
���	 ��� 
� ��.��
��� �C ����	 �0��� �
���� " 2� ���� ���� �0��� �
���� �: ���
���� ������ �
����� ��	
"#$'8

>� �������� ��������� 	#����� ����� �
��� ������
� ��� ��� �����	� ���� "#$!

���������� �7�7�

K9L ���� �� ⊃ ¬�¬� 2�� ��0���
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�	 
��� ���
�
�	:

K99L ���� �� ⊃ �� 2�� ��0���	 
��
��
�	 
��� �� ��0���
	:

K999L ���� ��� ∧ ��¬� ⊃ ¬�� ∧ ¬�¬� (��� ∈�)

2� ��� ���� ����� ����� �
� ���
�
� ��0��� ���
���:

�^��� 
��"��������� 9� �
�� �� ��A�"� �V� �!
�"��
��� ��!���� ���� ��� �� 
�� ��� ���� ��� ��
"��� ��� �� &�$� �� �����V� �� ��� ��� !��� �$$��7 j"#� ��"��# ��� �� "���&�!��� ����� �� ���
����� ����
������������� !� ����7



44 �� �����	����� ��� ���
���
��





��

��

��

��

�� ��

�� ��
��� ���

��

��

��

�¬�
�¬�
�¬�
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K90L * ��� ���� ����� ����� �
� 
���
�.
� ��� ���������� ���8
1! ���� ��� ∧ ��� ∧ ��¬� ⊃ ��� (���∈�)

2! ���� ��� ∧ ��� ∧ ��¬� ⊃ ��� (��� ∈�)

5! ���� ��� ∧ ��� ∧ ��¬� ⊃ ��� (���∈�)

��������� >� �����
� 	�����)��� ��	 �	 K9L �	� K99L ���	� �������
���!

K999L

1� ��¬� ⊃ ¬(∨�∈� ��� ∧∧
�∈� ¬��¬�) �	�������	

2� ��¬� ⊃ ¬�� 1�V'�12�01

3� ��¬¬� ⊃ ¬(∨�∈� ��¬� ∧∧
�∈� ¬��¬¬�) �	�������	

4� ��¬¬� ⊃ ¬�¬� 3�V'�12�01

5� � ≡ ¬¬� �	�������	

6� ��� ≡ ��¬¬� 5�3$��

7� ��� ⊃ ¬�¬� 6� 4�12�01

8� ��� ∧ ��¬� ⊃ ¬�� ∧ ¬�¬� 7� 2�12�01

K90L &	� �� ����� �����
� 	�����)��� ���	� ���#	����$ 	� �������������� � K999L �	� �	 	)���	�	
""$ ##$ �	� $$ 	���������!

�	 	)���	�	"" 
� $$4 �������#��� �� �	#� �	� ������ ����� ��� 	��� �� � ���������
�	� � �������� ��� 	���������	 ��	 �� � 	�	���� �� �� ������	 �����#����� ��	 �� �! .�
����� ���	 
�	 �	�������	$ ��� ����� � �����#����� ��� 	#��� ��� � 	��� ���� ���	 ���
�������� ��� 
��� � 	���������	� ��	 �� �!

���!�	���� �7�7& 1��� ��� � ���������	 ����
�
� ��� � �� ��� ����� ��
��� �� �����
���� ��� 2� ����	: �
� 
����� �� �� � 
�� ���� ���� �
� ��
� ��� �� 
����� 2���� ���

���� ���� � ��  ���
� �� ��� ���
� �� ��� ����� ��� ���:8 ���
 ��� ��	� ����0���
��0���
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����� ��� ��0�
� �� �� ����� ��� ��� 
���
`
���	 �� �� 
�
���	 ����
�
� ��� �8 �� �������
 ���
 � ��������
 ��� ������ �	c /���
�� �0
���� ������ ���
���8

1� ��� ∧ ��¬��� ∧∧
�∈� ¬����� ⊃ ��� ∧ �¬��� V'�12�01

2� ��� ⊃ ����� 1'# K��! "	����	#� 1!1L

3� ��� ⊃ ��� #$�

4� ����� ⊃ ����� 3�30��
K"	�	������ 5!1!2L

5� ����� ⊃ ����� "# K��! "	����	#� 1!1L

6� ��� ⊃ ����� 2� 4� 5�12�01

7� ��� ∧ �¬��� ⊃ ����� ∧ �¬��� 6�12�01

8� ����� ∧ �¬��� ⊃ ����� #$

9� ��� ∧ ��¬��� ∧∧
�∈� ¬����� ⊃ ����� 1� 7� 8�12�01

1���� � ���������	 
����� �
�� �C ���� ��� ����� ����� ��� ���	 
�������
 ���� ��
�8 e
�0�
� ���8 � �
���
�
� � ����� ���� �	 ���	 �� �� ����
�
8 e�0�	 ���	 � 
�����
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�� �
 ����
�� �
 ���� ����	 ����-��
8 * 
������� ��� �� �� ��
����

��� ������ ���	 ��
����
��8

�� � ����-��
 ���	 � ���� �0� �
� ����
�
 � ���������	 ��� � ��� ���	 
�������

��� ��0�
� ���8 f 
�0
 �� ���� 
�������� ��� ����� ���c B� �
 ���� -���c _� �
�����
� ���� 	 ����
 �� �������0� ��� #$ ����� �� $$4� ��� �0
��.
�� �
 ���

�������8 _� � �������
 � 0�����������
� ��� �
 �� �������0� �
 ��� ������ ������
���
���� � ���
�
 � ���
�0�
� 
����������	 ���� "#$' ��� � ����
������ �
�����
���
������� ¬�����8 E��	� ���	 ���-�	 ���
�0���
 ���� 6������� Z8\8^2J:� � ����	
��� ⊃ ����� ���
�
� ������ �
���� ��	 "#$'� �� �
� � ��������
 � ��������
 ��
¬�����8 E���	� �
�� ��� ���
��� �������	 ��	 ������	 "#$' �	 ���	 ����� 
����
�
��� � ��������
� ���� 
���
�� ����� �� ����
� ������	 � �
� �0
���� 
���� ���
¬��� ∧ ��� ∧ �¬��� ⊃ ��¬��� �∈ "#$'8

,�C ��� ���� ��
���� 
�
��� �
� ����0
� �������0� ���� ��� ������ ���� �
� ����
�
� ���
�0�
� ���
 ��� �� ¬���∧���∧�¬��� ⊃ ����� ���
�
� ������ �
����� ��	 2�� ���
����
� �  �
� 
���� �
�� ��� ������� ���� 
���
�� ����� �:8 g������
 ������ ���
���� �
������� ��� �� ������ ��� ��������� �
���
�
�� ����� ���
 �
�� �� ���� ���
`
��� ����� ����� ��� �
� ����
� � 
������
� � 
�������
 ���� �� � � �0�8


�� �#����/��

*�� 	������ ���
�� �� �	 �"+$ �	 ��	���	 �	� �	 ����
�	 ��� "#$$ 
��� �	� ���	 ��
���
�$ �� ��� ������ �	 ���������� � ������ "#$'$ �	 	�������� �����	�
� K789:;<L ���
�
���	��� ����� ��	 ���� ������
� �� �	� �� �	� �	�	����� ����������
���$ ��������
���
���
� ��������� KnRTNN^�TYNWUa<L � ���� ���� ������
� �� �	� ��! %�	 ����� ������
�����
���� �� ��������� 	���� ��! �	����	#� 5!2! *��� 	#��� ����� �	��������� ���������
������
� �� (� ∈�) ��� "#$'$ �	 ����������� �� 	���� �� ��������
��� ���
� ��������� KnRTNN^
�TYNWUa<L$ ������ ����������
���! ' ������� 	��� ���	� ����	������ ���������
�� 	�� ��
������ ��� 	��#	���	�� �	 ������ ��	 ���� �� � �	���	� �3�$ �	 ���	� ���! � "#$' ��	����
� ���� ���� ������
� 	����� K��! IDJI&�#!=JL!

6����
 �7�7� 1��� �� �������� ������ F = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�〉� ����
• � �= ∅

• ! ⊆ P(� ) 
��� �� ������� ���������� ���������� ��� � � �� ��� ���� ��0����

(G�) ∅ ∈ ! � �� (∀)�, ∈ !)

(G�) � \) ∈ !

(G ) ) ∪ , ∈ !

(G��) {� ∈ � | R�(�) ⊆ )} ∈ ! 2�����	 �� �� �:

(G��) {� ∈ � | R�(�) ∩) ∈ N�(�)} ∈ ! 2�����	 �� �� �:

(G&) {� ∈ � | ) ∈ N�(�)} ∈ ! (�∈�={1������})

• R��R� ⊆ � ×� 
��� ��������	� �
�-����	� �� ��
������
�
	 �0��
�	 �8�8

(??) R� ⊆ R�

• N� :� → P(P(� )) �8�8 (∀� ∈ � )



���� �
������� 4=

(>K�) N�(�) ⊆ P(R�(�))

(FE�) �� ∈ N�(�)�
���� �� 
��� �� �
���� �������� ��	 ���������	 〈��R�〉 K��! "	����	#� 1!2L8

(<�E�) (∀) ∈ !)
(R�(�) ∩) ∈ N�(�) =⇒ R�(�) ⊆ {	 ∈ � | R�(	) ∩) ∈ N�(	)}

)

,� |R�(�)| = � ∈ N� ���


(S�) ,� � :�
�����	� ���

N�(�) = {) ⊆ R�(�) | |)| � ��2}

����	
N�(�) = {) ⊆ R�(�) | |)| � ��2} ∪��� ����

��⊆{) ⊆ R�(�) | |)| = ��2} �8�8
(∀) ⊆ R�(�))() ∈ �� ⇐⇒ R�(�) \) �∈ ��)

,� |R�(�)| ≥ .� ���


(==E�) (∀) ∈ !)
(R�(�) ∩) ∈ N�(�) ⇐⇒ R�(�) ∩ (� \)) �∈ N�(�)

)

(E?�) (∀� ∈ N�(�))(∀) ∈ !)
(
� ⊆ R�(�) ∩) =⇒ R�(�) ∩) ∈ N�(�)

)

)� ���
	 ���-�	 �������
	 ����
� � ��0���� �� �� �� N� 2�	 ���	 �� R�:8

• N� : � → P(!) (� ∈�) �8�8 (∀� ∈��) ∈ !)

� �������� �� ������ -��������	 �0��
�	 �� �� � ��� !

b�(��)) ⇐⇒ R�(�) � {	 ∈ � | R�(	) � )} 2�� ���� �� �� �:

e�(��)) ⇐⇒ R�(�) ∩) ∈ N�(�) 2�� ���� �� �� �:

a(��)) ⇐⇒ (∃� ∈ �) ) ∈ N�(�) & (∀� ∈ �) � \) �∈ N�(�)

s(��)) ⇐⇒ (∀� ∈ �)
(
) ∈ N�(�) & � \) �∈ N�(�)

)

� ��0���� �� �������
	

(FF) b�(��)) & ¬a(��� \)) =⇒ b�(��))

(FE) b�(��)) & a(��� \)) =⇒ e�(��))

(EF) e�(��)) & s(��)) =⇒ b�(��))

(EE) e�(��)) & ¬a(��� \)) =⇒ e�(��))

(EE>) ¬b�(��)) & e�(��)) & a(��� \)) =⇒ e�(��� \))

,� ��0���� �� ���� ���
 �� F � �����.
�� ?FE�Q�������8 1� M = 〈F� � 〉 � �����.
��
?FE�Q�������� � 
��� -������� �
 ������ NP(J������� F �� � � : Φ → ! 
��� ��
�������� ��� �����.
� ��� � ��0�	 ��� ��������� �
�-����� �
�����.
�� ���� �� 
����
�
��� ����� 2��C ��� �� � �����.
�� ��������� 	��������:8

(��	�/�� �7�7� ' �������	 (G�) �� ;u<9^��	���� ������	� ��� �� ����������� a(��� \))
�	� e�(��� \)) K���� ) ∈ !L 
���� ����	!

3� ����� �	��� ��� ���	� ���#	�
� 	� �������� ���
� ��� �	 ��	�������� ���� ��� 	�	�������
��� >������ B!2!1! (	 �������� �������	 �	 �����	� ���	)� 	���� 	������������� ���������$
��� 	������ ����	���� ��	 �	�������	 �� �� ������ ��� dbTQWPTY K"�5LWL$ ��	 ��� ����	
������ ���$ �� ��������� �� ��	����$ � ���� �	 ����	 �	 ��	� ���� � ������ 	��� �	 � ��



EC �� �����	����� ��� ���
���
��

�� 	)��	 �R79YP<t$ ���	� 	������������� K��! I5$ &�#!B!BJL! 6������ ���� �������� �	�
��� ������ 	���$ ���! �������� ;u<9^��	���	$ �	� �� �����	��� �� ��� 	�����)� �������	� ���
�������� �	�	���#�� #	����	� ��� �������� ���
� ��� ��� ���	� 	�� ��� "#$' K����� 	���
���	� �	� �������L!

���������� �7�7 * ����� ��� NP(J�������� 
��� �� �
��8

��������� /�� �� ��	���� F2 = 〈��!�R��R��N��N��N1〉 �� ������ ����� � = {�� 
1�

2� 
3}! 3�� 3���	 B!2 #	����	� 	������� � ��
�� R�$ ��� ��)�� � R� K��� �	��� ��	� �� ������
��� �	�	�����	��� 5!2!DL! &	� �� ��� ��
���� ��	����
��� �� ��	#������������� ������� ���
�� ��	 �	 ���������� ����
�	!


1


2


3
��

� R�


1


2


3
��

� R�

3���	 B!2H �	 � $ R�$ �	� R� ��� ��	����� F2

/�� ������ ��� ! =
{
∅� {�}� ����

}
�	�

N�(�) = N�(
1) = N�(
2) = N�(
3) =
{
) ⊆� | |)| ≥ 3

}∪{{
1� 
2}� {
1� 
3}� {
2� 
3}
}
$

N�(�) = N�(�)$

N�(
1) = N�(
2) = N�(
3) =
{{
1� 
2}� {
1� 
3}� {
2� 
3}� ��

}
$

N1(�) = N1(
1) = N�(
2) = N�(
3) = {��}$
���� #����� �� = � ���	� �� ������ �������� ��� ����^����� 〈��R�〉$ ��� �� = {
1� 
2�

3} ���	� �� ������ �������� ��� ����^����� 〈��R�〉!

"	�	������� ���! �	�� 	���� ��� �� R� �	� R� ���	� 	�	��	����
�$ ���	�	���
�$ �	�
�	������������ ��
���� K	#�� ���	�� ��� ���	� ����^���
�L! 6����� ��
����� ��� ������ ���
	��
� �	� � �������	 (??)$ �� ��� ��	 ��! ������� �� ��������� (G�) 
� (G&)! 6����	 ��	#	����	�
������ ��� ������� �� (>K�) 
� (<�E�) �	� � (S�)$ �	��� �	� �� (>K�) 
� (<�E�) �	� (S�) K��	
�	� � R� �	��� ��	� �� ��� R ��� "	�	�����	��� 5!2!DL! .���
��� ������ �	 ��
�)���� ��� (FF)

� (EE>)$ �����	 �� ����� ���	� ������ ����� ����� ��� 	�������
� �� ���������� ��������
b� 
� s ��	 ���� ��� ���
� � ∈ � �	� ) ∈ !! >� ���
� 	��
� ��	 ����� ���� ������� � ∈ �



���� �
������� E1


���� � �)��H

) b�(��)) a(��� \)) s(��)) e�(��)) b�(��)) e�(��)) e�(��� \))

∅ 4 4 4 4 4 4 5
� 5 4 4 5 5 5 4
{�} 4 5 4 4 4 4 5
�� 4 4 5 5 5 5 4

{�	 �� F2 ���	� ;u<9^��	����!

.������ ��� ���)	�� �	� ��	 �� �����	 L���$ �������� �	 ������������ ��� 	��������
� : Φ → ! ���� ����
��� K��	 ��� L�L M = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�� � 〉 �� �����
���� ������ ��� L� �� �� ������ �����$ ������	� ���� ��	 ����� 	��	�� ���� 	#��� �����
������
� �� �	� ��!

6����
 �7�7� 1��� ��0�� ������� M = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�� � 〉 �� ��� L� 8
)��.���
 �� ��������� � : L� → P(� ) ��������	 �	 
��	Y

• � (�) = � (�)� (∀� ∈ Φ)

• � (⊥) = ∅

�� (∀��� ∈ L�)

• � (� ⊃ �) = (� \ � (�)) ∪ � (�)

• � (���) = {� ∈ � | R�(�) ⊆ � (�)} 2�����	 �� �� �:

• � (���) = {� ∈� | R�(�) ∩ � (�) ∈ N�(�)} 2�����	 �� �� �:

• � (���) = {� ∈� | � (�) ∈ N�(�)} (�∈�)

&	� ���� �� ��������� (G�) 
� (G&) �� ;u<9^����
�� K>������ B!2!1L ������� �	 �������^
�������� �������
�� ��	 �	 	��������� ��� � � ���	� ���� ��
��	�� ��� � �� ����� ����
������H

������ �7�7� 1��� �� NP(J�������� M = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�� � 〉 ���	 ��
� ��������� � ��� )������ ^898^8 ���
� (∀� ∈ L�) � (�) ∈ !� �� ���� � � ���
�
� 
������
��	 � : Φ → ! �
 ����	 ���	 �����	8

(��	�/�� �7�7& B� ���� �������
 � ���`���
 M� � � � ��� �� � ∈ � (�)] ���	 �� |�|
��� �� � (�)� � 
��� �
����� �� ��� � ����
���8

?��� ���	 
�	 ������� ����	 ��� �	 �������� ��� ���� ���� 	�����)��� �������	�G�������^
�	� 	��� �	� ��� �	 	���������� ��	 �����	 ��	������ ��	 ���� ������
� K�	������ �	�
�	�	��������L ��� "#$'!

:���� �7�7) 1��� M = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�� � 〉 �� NP(J��������� � ∈ � � ��
� ∈ L� 8 ���
�

K9L M� � � ��� ⇐⇒ b�(�� |�|) 2�����	 �� �� �:



E2 �� �����	����� ��� ���
���
��

K99L M� � � ��� ⇐⇒ e�(�� |�|) 2�����	 �� �� �:

K999L M� � � �� ⇐⇒ a(�� |�|)

K90L M� � � �� ⇐⇒ s(�� |�|)

��������� /�� � ∈ � �	� ����� �! &	�� 	����$ 	�� "���	�� B!2!D$ �	�	������� ���
|�| ∈ !$ �� 
��� 
��� ����	 � ��#����� ��� ������� |�| ���� ��������� b� 
� s ���� ��#�����
��� ����	���!

K9L M� � � ���
���⇐⇒ M� � � ¬��¬���

��4�2�4⇐⇒ R�(�) � |¬���| ⇐⇒
R�(�) � {	 ∈ � | M� 	 � ¬���} ��4�2�4⇐⇒ R�(�) � {	 ∈ � | R�(	) � |�|} �������⇐⇒
b�(�� |�|)
' 	�����)� ��	 �� ������ � ��	#
��� ���� � ���� 	����!

K99L M� � � ���
���4�2�4⇐⇒ R�(�) ∩ |�| ∈ N�(�)

�������⇐⇒ e�(�� |�|)
' 	�����)� ��	 �� ������ � ��	#
��� �	� ���� ���� � ���� 	����!

K999L M� � � ��
��⇐⇒ M� � �

∨
�∈� ��� ∧∧

�∈� ¬��¬� ⇐⇒

(∃� ∈ �) M� � � ��� & (∀� ∈ �) M� � � ¬��¬� ���4�2�4⇐⇒
(∃� ∈ �) |�| ∈ N�(�) & (∀� ∈ �) |¬�| �∈ N�(�)

��4�2�4⇐⇒
(∃� ∈ �) |�| ∈ N�(�) & (∀� ∈ �) � \ |�| �∈ N�(�)

�������⇐⇒ a(�� |�|)

K90L M� � � ��
��⇐⇒ M� � �

∧
�∈�(��� ∧ ¬��¬�) ⇐⇒

(∀� ∈ �)(M� � � ��� & M� � � ¬��¬�) ��4�2�4⇐⇒
(∀� ∈ �)(|�| ∈ N�(�) & |¬�| �∈ N�(�))

��4�2�4⇐⇒
(∀� ∈ �)(|�| ∈ N�(�) & � \ |�| �∈ N�(�))

�������⇐⇒ s(�� |�|)

*$�� 	�	#
����� ���� "	�	������ 5!2!@ �	� ��� 	#������ ���� ��	�������� �	� ��	 ���
�������	 �� �������� � �	� � ������ �� ��� ��� 	�
�	��! ,��� ��� ���� �������� ���
"#$' �	� �� ��������� ��� �	� ��� ���#	��� ���� �	� �� ������� " �	� �! 6����
��$ ��� ��
#� ��� ������������ ����	��� �	� ��� >������ B!2!B$ ������ �	 ����� � 	�������

���������� �7�7- 1��� M �� NP(J��������� � ������	 �����	 ���� �� � ����	 ��	 L� 8
���


: U���0
� 
���������	 �� �� �����������	 �����	 �� ��� �� ���� ������ � ���������	
�����.
� ��� ��0�
� � � ���� 2�
��: �� ��`� ��	 ����� ���	� � �� ����� � 
�
���	
����
�
� ���� � ��� ��0�
� � � ���� 2�
��: �� ��`� ��	 ����� ���	� ���8 ��0�
� �������
b�(�� |�|) � M� � � ��� 2�� �������0�	 b�(�� |�|) � M� � � ���:



���� �
������� E5

-: ,	 ���������
 ��� �� 
���������	 �� �� ������������ ������ �� ��� � ���� 2�
��: ��
��`� ��	 ����� ���	 
��� �
�
������� �� �����	8 ���
� �� ����	 ���	 
���������	
�� �� ������������	 ������	 �� ��� �� 
�
���� ����	 ������	 ��0�
� � � ���
����
��
������� ���� 2�
��: �� ��`� ��	 ����� ���	� � �� ����� � � ���������	 
�����
��� ��0�
� � �� ���8 �0���
 ������� e�(�� |�|) � M� � � ��� 2�� �������0�	 e�(�� |�|)
� M� � � ���:

E���  ��� �
 ����	 ���������	 �
�
���	 ��	 "#$'�

�: |�| ∈ N�(�) 2�� ������ � ∈ �:� � �� ����� � � ���� �
 ����� � 
���
���
� ���
��������� 2��� ���	 -����
�� ���� �: ��� ��0�
� � �� ���8 M� � � ���

�: ����0
� ���� ��� ����� ��
� ��� ��������� 2��� ���	 -����
�� ���� �: ��� ��0�
� �
�� 
�� ���� �
� ��� 
���
���
� ��� ��0�
� � ¬�� � �� ����� � a(�� |�|) � M� � � ��


: ��
	 �� ����	 ����� ����� ��� ��������� 2��� ���	 -����
�� ���� �: ��� ��0�
� � ��

�� ���� �
� ��� 
���
���
� ��� ��0�
� � ¬�� � �� ����� � s(�� |�|) � M� � � ��8

/����	� 	��� ��� �+��$ 	� ����� �� 	�������!

���!�	���� �7�7* 1��� �� ������� M2 = 〈F2� � 〉� -������� ��� ������ ��	 ���
���	
��	 6�������	 ^898Z� ���� � (�0) = �� �� (∀6 ∈ Φ \ {�0}) � (6) = ∅ 2-�8 A0�� ^8Z:8
B�C �0�	 ��������
 ��� � (6) ∈ ! �� ��
	 ��	 ��������	 �
�-����	 6� �� � � 
���

����
��� ��������� �� ����� �� �� �� F2 
���� �C ��� ���
��� ��	 6�������	 ^898Z�
NP(J�������� �� M2 
��� NP(J��������8


1 <�


2 <�


3<�
��

� R�


1 <�


2 <�


3<�
��

� R�

3���	 B!5H �	 � $ R�$ R�$ �	� � ��� ����
��� M2

,�C �� ������ ��� N1(�) = N1(
1) = N�(
2) = N�(
3) = {��}� ��� �����
� ���
� ������� ����� �� ���
 ���� ��� 
��� ����	 ��� �
���� �������� ��� ����� ��
�
��� ��������� 2�
 ������ ����� �� � -����
�� 
�
���	: ��� ���	 ��0�
�8 d�� � ����

���
���
� ��� ��0�
� � �0� 
�� �
� ���
� ���� ����� ��� �� ���
	 ��������	 �
�-����	8



EB �� �����	����� ��� ���
���
��

+����	 
��� ��� ��	 ��� ����� ��
� �� �� ��� ��0� ���� ��� ����� ��� ���
���� ���-�	
��� ��� ���	 �� ����
��� �� ���	 �0∧¬�1� ¬�1 ⊃ �0� �8�8�8 +����������	� �C �� ������
��� {�} �∈ N1(�) 2���	 ���-�	 �� �� ���	 ���������	 ������	:� � ���� �
� ����� ��
� ��
��� ¬�0� ��  �� ����0
� ���� �� ����� �����
� � ���������	 ��0���	 2�� �� ��0���
	:

��
��
�	 �� ��� ��0� ��� �� ���8 �0���
 M2 � ��0 �� M2 � ��0� � ����	 s(�� |�0|) ��
a(�� |�0|) 2���	 ���-�	 �� �� ���	 ���������	 ������	:8

���� �C �� ������ ��� |�0| = �� ∈ N�(�) 2���	 �� �� ���	 ���������	 ������	:�
� ��0�
� M2 � ���0 � e�(�� |�0|) 2�� ����	 ���������	 ������	 �� ����:8 ,	 ����������


�� ����  �� �
� ����0
� 
���
��	 �����	 ��
��	� ���� ������ � ��0�
� ���0� �
� ��0�
�
����
�� ���0� ���8 ���� �� � -����
�� � ���������	� ���� � 
���
���
� �C ��� �����
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A	.���� �7 7� B6�O����J * ������"#$' 
��� ���� �	 ���	 ��� ����� ��� NP(J��������8

��������� ,�	 �	� �� �	����� 01$ 34��
$ 34�� $ �	� 3$�� (�∈�) ��	������ ��� ���������	$

	���� �	 	��������� ��� ��	 �	 	)���	�	 ��� "#$' ���	� 
����	 �� ���� ;u<9^��	����! /��
������ ���	�� ;u<^��	���� F = 〈��!�R��R��N��N��N1� � � � �N�〉! �	 	)���	�	"� 
� 1'$�$
��� �	� �	 "� 
� 1'$�$ 	����������	� ��� ���	� 
����	 ��� F �� 	������ ���� ����� ���
��� (�����	 5!5!1 K	�	#�������� ��	 ������ �������	 �� �	� ��$ 	��� ��	 �� � ���
��#	�� ��	� ���� 	�����)� ��� �����	��� 	����L! %�	 �	 �������	 	)���	�	$ 	� ���������

�	 ���	�� ����
�� M = 〈F� � 〉 �	����
�� ��� F$ �	��� �	� ���	��� ����� � ∈ � !

""� .� M� � � ���$ ����$ 	�� ��� >����� B!2!B$ R�(�) ⊆ |�|! *��$ 	�� ��� �������	 (??)
�� ;u<9^����
��$ R� ⊆ R�$ ��	$ R�(�) ⊆ |�|$ 
���$ ��� �	� ���� ��� >������ B!2!B$
M� � � ���!

##� .� M� � � ��� ∧ ¬�¬�! ����$ 	�� �� m���	 B!2!EK9L$K999L$ b�(�� |�|) �	� ¬a(�� |¬�|)
K���! 	�� >����� B!2!B$ ¬a(��� \ |�|)L$ 
���$ 	�� ��� �������	 (FF) �� ;u<9^����
��$
b�(�� |�|)$ ��� ���	����$ ��� ��� m���	��� B!2!EK9L$ ��� M� � � ���!
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#$� .� M� � � ���∧�¬�$ ���� �	� ���� 	�� �� m���	 B!2!EK9L$K999L$ b�(�� |�|) �	� a(�� |¬�|)
K� 	�� >����� B!2!B$ a(��� \ |�|)L$ ��	$ 	�� ��� (FE) �� ;u<9^����
��$ e�(�� |�|)$
���! ��� ��� m���	��� B!2!EK99L$ M� � � ���!

$#� .� M� � � ��� ∧ ��$ 
���	� 	�� �� m���	 B!2!EK99L$K90L$ e�(�� |�|) �	� s(�� |�|)$ �� 
���$
	�� ��� (EF)$ b�(�� |�|)$ � ��� ��� m���	��� B!2!EK9L$ M� � � ���!

$$� .� M� � � ��� ∧ ¬�¬�$ ���� 	�� B!2!EK99L$K999L$ e�(�� |�|) �	� ¬a(�� |¬�|) K���! 	��
>����� B!2!B$ ¬a(��� \ |�|)L$ ��	$ 	�� (EE)$ e�(�� |�|)$ ���! 	�� B!2!EK99L$ M� � � ���!

$$4� .� M� � � ¬��� ∧ ��� ∧ �¬�$ ���� 	�� �� m���	 B!2!EK9L^K999L$ ¬b�(�� |�|)$ e�(�� |�|)$
�	� a(�� |¬�|) K� 	�� >����� B!2!B$ a(��� \ |�|)L$ ��	$ 	�� (EE>)$ e�(��� \ |�|)$ ���!
	�� B!2!B$ e�(�� |¬�|)$ �� 
���$ 	�� �� m���	 B!2!EK99L$ M� � � ��¬�!

A������������	� ���	 ��� �������	 ��� "#$' � ���� �	 ;u<9^��	���	$ �	��� �	� ���
"	�	������ B!2!5$ �	������� 	�
�� �� �������!

������ �7 7� * "#$' 
��� ���
��	8

%�	 �	 	�����)���� ��� ��������	 ��� "#$' � ���� �	 ;u<9^��	���	 �	 	������������
�	� ���� ��� ������� �
� ��� �	���������� ����
���q �	� ��	 �	 	������������ ���� ��
���������� �	 ���������� Λ ��� "#$'!

6����
 �7 7 �� �	��������� ����
�� MΛ ��	 Λ 
��� � ����

〈�Λ� !Λ�RΛ
� �RΛ

� �NΛ
� �NΛ

� �NΛ
1 � � � � �NΛ

� � �
Λ〉

����

9! �Λ = {� ⊆ L� | � : #�Λ}
99! !Λ = {� ⊆ �Λ | (∃� ∈ L�) � = [�]}

����
[�] = {� ∈ �Λ | � ∈ �}8

999! RΛ
� = {(���) ∈�Λ ×�Λ | (∀� ∈ L�)(��� ∈ � ⇒ � ∈ �)}

)����	 �� �� �� �
���� �8

90! (∀� ∈ �Λ)
NΛ

� (�) = {RΛ
� (�) ∩� ⊆ �Λ | (∃� ∈ L�)(� = [�] & ��� ∈ �)} ∪ {2�}

����
2� = {� ∈ �Λ | (∀� ∈ L�) � ⊃ ��¬��¬� ∈ �}

)����	 �� �� �� �
���� �8

0! (∀� ∈ �)(∀� ∈ �Λ) NΛ
� (�) = {� ∈ !Λ | (∃� ∈ L�)(� = [�] & ��� ∈ �)}

09! (∀� ∈ Φ) � Λ(�) = [�]

�� ������ FΛ ��� 
��� ����
��
�� ��� �������� MΛ �����.
�� �	��������� ��	���� ��	 Λ8

&	�� 	����$ �������������	� �� ���
���	 ��� Λ K"�����	 B!5!2L$ �� m���	 ��� c9Y[<YuWaQ
K5!B!2L ����� 	�
�� ��� �� MΛ �������H
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���������� �7 7� �Λ �= ∅

*�� 	������ ��� ������ "#$$ 
��� �	� ���� "#$' f �� ����� �� ������� � �	� "
���� ���#	���� �
���� ���� f ������ � "	�	������ 5!B!D$ �	 m���	�	 5!B!4 K�g9PN<YR< c<QQWL$
5!B!E$ 5!B!@$ �	��� �	� �� "�����	 5!B!=! "������
��� ������ �	 ����������� ���� 	�����)�
��� ��������	�$ �	 ����	������ �	� �	 ������	 ���	 ����	�	!

:���� �7 7� (∀� ∈ �)(∀��� ∈ L�)(∀� ∈ �Λ)
(
[�] = [�] =⇒ (��� ∈ � ⇔ ��� ∈ �)

)

��������� /�� ��� [�] = [�]! ����$ ��	 ���� � ∈ �Λ$ � ∈ [�] ⇔ � ∈ [�]$ ���! � ∈ � ⇔ � ∈
�$ 
���$ 	�� �� ������ ��� �� � ���	� ��	 #�Λ^����	$ 	�� �� m���	 5!B!B$ � ≡ � ∈ �$ ��	$ 	��
5!B!BK90L$ � ≡ � ∈ Λ$ �����$ 	�� ��� �	���	 3$�� $ ��� ≡ ��� ∈ Λ$ ����
��$ �	� ���� 	�� ��

m���	 5!B!B$ ��	 ���� � ∈ �Λ$ ��� ≡ ��� ∈ �$ 
���$ ��� ∈ � ⇔ ��� ∈ �!

:���� �7 7& 1��� � �� #�Λ��
��� �� [�] ∈ !Λ �� 
����
��� ������ ��� MΛ8 ���
�

9! (∀� ∈ �)([�] ∈ NΛ
� (�) ⇐⇒ ��� ∈ �)

99! RΛ
� (�) ⊆ [�] ⇐⇒ ��� ∈ � 2�����	 �� �� �:

999! b�(�� [�]) ⇐⇒ ��� ∈ � 2�����	 �� �� �:

90! e�(�� [�]) ⇐⇒ ��� ∈ � 2�����	 �� �� �:

0! a(�� [�]) ⇐⇒ �� ∈ �

09! s(�� [�]) ⇐⇒ �� ∈ �

��������� /�� � ∈ �Λ �	� [�] ∈ !Λ!

9! %�	 �� ���	�� � ∈ �$ 	� [�] ∈ NΛ
� (�)$ ����$ 	�� ��� >����� B!5!5$ �	 ������� � ∈ L�

�!�! [�] = [�] �	� ��� ∈ �$ �� 
���$ 	�� �� m���	 B!5!D$ ��� ∈ �! �� 	�������#� ���������
	�
�� 	�� ��� >����� B!5!5!

99! /�� ��� RΛ
� (�) ⊆ [�]! ����$ ��	 ���� � ∈ �Λ$ 	� �RΛ

� �$ ���� � ∈ [�]$ ���! � ∈ �$ ��

���$ 	�� �� m���	 5!B!4 K�g9PN<YR< c<QQWL$ ��� ∈ �! .�������#�$ 	� ����
����� ���
��� ∈ �! ����$ ��	 ���� � ∈ �Λ$ 	� �RΛ

� �$ ���� ��������� 	�
�� 	�� ��� >����� B!5!5$
� ∈ �$ ���! � ∈ [�]! 6���
��$ RΛ

� (�) ⊆ [�]!
' 	�����)� ��	 �� ������ � ���	� �	����������!

999! b�(�� [�])
�������⇐⇒ RΛ

� (�) � {� ∈ �Λ | RΛ
� (�) � [�]} ���⇐⇒ RΛ

� (�) � {� ∈ �Λ |
��� �∈ �} ⇐⇒ (∃� ∈�Λ)(�RΛ

� � & ��� ∈ �)
����� �����⇐⇒ ¬��¬��� ∈ �

���⇐⇒ ��� ∈ �

>���� 	����������	� �	� � �������� �� ������ �!

90! e�(�� [�])
�������⇐⇒ R�(�) ∩ [�] ∈ N�(�)

���������⇐⇒ ��� ∈ �! >���� �	� ��	 �!

0! a(�� [�])
�������⇐⇒ (∃� ∈ �) [�] ∈ NΛ

� (�) & (∀� ∈ �) �Λ \ [�] �∈ NΛ
� (�)

�������� ������(�)⇐⇒
(∃� ∈ �) ��� ∈ � & (∀� ∈ �) ��¬� �∈ �

����� ���������⇐⇒ ∨
�∈� ��� ∈ � &

∧
�∈� ¬��¬� ∈ �

����� ��������⇐⇒ �� ∈ �!
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����� ��� "#$' EE

09! s(�� [�])
�������⇐⇒ (∀� ∈ �)

(
[�] ∈ NΛ

� (�) & �Λ \ [�] �∈ NΛ
� (�)

) �������� ������(�)⇐⇒
(∀� ∈ �)(��� ∈ � & ��¬� �∈ �)

����� ���������⇐⇒ (∀� ∈ �)(��� ∈ � & ¬��¬� ∈ �)
����� ��������⇐⇒

�� ∈ �!

:���� �7 7) B5KH;L CEIIGJ (∀� ∈ �Λ)(∀� ∈ L�)

MΛ� � � � ⇐⇒ � ∈ �

��������� ' 	�����)�$ �� ��	��� ���� ������������	 �� ����$ ���	� 	������ ��� ���
m���	 5!B!1C$ �� ���� �������� ��� �������� �� �������� �� ��� ��	����� ���	! (	
����	������ ��� ������� ������	 ��� 	���������� ��� 5!B!1C!

|�| 
��= � Λ(�) = [�] (∗)
/����� ������ ��	 ���	�� � ∈ �$

MΛ� � � ���
�� �����⇐⇒ |�| ∈ NΛ

� (�)
(∗)⇐⇒ [�] ∈ NΛ

� (�)
����� ��������⇐⇒ ��� ∈ �

���	 ��	�
����� ��	 �	 	�	�������	 ����	�	 ��	 ��� 	�����)� ��� ��������	�!

A	.���� �7 7- B��������J * ������ "#$' 
��� ��0���	 �����	 �	 ���	 ��� ����� ���
NP(J��������8

��������� A������������	� �	� ���� K��� ���� 	�����)� ��� (����	��� 5!B!12L ��� "��^
�	�� ��� I5$ ���!1=BJL$ �	��� �	� �	 m���	�	 5!B!2$ B!5!E$ ��
����� ��� 	���� �	 	��������� ���
�� MΛ ���	� 
�	 ;u<9^����
��! ?���H

• 3��� "	�	������ B!5!B ���	�� ��� �Λ �= ∅!

• !Λ ⊆ P(�Λ)$ �	� �	 (G�) 
� (G��) K�	� ��	 ���� ��� ������� " �	� �L ���������� 	������
��� ��� (�����	 5!B!12! .���
��� �� �������!

(G&) %�	 ���	��� ���� � �	� � ∈ �$ {� ∈�Λ | [�] ∈ NΛ
� (�)} ����� ��������

=

{� ∈ �Λ | ��� ∈ �} = [���]$ �� ����� ���#	��� 	����� ��� !Λ!

• %�	 ���� ������ ��� 	�	#
����	� ��� (�����	 5!B!12$ �� ��
���� RΛ
� �	� RΛ

� ���	� 	�	��	^
����
�$ ���	�	���
�$ �	� �	������������! 6�����H

(??) /�� ��� ∈ �Λ �!�! �RΛ
��! ����$ ∀� ∈ L� $ 	� ��� ∈ �$ ����$ 	�� �� ������ ���

"" ∈ Λ$ ��� ��� m���	��� 5!B!B$ ��� ∈ �$ 
���$ 	�� ��� >����� B!5!5$ � ∈ �! {�	$
�	� ���� 	�� ��� >����� B!5!5$ �RΛ

� �! .���������� ���! ��� RΛ
� ⊆ RΛ

� !

• .������ ��� ��� (�����	 5!B!12 	�����������	� �� ��������� (>K�) 
� (<�E�)$ �	���
�	� �� (==E�)$ (E?�)$ ��	 �	�$ 	������ ��� �	� ��� 5!B!12$ �� ������ RΛ

� (�) ���	� ������
(∀� ∈�Λ)! >� ����� 	�����)��� ������� �	� ��	 �� ������ �!

• .���
���� ������ �� ��������� ��	 ��� NΛ
� (�∈�)! /�� ���	�	 � ∈ �Λ �	� [�] ∈ !Λ!
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(FF) .� b�(�� [�]) �	� ¬a(���Λ \ [�]) K���! ��� ��� m���	��� 5!B!11K9L$ ¬a(�� [¬�])L$
����$ 	�� �� m���	 B!5!4K999L �	� K0L$ ��� ∈ � �	� �¬� �∈ � K���! ��� ���
m���	��� 5!B!BK99L$ ¬�¬� ∈ �L$ �� 
���$ ������ FF ∈ Λ$ �	� ���� 	�� �� m���	 5!B!B$
��� ∈ �$ ���! 	�� �� m���	 B!5!4K999L$ b�(�� [�])!

(FE) .� b�(�� [�]) �	� a(���
Λ\[�]) K���! �	� ���� ��� ��� m���	��� 5!B!11K9L$ a(�� [¬�])L$

����$ 	�� �� m���	 B!5!4K999L �	� K0L$ ��� ∈ � �	� �¬� ∈ �$ �����$ ������ FE ∈ Λ$
	�� �� m���	 5!B!B$ ��� ∈ �$ 
���$ 	�� �� m���	 B!5!4K90L$ e�(�� [�])!

(EF) .� e�(�� [�]) �	� s(�� [�])$ ����$ 	�� �� m���	 B!5!4K90L �	� K09L$ ��� ∈ � �	� �� ∈ �$
��	$ ��� ��� ��� EF ∈ Λ$ 	�� �� m���	 5!B!B$ ��� ∈ �$ ��� ���	����$ 	�� ��
m���	 B!5!4K999L$ b�(�� [�])!

(EE) .� e�(�� [�]) �	� ¬a(���Λ \ [�]) K���! ��� ��� m���	��� 5!B!11K9L$ ¬a(�� [¬�])L$
����$ 	�� �� m���	 B!5!4K90L �	� K0L$ ��� ∈ � �	� �¬� �∈ � K���! ��� ���
m���	��� 5!B!BK99L$ ¬�¬� ∈ �L$ ����
��$ ������ EE ∈ Λ$ 	�� �� m���	 5!B!B$
��� ∈ �$ ��	$ 	�� �� m���	 B!5!4K90L$ e�(�� [�])!

(EE>) .� ¬b�(�� [�])$ e�(�� [�])$ �	� a(���Λ \ [�]) K���! ��� ��� m���	��� 5!B!11K9L$
a(�� [¬�])L$ ����$ 	�� �� m���	 B!5!4K999L^K0L$ ��� �∈ � K���! ��� ��� m���	^
��� 5!B!BK99L$ ¬��� ∈ �L$ ��� ∈ �$ �	� �¬� ∈ �$ ��	$ ��� ��� ��� EE> ∈ Λ$
	�� �� m���	 5!B!B$ ��¬� ∈ �$ ��	$ 	�� �� m���	 B!5!4K90L$ e�(�� [¬�])$ ���! ���
��� m���	��� 5!B!11K9L$ e�(���

Λ \ [�])!



���	������ ��� 	�������� 	������

' �	����	 ���	��	 	��������	� 	�� 
�	 ��#��	��$ ��� ����� �	����������	� ����
� 
������
�	� 	�����
��	�	$ �	� 	�� ���	 ��#��	�	$ ��	 ����	 �	����������	� �
�� ��
��!

/���$ ��� �����$ 	�	#
����� � 
����	 �� ����������� �������� �������$ �	� ���������	 �
����! 6��	�� ��� �� �����
� ��� 	)��	�����������	� 	�� �����	 	)���	�	 ���� ��� ������ �	�
��� ���������� K���� �������	� ��	 �� ������ ��� c<Ys<Y$ ���� ��	 ����� ��� nNWSYW;<8L ������
�	��� ���	� �� ��� ������$ ���! �� ��� ��
��	�� ��� ���� �	�� 
�	 	)��	 ��� ��� �� ���
��������� �� ���� �� ����� � �)��$ ������� �� ���� ���	���� ��� ��� ���	� ��������� ��� ���
�� ���� � K"���	�� 1!1!5L! 3��	���	�� 	�� 	���$ 	���������	� ��� c<Ys<Y$ ��� �� ����
	�	�	����� ��� ��
#���	 ������ ��� �������$ �	� ���	�� ��� �� 	)��	 � ��� ���	������ ���
������� ��� �����	� K���! ��� �	� ��� ����  ����$ ���� ���	� �������� �� ��� �� ���� �L
�	� ��� ��	� 	�������
� �	�� ��� X9YN9;;W$ ��� 	������� ������ ������	 ��� ����!

&	����� ��� ���� ��#��	��$ ���	�� ��� 
����	 �� ��	���� �	� �� ����
�� 789:;<$ �	� ���
���������
�	$ �� ���#� ��� 
���� �	 ��	���	G����
�	 ��� ����! ,���$ 	�	#
�	�� ��������$
���������$ �	� �	�	�����	�	 �� ��������$ 	�� �	 ����	 	������ 	���������	� �	 ����
�	
	���!

3�� ������� ��#��	��$ �	����������	� �	�� 	���� �� ��	���
� ������ �	�� nNWSYW;<8$
�	� �	�	�������� ��� 	��
� 	�� �� ��	 ��� ��	#��������� ���	)� ���� ����� �	� ���������$
�� 	�� ��� ����$ ������
���� �� �� ���#� �������	� ����������	� ��� ������� ��� �����	�!
"������
��� �	 	������������� �	 ��� 	��� �����	$ �	����������	� ��	��	������ �	��������
����	�
� K^ ��)	��	�
�L ���
�$ �� ��� ^���
�! %�� 	��
� 	���������	� ������� ���������$
��	 �� �� ����� K"	�	������ 2!2!11L �	���� � �� ��
�� ���	)� ����	��� �	� ��)	��	���
������ ��� ���	�������� ������ $ �
����	� ��� �$�� �������� � 	���������	� �� ���� ������^
�� ���� ����������� ����^����
���$ �	��� ��	� �� �$�� ���� �� �� ��	 ���������
�� ��������
K��� 	���������� �� ������ ��� ������� ��������� ��� ����
���L!

,���$ �	�	�
���	� ��� 	�����
��	�	 ��� ����
��� ������ ^���
� �� �	 ����
�	 ��� ����!
3�� (�����	 2!5!B 	���������� ��� ��	 ���� ����^����
��$ �� ����	�
� �	� ��)	��	�
� ������
��� 	�������� ��	 ��� ^����$ ��� ��� (�����	 2!5!15 �� 	�������#�! A������������	�
������	 ��	 	�����)� ��� 
���	 � 	����� �� ������ ��� ������ �����	���$ ������ 
�	 �	������^
�	 ��� ^�����$ ���� ����	 ��� ������ � ������� ��� �����	� K"�����	 2!5!4L! 3�� �
��� ���
��#	�	���$ ���� 
�	 �	�������	 �� ��� ������� �	 ������ �� 
������ 	��
� ��� )����	���!

3�� ��#��	�� ���	$ 	#�� ��	��������� ��� � 
����	 ��� ����������$ ��� 	��� �������#��	�
���� ����$ ���	� �������
�� ��� ������ 	�� ������ ��� ���	� ��������� �� 	����
� �����������$

���� ��
��	�� ��� �����	� ��� ����$ ���� �	 �����	������ 
�	� �	������� ������� K�L ���
�	 �������#�� 	���� 	������ ��� ����������	$ ��� �	�������� ����������! ' ����������	 	���
���������� ����������$ �	� ��	#����� ��� ���	� ��������� � �������	 ��� � �)��$ ������� ���
������ ���� 	�� ���� ��� ���	� ��� ���	�� �	 ������ �	�� �	 ��� �������! /���$ ��	 ��	���	 ���

� u
�!�"���	 �� F��"�� !����
��H ��� �� F��#
��#H "� ��� ���� ������7 _�$��# ��9� %�
� ��� �6 �� �V� 
���$��#� "� ��� ����� �� ����$$�$� ���� �� ��	"� "�� 	!�� �� ����� � %
�!� �� �V$���7

E=



@C �����
������ 	�� ��������	� �
����

�
	� �������� �����	�$ �
�	�� �� ����� �������� ������
� K�$ �$ �	� �L �	 ����������� �	��
�
���� �����$ ���� �� 	���������� ������������ �	 ������� �	 ��	�	����� �	�� #������	 �	���
���	�����	� � �)��H � ����� �	 ���	���� ��������$ � ����� �	 ���	���� ���	�����	 �� ������
�	���$ �	� � �������� �	 ���	���� ���	�����	 ���� )���� 	�����$ ����� ���� ������ � ��������	
��
� ��� 	����
���!

.�� �� ������ ��� �	 	)���	�	 ��	 �� ����� �	� ��� ��������� ��	� �����
�	 K�����	
��� ����L$ ������ ���� �� �����	 ��� ��
��� �	 �������#��� ��� �������� �	��� �	� �� ��
��
��� �� ��� ����� ������������! ' �	������	 ������ ���������� "#$ �	� 	���������	� �������
��������� ^ ������ �����	�� ���! ��� 	)� �� �	 	�	#����� �� ��� ≡ �� K"	�	������ 5!1!BK0LL
��� ��	������	� ��� �	 �������� �	 �����$ ���� �	 	���)�� ������$ ��	��	������ ������� ���
���������� � �)��$ ������� ���� 	�� ������ ��� �� ���� � ���! �	�� ���� ��� ���	� ���
���	�� �	 �� ����  �	�� �	 �� 	�����!

/����	 �	����������	� �	 ����
�	 ��� "#$$ �	 ����	 ��	� �����	���� ����
�� 789:;<
K��� �������	� ��� ������� �L �	� �	�	��	��
��$ ��������
�� ����
�� nRTNN^�TYNWUa<
K��� �������	� ��� �L! "������
��� �	 
���� �� 	���������� ������������ 	������ ��� ���������
��� �
�	��$ 
����� �	 ����
�	 	��� �� �� ����� ���� �	 ��	�������� ������� ���������
���
�������������
� ���������! /���$ �������	�� ��� 
����	 ��� 	������� ����#������$ �	�
	�����)	�� ��� 
��� ��� 	�	��������� 	��
� ���������$ ��	 �	�������	 ��� ����� ��	� �� ������
�
���������^����������� ���� �������! .#�� 
���� 	���$ �� 	�����)��� �������	� ^ ��������	�
��� "#$ � ���� �	 ��	���	 	���$ ���	� ������ �� #����� �����$ 	���������	� ���	���
��
�������� ��� �������� �������! ��� 	)� �� �	 	�	#����� ��������
��$ ��� 	���������� �
	��)	�����	 ���� 	)���	��� ��� "#$ 	�� �	 �������	$ ��	 �	� 	��� ��� ��	� ���� ���#	�
�
�) 	���� K"�����	 5!5!DL!

3����� ��� ������	��� ��#	�	��� ��	� �	 ������	#��$ �
� ��	� �������$ � 	��	�� ���
���#
��� ���� �������G�����������G���������� ���� 	���������	 � �����
�� �����#����� ���
	�� ������� ���
�! *�� ��	� #�����$ � �����	 ���������� �	� ���� ���� �	 �����	������
�
��� ������
� K���� ��L ��� �	 �������#��� ��� ����������	 �� 	���������	� �����#�����	�
	�� ��� ���� ��! 6�����$ �� ������
� ��� �����	� ��� "#$ ��#	�� ���	� �� ��� ��	#������
�
�����
�$ ��	 �� ������ " ��	 ��� ���������� �	����	�� ��� 	���������	 ���� ��� �����#�����$
�	� ��	 �� ������ � ��	 ������ ����! �	 	)���	�	 ��� ����
��	#	� ��� ���������� 	��	��
��	� 
)�$ �� 	� �)	��
��� �	���� �� �����$ � ����	 �������� 	�	������$ 	������	� ���
���	������ ���	)� ���������� �	� ��������� K��! 3���	 B!1L! �	 	)���	�	 	���$ �	 � ��
��� ��� �����
� ������ ��� "#$ K��	 �� ����$ �	� �� ����L 	)��	���������	� �� �
	 ������
��� ���������� "#$'!

&	�����$ �	����������	� ������� ��������� ��� "#$'$ �	��� �	� �	 ����
�	 ���$ ���
���#	��� �	������	� �� �����	 ��� "#$! *��� 	#��� ����� �
��� ������
� �� $ ����������	�
�������������	� ��� ��
	 �� ��������
�� ����
�� nRTNN^�TYNWUa< K�� �	�	��	��
�� ��
#��� 	���L! �� ��#��	�� 
������ �� �	 �����	�	 �������	� ^ ��������	�$ ��� ���	� �� �
�����
������������ �� �� � ��� ����!

X	�������� 	������7

*��� 	#��� �� ������� ��� ������ �	 ����� ��� �
����$ �	�� ����� ��	 	�����
��	�	 ���
�	����	� ���	��	�$ #	��� �� ������ � ��������� �� ��� ^����� ���� �	 ������������� �	�
��� ��������! /���$ ��������� �� ������	$ ������� �	 	���������� 	�����
��	�	 	��������	
�� (������� 2!5!B �	� 2!5!15 ��� �	 ����
��� ��� �
�� �������	�
��� 	��
� ���
� �� ���
"#$y



@1

o�����$ �	 �������� ������� �	 	�������� �	� �� �����	�	 	������������	� �	� �������^
�����	�! .�� �� ������ ��$ ��� �� ��	���
� ������ �	�� nNWSYW;<8 ���	� 	���������� K�	�
������	 �� �������	 	����� ���� ����� ������������	�∆�

2 I2B$ ���!2BEJL ���	� ������ �������
��� ���� 	��������� ������ �	� ��	 ��� ��� ^���
�$ ����������� � ���� ��� 	������������	!
.���� ��
��� ������� �	 ��� ��� ������
�����! >����$ �� �� �
���� ��� #����	����	��� ������
�	 	��������� ��� �� �����
� "#$ �	� "#$' 
���� ��� �������	 �����	��
��� ����
���$ ��	
���	� 	����������! ���	$ �� ���	 ����� ������������	� 	����� �� �������	 ��� ��	��������^
�����	� ���� ����� ��	 	��������	 ����
�	 K� ���� �	 ����	 ���	� ���
� �	� ������� �� �����
�
	��
�$ ���! � ���� �	 �"+^ �	� �"+�^����
�	L ���	� ������	 ��� �������! (��� 	���	�� �	
���	� e�^������ ��� ��	 ��� ��$ � 	���	 �	� �n�_w�^������ ��� ��	 ��� ��q ��� �i�^
bW8[ ��� ��	 ������� ���	���
� ������
� �����
�$ � 	���� +������	y "���� � �
����� ���
#����	����	��� ����� ������ 	���������� e�i�!!!

,�	 ���� ��
	 ��� ������� ���� ����	����� �	�� �� ����� ���$ ���	� � ��#������ ���
������� ��� ��������� ���� ���������	 ���������� ������� ������! "��	 ���	� � ��
�� ��
�
� [< [9RNT �	� [< 8< ���� K��� �	������	� �� ��� ������� ��� ���������L ���	)� ����$
	��� �	� �� ���� 	����������� ������ ��� ����
���� ��� ������� ��� ������y �� ���#� 
����
�	 	��������	 ����
�	y "�� ������ � �	�������� �������� ��� ���� ��	���
�y ~���  ��� 
���
	������ 
�	 ����� ������	� �������� ��� f ����������� �� �
�	 f �������� �)�	 �����������!
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